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RESUMO

SALGUEIRO JUNIOR, Wallace Alves. O Jogo Light Out em Grafos de Poliedros.
2025. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matemética) — Colégio Pedro Il, Pré-
Reitoria de Pés-Graduacéao, Pesquisa, Extensao e Cultura, Rio de Janeiro, 2025.

O presente trabalho aborda um jogo combinatério conhecido por Lights Out que,
originalmente, corresponde a um jogo eletrénico jogado por um Unico jogador em um
tabuleiro representado por uma malha quadrangular 5x5 em que cada célula da
malha contém um botdo e uma luz indicadora. Ao pressionarmos o botdo de uma
célula deste tabuleiro a luz dessa respectiva célula assim como as luzes de suas
células vizinhas trocam de estado, isto é, células acesas apagam-se, enquanto
células apagadas se acendem. A configuracdo inicial admitida em todos os
tabuleiros, neste trabalho, é aquela em que todas as células se encontram
apagadas. O objetivo do jogo Lights Out é acionar uma sequéncia de células que
resultem num estado final em que todas as células figuem acesas. De forma ideal,
objetivamos determinar um conjunto minimo de células que ao serem pressionadas
trocam os estados de todas as células do tabuleiro, acendendo-o completamente.
Investigamos o jogo Lights Out em poliedros atravées da teoria de grafos,
relacionando assuntos a priori desconectados. Optamos por uma abordagem nao
focada em atividades prontas, mas sim na investigacao dos grafos de cada poliedro
no jogo em si, apresentando formalmente as demonstracdes das propriedades que
emergem dessas investigacdes, deixando a cargo do(a) leitor(a) utilizar esse

ferramental na producao de suas proprias atividades.

Palavras-chave: Lights Out; Grafos; Poliedros; Ensino Bésico; Jogos.



ABSTRACT

SALGUEIRO JUNIOR, Wallace Alves. Lights Out Game in Polyhedral Graphs.
2025. Master's dissertation (Professional Master's Degree in Mathematics) — Colégio
Pedro Il, Pro-Reitoria de Pdés-Graduacédo, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Rio de
Janeiro, 2025.

The present work addresses a combinatorial game known as Lights Out, which
originally corresponds to an electronic game played by a single player on a board
represented by a 5x5 quadrangular grid in which each cell of the grid contains a
button and an indicator light. When we press the button on a cell on this board, the
light of that respective cell, as well as the lights of its neighboring cells, change state,
that is, lit cells go off, while unlit cells light up. The initial configuration accepted in all
trays, in this work, is one in which all cells are turned off. The objective of the Lights
Out game is to activate a sequence of cells that result in a final state in which all cells
are lit. Ideally, we aim to determine a minimum set of cells that, when pressed,
change the states of all cells on the board, lighting it up completely. We investigated
the game Lights Out in polyhedra through graph theory, relating a priori disconnected
subjects. We opted for an approach not focused on ready-made activities but rather
on investigating the graphs of each polyhedron in the game itself, formally presenting
demonstrations of the properties that emerge from these investigations, leaving it up
to the reader to use this tool in the production of their own activities.

Keywords: Lights Out; Graphs; Polyhedrons; Elementary Education; Games.
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1 - INTRODUCAO

O jogo Lights Out foi introduzido por Sutner [14], em 1989, no contexto da
teoria de grafos. O jogo Lights Out pode ser visto como um jogo combinatério e &
jogado por um unico jogador originalmente em um tabuleiro representado por uma
malha quadrangular 5x5 em que cada célula da malha contém um botéo e uma luz
indicadora. Ao pressionarmos o botdo de uma célula deste tabuleiro a luz dessa
respectiva célula assim como as luzes de suas células vizinhas trocam de estado,
isto &, células acesas apagam-se, enquanto células apagadas se acendem.

A configuracdo inicial admitida em todos os tabuleiros, neste trabalho, €
aguela em que todas as células se encontram apagadas. Sutner (1989) [14] mostrou
que o Lights Out sempre tera solucéo (isto é: sempre serd possivel alterar o estado
de todos os nos de um grafo, inicialmente desligado, para uma configuragdo final
com todos os nos ligados). Antes e depois do trabalho de Sutner [14], houve
versfes eletronicas de jogos analogos. Alguns deles foram: o Merlin, lancado pela
Parker Brothers na década de 70, que consistia de um grid 3x3; o XL-25, produzido
pela Vulcan Electronics em 1983; e o homdénimo Lights Out, da Tiger Electronics,
comercializado a partir de 1995. Estes dois ultimos eram compostos de um grid 5x5.

Na Figura 1, um exemplar do jogo eletrénico Lights Out.

Figura 01 — Lights Out Game of Tiger Electronics

Fonte: Artigo "Algumas Luminescéncias sobre o Jogo Lights Out" (2024).

O objetivo do jogo Lights Out é acionar uma sequéncia de células que
resultem num estado final em que todas as células figuem acesas. De forma ideal,

objetivamos determinar um conjunto minimo de células que ao serem pressionadas
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trocam os estados de todas as células do tabuleiro, acendendo-o completamente.
De um modo geral, aspiramos inserir 0 jogo Lights Out em um ambiente de Ensino
Bésico, propondo a sua jogabilidade a partir de poliedros. Apesar do jogo Lights Out
ser um jogo solitario, a proposta que buscamos viabilizar é a de olh&a-lo como um
jogo cooperativo, vindo ao encontro de uma das competéncias especificas descritas
na BNCC (Brasil, 2018) [3] que é a de fazer com que 0s alunos possam Interagir
com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no planejamento e
desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos e na busca de
solugbes para problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou nao na
discusséo de uma determinada questéo, respeitando o modo de pensar dos colegas
e aprendendo com eles.

Neste sentido, Groff [9] defende que o ensino deveria ser mais baseado em
habilidades e competéncias do que em disciplinas tradicionais. Groenwald e Timm
[8] afirmam que a utilizacdo de jogos, no ensino, permite que estudantes fagcam da
aprendizagem um processo interessante e até divertido. Destacam ainda que
existem essencialmente trés aspectos que justificam a incorporacdo do jogo nas
aulas: o carater ludico inerente aos jogos, o desenvolvimento de técnicas intelectuais
e a formacéao de relacdes sociais.

Propomos investigar o presente trabalho através de uma perspectiva da
problematizacdo do Ensino de Mateméatica. Buscamos identificar, estimular e
desenvolver uma prética problematizadora de argumentacdes combinatérias para
alunos do Ensino Basico, tanto nos Ensinos Fundamental quanto no Ensino Médio.
E possivel pensar em cardapios didaticos distintos para ciclos distintos de acordo
com a proposta de nosso jogo, ou seja, a luz do que as Bases Nacionais Comuns
Curriculares preveem que seja discutido em cada série propomos a concepcao e
implementacéo do Jogo Lights Out sobre pontos de vistas adequadamente distintos.

Neste sentido, destacamos alguns aspectos pertinentes ao uso de um jogo
combinatério no Ensino Fundamental que podem emergir do presente trabalho:

e a importancia de despertar nos alunos a sensibilidade de que a Matematica
pode ser vista e pensada de maneira ludica, divertida e ao mesmo tempo
desafiadora;

e desenvolver a tomada de decisdo e, em seguida, a investigacao/anélise de

gual acionamento € o mais apropriado (antecipar a tomada de decisdo);



15

e a partir da tomada de decisdo quais sédo as implicagbes que emergem dai.
Neste sentido, a comparagao entre tomadas distintas de decisGes deve ser
estimuladas;

e obtida uma solucao, essa solucéo é otima?

Para o Ensino Médio, prevemos outros aspectos tdo complexos quanto os

citados acima, por exemplo:

e estimular a visualizacdo geométrica espacial;

e compreender a equivaléncia entre os poliedros e as respectivas imersdes
planares destes poliedros;

e encorajar experimentacdes através de acertos/erros para realizar uma analise
das solucbes;

e investigacao/estudo de tabuleiros/grafos mais simples que servirdo de
alicerce para grafos mais robustos;

e relacBes entre possiveis solugdes oOtimas (a ordem de ativacbes altera o
resultado obtido?);

e buscar generalizacdes do jogo.

Todos estes aspectos dialogam com a premissa basica difundida por Freire
[7] que defende que ensinar ndo € transmitir conhecimento, mas criar as
possibilidades para sua producdo ou sua construcdo. Desta maneira,
proporcionariamos condicfes ideais para que o0s alunos possam ter contato com
argumentos e solugbes combinatérias simples a robustas através de discussfes
lidicas e motivadoras. Além disso, a proposta de explorar o jogo Lights Out a partir
de grafos se da na intencdo de tornar o jogo mais acessivel e democrético, pois 0
desenho de um grafo € algo que pode ser obtido através de um lapis e um papel, ou
de uma canetinha e um quadro branco ou até mesmo através de um desenho no
chéo.

Podemos associar as varias fases de implementacdo as atividades
especificas para cada ano de escolaridade, levando em consideragdo também o
Modelo de Van Hiele e seus cinco niveis de compreensao: visualizagdo, analise,
deducéao informal, deducéo formal e rigor, segundo o artigo "Desenvolvimento do

Pensamento Geométrico — O Modelo de Van Hiele" de Kaleff [12].
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Figura 02 — Diagrama representativo sobre os niveis de compreenséao do
modelo de Van Hiele

Teoria do Pensamento Andlise das

Geomeétrico de Van Hiele Deducdes
EEas”
Dedugio das
\_. Propriedade /
- | 2
Relagdes entre 4. ngor
. as propriedades
' 3. Deducdo
Propriedades
/ R :
f 2. Deducédo Informal
Classificagdo =
/4“ Figuras
Figuras 1. Analise
Geométricas

0. Visualizacdo

Fonte: Adaptado Lydia Hall Blog (2016)"

No nivel zero (estagio inicial), de acordo com Kaleff [12], os alunos
raciocinam basicamente por meio de consideragcdes visuais. Os conceitos
geométricos sao levados em conta como um todo, sem considerac¢des explicitas das
propriedades dos seus componentes. Além disso, propomos apresentar 0 jogo
Lights Out em papel e digitalmente?, sem a necessidade de mencionar que aquela
estrutura € um grafo. Ha4 também a possibilidade de apresentar uma versdo mais
simples do jogo a luz dos poliedros. Veja que esse processo também esta de acordo
com a BNCC do 4° e 5° anos de escolaridade do Fundamental I, que € explicitado
pelas seguintes habilidades (Brasil, 2018, p. 291; 293; 295):

(EF0O4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel,
problemas simples de contagem, como a determina¢cdo do numero de
agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma cole¢éo
com todos os elementos de outra, utilizando estratégias e formas de registro
pessoais;

(EFO4AMAL7) Associar prismas e pirAmides a suas planificagdes e analisar,
nomear e comparar seus atributos, estabelecendo relacdes entre as
representacdes planas e espaciais;

(EFO5MAQ9) Resolver e elaborar problemas simples de contagem
envolvendo o principio multiplicativo, como a determinagdo do nimero de
agrupamentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma cole¢éo
com todos os elementos de outra colecdo, por meio de diagramas de arvore
ou por tabelas.

! Disponivel em: lydiahallblog.wordpress.com/2016/02/14/250comment-page-1/ . Acesso em 2025
2 Disponivel em: https://perfectweb.org/ddo/solver/vale puzzle.html . Acesso em 2025
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Ja no nivel 1 (nivel da analise), segundo Kaleff [12], os alunos raciocinam
sobre conceitos geométricos, por meio de uma andlise informal de suas partes e
atributos através de observacdo e experimentacdo. Os estudantes comecam a
discernir caracteristicas das figuras geométricas, estabelecendo propriedades, que
sao entdo usadas para conceituar classes e formas.

No nivel 2, nivel da deducéo informal ou ordenacdo, mais uma vez segundo
Kaleff [12], os alunos formam definicbes abstratas, podendo estabelecer interre-
lacbes das propriedades nas figuras. Além disso, podem também distinguir entre a
necessidade e a suficiéncia de um conjunto de propriedades no estabelecimento de
um conceito geomeétrico.

A partir desses niveis jA podemos apresentar o conceito de grafo, explorar a
representacdo dos poliedros por meio de grafos, instiga-los por meio de perguntas
para que eles deduzam informalmente algumas formas duais por meio da
comparacao entre os grafos, e introduzir as tabelas de produtos de niumeros primos
apresentados na Secdo 4 desta dissertacao. Estes niveis estdo associados ao 6° e
7° anos de escolaridade, respaldados ndo s6 pelo contato com os poliedros (faces,
arestas e veértices) mas também por suas planificagcbes geométricas;, sendo

respaldado pelas habilidades da BNCC, descritas a seguir:

Ensino Fundamental Il:

(EFO6MAL17) Quantificar e estabelecer relagdes entre o nimero de vértices,
faces e arestas de prismas e piramides, em funcdo do seu poligono da
base, para resolver problemas e desenvolver a percepgéo espacial. (BNCC,
2018, p.303);

(EFO7MAO04) Resolver e elaborar problemas que envolvam opera¢des com
ndmeros inteiros. (BNCC, 2018, p.307).

Os niveis 3 e 4 tratam da dedugéo formal e do rigor, nestes niveis Kaleff [12]
prevé que os alunos desenvolvem sequéncias de afirmacbes deduzindo uma
afirmacdo a partir de uma outra ou de outras. A relevancia de tais deducdes é
entendida como um caminho para o estabelecimento de uma teoria geométrica. Os
alunos raciocinam formalmente no contexto de um sistema matematico completo,

além disso, avaliam varios sistemas dedutivos com um alto grau de rigor, comparam
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sistemas baseados em diferentes axiomas e estudam véarias geometrias na auséncia
de modelos concretos.

Estes niveis estdo mais acessiveis aos alunos do Ensino Médio, ndo so pelo
seu contato mais formal com os conceitos de Contagem e Geometria Espacial, mas
também pelo contato direto ou indireto com sistemas axiométicos, e demonstracdes
de algumas propriedades e/ou teoremas dos conceitos abordados e também de
outros conceitos. Os conceitos de combinatoria podem ser abordados no contexto
da habilidade da BNCC do ensino médio:

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama
de arvore. (BNCC, 2018, p.537)

Acreditamos que seria viavel, no Ensino Fundamental, introduzir o jogo
utilizando tabuleiros/grafos menos complexos, para que as discussbes possam ser
aderentes ao nivel de matematica dos alunos. Propomos estudar o Lights Out a
partir de grafos caminhos, ciclos, caterpillars, grid 2x2 e 3x3, sempre pensando que
as discussdes que emergirdo do jogo serdo bem-vindas. Ja no Ensino Médio, onde
os alunos ja tiveram contato com Geometria Espacial e com os Métodos de
Contagem tradicionais propomos tabuleiros/grafos e discussdes mais aprofundadas,
isto é, além de utilizar os grafos mencionados acima em que a solucdo seja menos
complexa, também utilizar tabuleiros/grafos que sdo imersfes planares de poliedros
e discussOes sobre a qualidade das solucdes apresentadas.

De um modo mais amplo, o jogo Lights Out aborda aspectos primitivos da
Matematica Combinatdria em gque a suposicao de solucdo de um problema pode ser
verificada, testada, comprovada ou refutada. No entanto, a demonstracéo formal de
uma solucéo otima, neste caso um conjunto de nos de cardinalidade minima que, ao
serem acionados, conduzem de uma configuragdo inicial toda apagada a uma
configuracéo final toda acesa do tabuleiro (grafo) pode requerer do(a) jogador(a)
maior esfor¢o e sofisticagdo em seus argumentos.

A metodologia utilizada neste trabalho repousa em um vasto estudo
bibliografico acerca do jogo Lights Out a luz dos conteddos tradicionalmente
discutidos no Ensino Basico. Realizamos o estudo do jogo Lights Out sobre uma

classe particular de grafos obtida a partir de poliedros comumente abordados na
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Educacéo Basica, tais quais os poliedros de Platdo (ou seja, o tetraedro, o hexaedro,
0 octaedro, o dodecaedro e o icosaedro), assim como toda a classe de prismas, de
piramides e de bipiramides. Convém observar que vamos estudar as estruturas
discretas destas figuras, por este motivo as medidas das arestas que compdem
estes solidos tornam-se irrelevantes. Neste cenario, estamos interessados na
quantidade de faces que compOem cada poliedro (que, no grafo, serao
representadas pelos nés), além das adjacéncias entre pares de faces (que serao
representadas pelas arestas no grafo).

Sera possivel obter uma solu¢cdo 6tima (com o minimo de acionamentos
possivel) para cada poliedro de Platdo? Em uma solucdo 6tima, um mesmo né pode
ser acionado mais de uma vez? A ordem dos nds que sdo acionados importa para
obtermos uma solucdo? Existe uma estratégia que sempre gera uma solucéo para o
Lights Out de prismas? E para as Bipiramides? H& alguma relacdo entre a solucéo
minimal de um poliedro e a solucdo do seu dual? Estes sdo questionamentos que
propomos nos debrucar ao longo do texto para embasar as discussdes e enriquecer
0s problemas levantados.

Convém destacar que parte deste trabalho, sob a forma de um Artigo, foi
submetido ao Congresso Nacional de Mateméatica Aplicada e Computacional
(CNMAC), realizado em 2024. Tal Artigo, intitulado "Lights Out em Poliedros"”, foi
aceito para apresentacdo oral, foi apresentado e foi publicado nos anais do
respectivo congresso. Além disso, também em 2024, submetemos um outro Artigo
sobre este mesmo tema ao Latin American Workshop on Cliques in Graphs
(LAWCG) sob o titulo de Lights Out on Spherical Fullerenes, que também foi aceito
para apresentacao oral. Ambos os Artigos foram inseridos, respectivamente, como
Apéndices A e B nessa Dissertacao;

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: o Capitulo 2 trata de
Geometria Espacial, onde sdo abordados os conceitos e as definicdbes sobre
poliedros, incluindo a dualidade face-vértice, no Capitulo 3 sdo apresentados
conceitos basicos de teoria de Grafos, enquanto o Capitulo 4 destina-se a
apresentar o jogo Lights Out, mostra-lo em alguns grafos mais simples e entédo
investigar o jogo Lights Out sobre poliedros (de Platdo, prismas, piramides e

bipiramides).
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2 - SOBRE POLIEDROS

Abordamos, neste capitulo, as definicdes dos poliedros utilizados como
tabuleiros para jogar o Lights Out, além do conceito de dualidade face-vértice que

sera fundamental para a geracao dos grafos desses poliedros.

2.1 - Poliedros Convexos
Para 0s nossos propositos, usamos a definicdo de Dolce e Pompeo (2015,
p.121) [5], que diz:

Consideremos um nudmero finito n (n > 4) de poligonos planos
convexos (ou regides poligonais convexas) tais que:

a) dois poligonos ndo estdo num mesmo plano;

b) cada lado de poligono é comum a dois, e somente dois, poligonos;

¢) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo
semiespaco.

Nessas condi¢fes, ficam determinados n semiespacos, cada um dos
guais tem origem no plano de um poligono e contém os restantes. A
intersecdo desses semiespacgos € chamado poliedro convexo.

Um poliedro convexo possui: faces, que sdo os poligonos convexos;
arestas, que sao os lados dos poligonos; e vértices, que sdo os Vvértices
dos poligonos.

A reunido das faces é a superficie do poliedro.

2.2 - Relacao de Euler

Seja V 0 numero de vértices, A o numero de arestas e F o numero de faces
de um poliedro P (n&o necessariamente convexo), o valor ¥ (P) =V — A + F é
chamado de caracteristica euleriana do poliedro.

A seguir sdo apresentados alguns poliedros convexos e nao-convexos,

respectivamente, na Figura 03 e na Figura 04.
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Figura 03 — Alguns exemplos de poliedros convexos e suas respectivas
caracteristicas

V =10 V=7 V=7
A =15 A =15 A=12
F=7 F=10 F=7
x(P)=2 x(P)=2 x(P)=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 04 — Alguns exemplos de poliedros ndo-convexos e suas respectivas
caracteristicas

V=16 V=12 V=16
A=32 A=24 A =24
F=16 F=13 F=10
x(P)=0 xP)=1 x(P)=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

O Teorema da Relacdo de Euler nos diz que a caracteristica y de qualquer
poliedro convexo P é sempre igual a 2. Isto é:

P é um poliedro convexo = ¥y (P)=V-A+F=2

Demonstracdo do Teorema da Relacédo de Euler:

A demonstragdo que sera utilizada aqui, foi baseada na prova contida nas
paginas 122 e 123 do ja referido livro de Dolce e Pompeo [5].
Antes, exclusivamente para os propoésitos dessa demonstracdo, definimos o

que é superficie poliédrica limitada convexa aberta:
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Dada a superficie de um poliedro convexo P com V vértices, A arestas e F faces,
ao retirarmos k faces de P (1 < k < F), de modo a gerar uma Unica abertura continua
sem faces, obteremos uma superficie poliédrica limitada convexa aberta S.

Agora, provamos por inducéo sobre F que vale arelagcdo y(S)=V-A+F=1
para toda superficie poliédrica limitada convexa aberta S. Esse fato sera necessario

para a demonstrarmos da Relag&o de Euler para poliedros convexos.
(i) Caso Base: F=1
Neste caso, a superficie S; sera apenas um poligono plano convexo com n lados.
Logo, V = n (vértices do poligono) e A = n (lados do poligono).

Portanto, ¥(S1)=V-A+F=n-n+1=1

(if) Passo de Inducéo:

Hipotese de Inducdo: Admitindo que a relacdo vale para uma superficie
St com f faces, a arestas e v vértices. Ou seja: ¥ (S)=V-A+F=v-a+f=1
Como a superficie St € aberta, podemos acrescentar 1 face com p lados
(arestas), onde g desses lados (arestas) coincidem com as arestas ja existentes,
para obter uma outra superficie aberta Ss.;.
Dessa forma, a superficie Sy, teré:
(f + 1) faces;
(a + p— Q) arestas; (q arestas coincidiram)

[V +p —(g+1)] vértices; (g+1 vértices coincidiram)

Logo, x(Sw1)=V-A+F=[v+p-(g+l)]-(@+p-q)+(Ff+1)=
=v+p-q-l-a-p+gq+f+l=v-a+f=1.

Com isso, pelo Principio da Indu¢cdo Matemética, provamos que a relagao
x(S) =V - A+ F =1 sera sempre verdadeira para qualquer superficie poliédrica
limitada convexa aberta S.

Enfim, para demonstrar a Relagédo de Euler y(P) =V — A + F =2 em poliedros
convexos, tomemos um poliedro convexo P qualquer (com V vértices, A arestas e
F faces) e retiremos dele 1 de suas faces.

Assim, ficaremos com uma superficie poliédrica limitada convexa aberta (com
V vértices, A arestas e F — 1 faces).

Portanto, vale arelagcdoV—-A + (F-1) = 1.

Logo, se P € um poliedro convexo, entdo y(P)=V-A+F=2. g
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Note que a reciproca ndo é valida: se ¥ (P) =V — A + F = 2, entdo o poliedro
P ndo serd necessariamente convexo (ou seja: y (P) pode ser igual a 2 para um

poliedro P ndo convexo), conforme exemplificado na Figura 05.

Figura 05 — Exemplos de poliedros ndo-convexos com caracteristica euleriana

igual a 2
V=12 . V=16
—2  A=18 Y. A=
F=8 N F =10
x(P)=2 ‘ x(P)=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2.3 - Os Poliedros de Platao
Em Dolce e Pompeo (2015, p.127) [5], temos:

Um poliedro é chamado poliedro de Platdo se, e somente se, satisfaz
as trés seguintes condi¢des:

a) todas as faces tém o mesmo numero (n) de arestas;

b) todos os angulos poliédricos tém o mesmo nameros (m) de arestas;

c) vale arelagéo de Euler (V- A + F =2).

Existem exatamente 5 (cinco) classes de poliedros de Platdo: tetraedro,
hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Demonstraremos, a seguir, esse fato de que ha exatamente 5 (cinco) classes
de poliedros, e quais séo.

Demonstracado:

Usando as 3 condicBes necessarias para um poliedro ser de Platédo, temos:

a) Cada uma das F faces tem exatamente n arestas (n > 3). Como cada aresta

pertence simultaneamente a duas faces, temos:

nF=2A = F:%?(D

b) Cada um dos V angulos poliédricos tem exatamente m arestas (m > 3). Como

cada aresta contém dois vértices, temos:

m-V=2A = V=% (IT)

c) Vale a Relagéo de Euler para poliedros convexos. Portanto:

V-A+F=2 @I
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Substituindo (1) e (11) em (111), e depois dividindo ambos os membros da igualdade

por 2A, e reorganizando as parcelas, obtemos:

2A_,L2A _, 1 111 1 1) 11 o
m n S~ m 2" n A~ \m 2 A
Sabemos que m > 3 e n > 3. No entanto, se m > 3 e n > 3, entdo teriamos:
m>3:>m24:>i£i
m= 4 1.1 1 1.1 1 ™ g
= —+t—<5 = —+—--<0 = <0
1 1 m n~ 2 m n 2 A
n>3 = nx>4 :FSZ

Logo, m e n ndo podem ser simultaneamente maiores que 3. Ou seja: m=3 ou n = 3.

Isto significa que um poliedro de Platdo possui, obrigatoriamente, triedros ou triangulos.

*1° caso: m =3 (poliedro contendo triedros)

av) 1,1 1_1 1 1_1_ 1.1 N <6
~ 3"hn"2"A~ n"6 A - hn’6 —

Portanto: se m =3, entdon =3 ou n =4 ou n =5. (Isto é: se o0 poliedro possui vértices

triédricos, entéo ele possui faces triangulares ou quadrangulares ou pentagonais).

* 20 caso: n = 3 (poliedro contendo triangulos)

av) l+i—l—l i—i—i>0 i>l m< 6
“ m 3 2°"A 7 m 6 A ~ m~ 6 —

Portanto: se n =3, entdio m=3 oum =4 oum =5. (Isto é: se o poliedro possui faces

triangulares, entdo ele possui vértices trieédricos ou tetraédricos ou pentaédricos).

Concluséo: todas as possiveis classes de poliedros de Platdo sdo obtidas pelos
seguintes 5 pares ordenados (m,n): (3,3);(3,4);(3,5);(4,3) e (5,3).

Para saber quantas arestas (A) cada classe de poliedros tem, basta substituir os
valores de m e n em (1v). Tendo encontrado os valores de A de cada classe, basta
substitui-los em (1) e (11) para obter, respectivamente, os valores de F (nUmero de
faces) e V (nUmero de vértices).

Efetuando os calculos conforme descritos anteriormente, concluimos que 0s
anicos casos possiveis de poliedros de Platdo sdo as 5 classes de poliedros

organizadas na Quadro 01:



Quadro 01 — Os 5 poliedros de Platéao

m n A Vv F NOME IMAGEM
3 3 6 4 4 Tetraedro A
3 4 12 8 6 Hexaedro @

4 3 12 6 8 Octaedro @
3 5 30 20 12 Dodecaedro @
5 3 30 12 20 Icosaedro @

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O que conclui o que queriamos demonstrar. g

2.4 - Poliedros de Platéo e Poliedros Regulares
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Note que as faces dos poliedros de Platdo ndo precisam ser necessariamente

poligonos regulares, assim como ndo ha a necessidade de que os angulos

poliédricos tenham a mesma medida. Portanto, existe uma diferenca entre poliedros

de Platdo e poliedros regulares.

De acordo com Dolce e Pompeo (2015, p.129) [5], "um poliedro convexo é

regular quando:

a) suas faces séo poligonos regulares e congruentes;

b) seus angulos poliédricos sdo congruentes."

Nem todo poliedro de Platdo é um poliedro regular (conforme exemplificado

na Figura 06), mas todo poliedro regular € um poliedro de Platdo. Por isso existem

exatamente 5 tipos de poliedros regulares.
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Figura 06 — Exemplos dos 5 poliedros de Platdo que ndo sao regulares

P y ==
Y / Yy ( / .
/ - / Nt
Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Como o intuito deste trabalho € atuar sobre os grafos dos poliedros, entao as
medidas das arestas e dos angulos poliédricos serao irrelevantes, sendo importante
apenas saber quantos lados tem o poligono de cada face e quais faces sao
adjacentes. Portanto, este trabalho investigara o jogo Lights Out através das classes
de poliedros de Platéo.

2.5 - Prismas
Abordaremos, a seguir, uma classe especial de poliedros amplamente
discutida no Ensino Basico, os prismas.

De acordo com Dolce e Pompeo (2015, p.136) [5]:

Consideremos um poligono convexo (regido poligonal convexa)
ABCD...MN situado num plano a e um segmento de reta PQ, cuja reta
suporte intercepta o plano a. Chama-se prisma (ou prisma convexo) a
reunido de todos os segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma
extremidade nos pontos do poligono e situados hum mesmo semiespacgo
dos determinados por a.

Podemos também definir o prisma como segue:

Prisma convexo limitado ou prisma convexo definido ou prisma
convexo é a reunido da parte do prisma convexo ilimitado, compreendida
entre os planos de duas secdes paralelas e distintas, com essas sec¢0des.

Figura 07 — Exemplos de prismas

secoes
paralelas

» .1 o
Prisma ilimitado Prisma

Fonte: Dolce e Pompeo (2015, p. 136) [5]
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Como ja foi mencionado, utilizamos os poliedros apenas como base para a
criacdo de seus respectivos grafos. Grafos esses que nao levam em consideragao
0s angulos ou as medidas das arestas dos seus poliedros geradores. Por esse
motivo, ndo nos atemos a qualquer classificacdo de prismas no que concerne a ser
reto, obliqguo ou regular. Nossa Unica atencdo aos prismas é em relacdo a natureza

do prisma, isto é, se as suas bases sdo tridangulos, quadrilateros, pentagonos, ...

n-agonos (respectivamente denominados de prismas triangulares, quadrangulares,

pentagonais, ... , N-gonais).

2.6 - Piramides
A definicdo de piramide conforme Dolce e Pompeo (2015, p.178) [5]:

Consideremos um poligono convexo (regido poligonal convexa)
ABC...MN situado num plano a e um ponto V fora de a. Chama-se piramide
(ou piramide convexa) a reunido dos segmentos com uma extremidade em
V e a outra nos pontos do poligono.

V é o vértice, e o poligono ABC.. MN e a base da piramide.

Podemos também definir a pirdmide como segue:

Piramide convexa limitada ou piramide convexa definida ou
pirdmide convexa é a parte da piramide ilimitada que contém o vértice
guando se divide essa piramide pelo plano de uma se¢éo, reunida com essa
secao.

Abaixo, na Figura 08 pode-se ver os exemplos de piramides contidos em [11]:

Figura 08 — Geracao de Piramides
v

face lateral

Fonte: Dolce e Pompeo, 2015, p. 178 [5]



28

2.7 - Bipiramides

A partir de G. Polya (1954, p.138) [13] e de J. M. Aarts (2008, p.303) [1], e
para os objetivos desse trabalho, definiremos bipiramides da seguinte maneira:
dadas duas piramides de bases congruentes e simétricas, uma bipiramide, também
conhecida como dipiramide, consiste no poliedro gerado a partir da justaposicao
das bases dessas duas piramides.

Figura 09 — Uma piramide, uma bipiramide e um bicone

Fonte: Livro Plane and Solid Geometry, de J. M. Aartes, pagina 303 (2008) [1]

2.8 - Dualidade Face-Vértice

Dados dois poliedros, dizemos que um é dual do outro ou que os poliedros
sao duais, quando um dos poliedros pode ser inscrito no outro, de maneira que 0s
vértices do poliedro inscrito incidam no interior de cada uma das faces do outro

poliedro. Uma definicdo mais precisa, dada por Grinbaum [10] é fornecida a seguir:

Dizemos que dois poliedros convexos P e Q sdo duais um do outro se
existe uma bijecdo f da familia de vértices e faces de P na familia de faces e
vértices de Q, que satisfaz as seguintes propriedades:

a) Se v é um vértice de P, entdo f(v) é uma face de Q;
b) Se F € uma face de P, entdo f(F) € um vértice de Q;
c) v é vértice da face F de P se, e somente se, f(F) é vértice da face f(v) de Q.

Desse modo, a quantidade de vértices de P é a quantidade de faces de Q (e
vice-versa) e o numero de arestas de P é igual ao de Q. Além disso, cada face
n-gonal de P se transforma num vértice n-édrico de Q; assim como cada vertice
m-édrico de P se transforma numa face m-gonal de Q; e ainda: cada aresta que
conecta dois vértices v; e v, de P se transforma numa aresta que pertence
simultaneamente as faces f(v;) e f(v2) de Q; e cada aresta que pertence simultane-
amente a duas faces F; e F, de P se transforma numa aresta que conecta os dois

vértices f(F1) e f(F,) de Q.



neste trabalho e suas correlatas classes duais.

A segquir, a Quadro 02 apresenta todas as classes de poliedros analisadas

Classe de poliedro
Prisma de base n

Piramide de base n

Quadro 02 — As classes de poliedros abordadas nesse trabalho e suas
correspondentes classes duais

Classe dual correspondente

Bipiramide de base n

Bipiramide de base n

Tetraedro (piramide de base triangular)

Piramide de base n [auto dual]

Hexaedro (prisma de base quadrangular)

Prisma de base n

Octaedro (bipiramide de base quadrangular)

Dodecaedro

Tetraedro

Icosaedro

[auto dual]
Octaedro (bipiramide de base quadrangular)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Hexaedro (prisma de base quadrangular)

Icosaedro

Dodecaedro

correlacionados poliedros duais.

Na Figura 10, pode-se ver 5 poliedros de Platdo inscritos em seus

Figura 10 — Os 5 poliedros de Platdo, cada um inscrito no seu respectivo dual

Fonte: Aula Aberta de Matematica (2024)*

Acesso em 2024

3 Disponivel em: https://matematicasiesoja.wordpress.com/wp-content/uploads/2020/04/0a1-98.png .
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3 - SOBRE GRAFOS

Com o intuito de embasar todos os resultados sobre Lights Out discutidos no
Capitulo 4, apresentamos definicdes e propriedades acerca de Teoria de Grafos. As
definicbes e resultados foram baseados em Bond e Murty (1989) [2] e Jurkiewicz
(2009) [11].

3.1 - Apresentacédo do conceito intuitivo de Grafos

A maioria de nos ja se deparou, por exemplo, com uma figura, no trem ou
metr6, onde cada "bolinha" simboliza uma estacdo e cada "linha" representa o
caminho entre uma estacao e outra, como vemos na Figura 11. Essa figura, composta
por "bolinhas" conectadas por "linhas" € um exemplo de um grafo. Existem varias
aplicacbes de grafos, como: descrever as conexdes de amizades em redes sociais;
simbolizar moléculas quimicas; representar mapas para analisar rotas, distancias, ou
solucionar o Problema das 4 Cores; descrever arvores de possibilidades em Andlise
Combinatoria e arvores de probabilidades; além de serem utilizados em algoritmos de

programacao computacional; dentre outros diversos assuntos.

Figura 11 — Mapa com as linhas do Metr6-Rio e suas estacdes

Pavuna

Engenheiro Rubens Paiva

Acari | Fazenda Botafogo
Coelho Neto

Vicente de Carvalho
Thomaz Coelho

Maracana

Séo Cristovao
Cidade Nova
Central

Engenho da Rainha
Inhatima

Nova América / Del Castilho
Maria da Graga

Triagem

Presidente Vargas

Uruguaiana

7 OPrat;a

1 Carioca
Onze

Esta’ciqo
Saens fo) 2
Pefa “~Afonso

Uruguai @0 g3, Pena
Francisco
Xavier

Cinelandia
Gléria

D Catete

Largo do Machado
Flamengo

* LINEA 1

Botafogo
w Metré na Superficie

PUC © Cardeal Arcoverde

© siqueira Campos
_aCantagalo

o Ipanemal/General Osério
Nossa Senhora da Paz
Jardim de Alah

Antero de Quental
Fonte: Wikipedia (2025)*

Séo Conrado

Jardim Oceanico

* Disponivel em: https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Mapa_de _metro_rio.png. Acesso em 2025.
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Neste trabalho, usamos grafos, semelhante a sua utilizacdo em mapas, a qual
exprimimos regides por meio das "bolinhas" (chamadas de nds ou vértices) e suas
conexdes através das "linhas" (chamadas de arestas), conforme a Figura 12, onde a
esquerda temos o mapa do Brasil com seus estados destacados; a direita 0 mesmo
mapa com sua representacdo por grafo sobre ele; e abaixo no centro a
representacdo planar do seu correspondente grafo, de modo que estado é
representado por um né e dois estados adjacentes sao representados por dois nos

conectados por uma aresta.

Figura 12 — Mapa do Brasil e sua representacao por grafo

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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3.2 - Defini¢des sobre Grafos

As definicdes a seguir foram embasadas em Bond e Murty (1989) [2].

Um grafo G = (V(G),E(G)) consiste de um conjunto ndo vazio V(G) de vértices
ou nos e de um conjunto E(G) de arestas, de modo que cada aresta e € E(G) € um par
nao ordenado de noés distintos, isto é, para toda aresta e € E(G) existem dois nés
distintos u € V(G) e v € V(G) e tais que e = {u, v} ou simplesmente e = uv = vu.
Quando nao houver risco de ambiguidade usamos G = (V, E) ou simplesmente G.
Neste caso, dizemos que 0s nos u e v sdo adjacentes ou vizinhos e que a aresta e
€ incidente aos n0s U e v ou que U e v sdo as extremidades da aresta e. Duas
arestas que possuem uma extremidade em comum sdo chamadas de arestas
adjacentes.

Neste trabalho, todos os grafos considerados s&do simples, isto é, nao
possuem arestas multiplas ou paralelas (arestas distintas que unem o mesmo par
de nés) ou lagos (aresta que une um né a ele mesmo). Quando n&do houver risco de
ambiguidade usaremos G = (V, E) ou simplesmente apenas G para denotar o grafo
G = (V(G), E(G)).

O grau de um né v em G, representado por d(v), € o niumero de arestas
incidentes a v. Denotamos por 6(G) e A(G) os graus minimo e maximo, respecti-

vamente, dos nés do grafo G.

3.3 - Tipos de Grafos
Apresentamos nesta secdo alguns tipos de grafos estratégicos para este
trabalho, séo eles: os grafos regulares e completos, conexos, bipartidos e planares.

3.3.1 - Grafos Regulares

De acordo com Jurkiewicz (2009) [11], um grafo é regular quando todos os
seus nds tém o mesmo grau. Um grafo é k-regular se todos os seus nés tém grau k.
Um grafo 3-regular € chamado de grafo cubico. Se todos os nés de um grafo tém
graus menores que 3, entdo ele é chamado de grafo subcubico. Um grafo em que
cada par de vértices distintos esta unido por uma aresta € chamado de grafo

completo. Todo grafo completo com n nés é (n—-1)-regular e é denotado por K.
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3.3.2 - Grafos Conexos

Para definirmos um grafo conexo é necessério definirmos a priori alguns
conceitos elementares. Dado k =2 0, um passeio P = vi€1V,e,V3€3Va...Vk-1€k-1VkEKVk+1
€ uma sequéncia intercalada de nos e arestas de um grafo, tal que vie V, e; € E, e
ei = ViVir1 (1<i<k). Neste caso, o comprimento de P € igual a k, que corresponde ao
seu numero de arestas com ou sem repeticdo. Denotamos 0 passeio somente pela
sua sequéncia (vi,Vz,...,Vks1) Subjacente de nds. Quando um passeio ndo possuli
arestas repetidas, o chamamos de trilha. Quando o passeio ndo repete nds, o
chamamos de caminho. Em outras palavras, dados dois n6s u e v de um grafo
G =(V,E), um caminho entre u e vem G (ou caminho que conecta u a vem G)
é uma sequéncia P = LoLj...Lx, em que u = Lo; v = Li; 0s nos L; séo distintos; e
LiLi+1 € E. O caminho geodésico ou caminho minimo ou menor caminho ou caminho
entre dois nés de um grafo € o caminho de menor comprimento dentre todos os
caminhos que conectam esses nés. Um grafo G é conexo quando existe um caminho
entre qualquer par de nés de G, caso contrario dizemos que G é desconexo.

A distancia entre dois nés u e v de um grafo conexo G = (V,E) é represen-
tada por distg(u,v) ou por dist(u,v) (se ndo houver risco de ambiguidade) e é definida
como o comprimento do menor caminho entre u e vem G. O didmetro de um grafo
conexo, representado por diam(G), é dado pela maxima distancia entre dois nos
quaisquer do grafo, ou pode ser visto como o comprimento do maior caminho
geodésico entre dois noés. Dois nés u, v € V(G) séo ditos nds diametralmente

opostos quando dist(u,v) = diam(G).

3.3.3 - Grafos Bipartidos

De acordo com Jurkiewicz (2009) [11], um grafo bipartido é um grafo em que o
conjunto V de nés pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos V; e V, tal
gue toda aresta de G tem uma extremidade em V; e outra em V,. De acordo com
Bond e Murty (1989) [2], um grafo G = (V, E) é bipartido quando é possivel particionar
0 seu conjunto de nés V em dois subconjuntos X e Y de modo que cada uma de suas
arestas tém uma extremidade em X e a outra extremidade em Y. A particdo (X,Y) &
chamada de biparticdo do grafo G. Uma caracterizacdo para os grafos bipartidos € a
auséncia de ciclos impares, isto €, um grafo € bipartido se e somente se ele nédo
possui ciclos de comprimento impar. A demonstracao deste fato pode ser obtida nas

bibliografias citadas.
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3.3.4 - Grafos Planares

Um grafo G é planar se existe uma representacdo (desenho, imersao) de G
no plano de modo que as arestas se encontrem somente nos nds, isto é, de modo
que as arestas ndo se cruzem. Uma tal representacdo de G é dita plana ou planar.
Uma representacdo planar divide o plano em regides chamadas faces. Existe
sempre uma Unica face chamada externa ou infinita, que ndo esta limitada (tem
area infinita). Dado um grafo planar G definimos o grafo dual de uma representacao
plana D(G) de G, representado por (D(G))*, da seguinte forma: a cada face f de D(G)
corresponde um vértice f* de (D(G))*, e a cada aresta e de D(G) corresponde uma
aresta e* de (D(G))* de modo que dois nés f* e g* de (D(G))* sdo ligados por uma
aresta e* se e somente se as faces f e g em D(G) sdo separadas pela aresta e.

3.4 - Algumas Classes de Grafos

Nesta secdo, apresentamos alguns exemplares de grafos que serviram ou
servirdo de tabuleiro para os trabalhos estudados e/ou propostos: grafos ciclos,
caminhos, bipartidos completos e grids.

3.4.1 - Grafos Ciclos (Cy)
Um grafo ciclo é um grafo conexo, regular de grau 2. Utilizamos a notacdo C,

para indicar um ciclo de comprimento n (com n nds e n arestas).

3.4.2 - Grafos Caminhos (Py)

Segundo Jurkiewicz (2009) [11], um grafo caminho ou simplesmente
caminho é obtido a partir de um ciclo do qual retiramos uma aresta. Assim, o grafo
caminho P, é obtido retirando uma aresta do ciclo C,.

3.4.3 - Grafos Bipartidos Completos (Kp,q)
Um grafo bipartido completo, cujas particbes (X, Y) de seu conjunto de nés
V tém cardinalidade p e q, respectivamente, € um grafo bipartido em que cada um

dos p nds de X é adjacente a cada um dos g nés de Y.

3.4.4 - Grafo Grids (Gpxq)
Uma grade de dimenséo pxq ou um grid pxq é um grafo cujos nés sao os
pontos de coordenadas inteiras (x,y) talque 1< x<pe1<y=<qe tal que dois nés

sdo adjacentes se, e somente se, a distancia entre os pontos € igual a 1.
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3.5 - Grafos dos Poliedros de Platao
A sequir, apresentamos a geracao dos grafos dos poliedros de Platdo, onde
cada n6 do grafo foi obtido por uma das faces do poliedro e cada aresta do grafo

representa a conexao entre duas faces adjacentes (isto €, a aresta do poliedro).

3.5.1 - Grafo do Tetraedro
O tetraedro (piramide de base triangular) gera um grafo completo de 4 nés, o K.

Figura 13 — O tetraedro e a construcéo de seu grafo

DEH T A

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

3.5.2 - Grafo do Hexaedro
Para o hexaedro (cubo), apresentamos dois grafos isomorfos. Evidentemente,
ambos contendo 6 nos.

Figura 14 — O hexaedro e a construcao de dois dos seus grafos

= ed

Fonte: Elaborado pelo autor (2024). w N, g

3.5.3 - Grafo do Octaedro
A sequir, o octaedro (bipiramide de base quadrada) produz um grafo de 8 nés

(que pode ser apresentado como dois quadrados ligados por seus nas).

Figura 15— O octaedro e a construcédo de seu grafo

oL@ n

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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3.5.4 - Grafo do Dodecaedro
O dodecaedro gera um grafo 5-regular com 12 nés.
Figura 16 — O grafo do dodecaedro

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3.5.5 - Grafo do Icosaedro
Terminando os poliedros de Platdo, o icosaedro origina um grafo cubico com

20 noés.

Figura 17 — O grafo do icosaedro

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3.6 - Grafos dos Prismas

Uma vez que, para o Lights Out, os grafos ndo possuem pesos associados
nas suas arestas e 0s nos recebem apenas as informacdes de acesol/ligado ou
apagado/desligado, entdo, para nossos propositos, ndo sera relevante as medidas
das arestas dos prismas. Isto €, a Unica pertinéncia recai sobre quantos lados possui
cada base do prisma, ndo importando se tal base € um poligono regular ou ndo, nem
a altura do prisma, muito menos se 0 prisma € reto ou obliquo, pois dois prismas
n-gonais fornecerdo o mesmo grafo, mesmo que a base de um deles seja regular e
a do outro prisma néo, ou se um dos prismas tem altura varias vezes maior que a do

outro, e tdo pouco se um deles é reto e o outro obliquo.
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Figura 18 — Os grafos dos prismas de bases triangular, quadrangular,
pentagonal e hexagonal

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

3.7 - Grafos das Piramides

Como, para os objetivos desta Dissertacdo, estamos elaborando grafos a
partir da dualidade face-vértice, e a piramide € um poliedro autodual, cada piramide
de base n-gonal apresentard um no circundado de um ciclo de n nés (com cada um
desses n nds conectado ao né do centro) como seu correspondente grafo (onde o
ndé central representa a base n-gonal da piramide e os n ndés ao seu redor
simbolizam suas n faces triangulares laterais).

Figura 19 — Os grafos das piramides de bases triangular, quadrangular,
pentagonal e hexagonal

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

3.8 - Grafos das Bipiramides

A bipiramide n-gonal é o poliedro dual do prisma n-gonal. Assim sendo, o
grafo que utilizaremos para representar uma bipiramide n-gonal serd formado por
dois ciclos de n nés, um interno e outro externo, com seus nés homélogos de cada

ciclo conectados entre si.

Figura 20 — os grafos das bipiramides triangular, quadrangular,
pentagonal e hexagonal

S

52 3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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4 - SOBRE LIGHTS OUT

Abordamos, neste capitulo, o jogo Lights Out a partir de poliedros e de grafos.
Discorremos sobre a versdo classica do jogo, em que a configuracdo inicial do
tabuleiro se encontra completamente apagada/desligada ou acesal/ligada.
Inicialmente lancamos um olhar para o jogo tomando como tabuleiro grafos
caminhos, ciclos e grids, para entdo abordarmos o cerne desta dissertacdo que é
discutir o jogo Lights Out classico sobre os poliedros de Platdo, sobre os prismas,
sobre as piramides e bipiramides e seus respectivos grafos. Neste sentido, exibimos
solucBes 6timas (minimais), cuja cardinalidade é representada por a(G), sendo G o

grafo considerado como tabuleiro, dual de algum sélido poliédrico.

4.1 - Lights Out Classico e suas regras

O jogo Lights Out € um puzzle baseado no homénimo jogo eletrénico que é
jogado por um unico jogador em uma malha 5x5 em que cada célula contém um
botdo e uma luz indicadora, e ao pressionarmos o botdo de uma célula deste
tabuleiro a luz dessa respectiva célula assim como as luzes das suas células
vizinhas trocam de estado, isto €, células acesas apagam-se, enquanto células
apagadas se acendem. Neste jogo, dada uma célula, sdo consideradas como suas
vizinhas as células que estdo imediatamente a esquerda, a direita, acima e abaixo
(caso existam células nessas posi¢cdes), ndo sendo consideradas como vizinhas as
células na diagonal.

Na versao classica do jogo Lights Out todas as células encontram-se
inicialmente apagadas e o objetivo do jogo € acionar uma sequéncia de células que
resultem num estado final em que todas as células estejam acesas. Além de
determinar uma configuracdo final oposta a configuracdo inicial, ou seja, uma
configuracdo em que todas as células se encontram acesas, desejamos que a
guantidade de células diretamente acionadas seja a menor possivel. A esta solucao

damos o nome de solugdo étima ou minimal.
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4.2 - Lights Out em Grafos

Como vimos, o jogo Lights Out foi originalmente concebido sobre uma
grade (grid) 5x5. Este jogo propunha que as células do seu grid fossem
acionadas de modo a obter a configuracao final desejada, a partir das regras ja
mencionadas. Quando modelamos este grid em um grafo, o jogo Lights Out
passa a ser considerado sobre os nos deste grafo, isto é, desejamos acender
todos os seus nds que se encontram inicialmente apagados. Esta reinterpretacao
do jogo se deve, pois, as células do grid passam a ser representadas por n0s no
respectivo grafo.

Abaixo, na Figura 21, apresentamos o tabuleiro 5x5 e a construgéo do seu
correspondente grafo, o grid Gsys, onde cada casa € representada por um no e
duas casas adjacentes do tabuleiro sdo representadas por dois nés conectados

por uma aresta.

Figura 21 — O tabuleiro 5x5 e a construcdo do seu grafo (grid 5x5)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O Lights Out pode ser generalizado para tabuleiros de formatos diversos, que
por sua vez poderdo ser acessivel e simplificadamente representados por grafos, de
modo que as células do tabuleiro sdo representadas pelos nds e as adjacéncias
entre as células sado representadas pelas arestas do grafo. Por esse motivo, a partir
de agora, analisaremos a alteracdo dos estados dos nos desses grafos (de

desligados/apagados para ligados/acesos e vice-versa).
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Algumas definicbes importantes:

Seja o grafo G = (V,E), onde:
e V={vi,Vv2,...,Vp} € 0 conjunto de nos de G (e, portanto, #V = n);

e E={e;,e,,...,en} € 0 conjunto de arestas de G (e, portanto, #E = m).

No Lights Out, cada né v; de G possui um estado de luz L(v)) € {0,1}; onde

L(vj) = 0 indica que v; esta desligado/apagado; e L(v)) = 1 significa que v; esta

ligado/aceso. Nas préximas figuras deste capitulo, usaremos a cor cinza para

simbolizar um né desligado/apagado e a cor amarela para um no ligado/aceso.

Para os estudos nesta Dissertacao, trataremos de grafos cuja configuragcao
inicial é tal que todos os seus nos estejam apagados/desligados (ou seja:
Cinicial = {L(vi) = 0| v; € V}), e objetivaremos uma configuracao final em que todos os

nos estejam acesos/ligados (isto é: Cyina ={L(vj)) = 1| v € V}).

O acionamento de um no v; de G, resulta na acao de alternar o seu estado

de luz (de O para 1 ou vice-versa) e de todos os nés da vizinhanca fechada Ng[v]].
Por exemplo, se v; estiver ligado/aceso (L(vi) = 1) ao ser acionado seu estado de luz
sera alternado para desligado/apagado (L(vi) = 0), e todos 0s nés de sua vizinhanca
fechada também terdo seus estados de luz alternados, os ligados/acesos serdo

desligados/apagados e os desligados/apagados serao ligados/acesos.

Seja (Vk)e uma sequéncia de k nds de V(G) que, ao serem acionados, alteram
o Lights Out de G, de uma configuracéo inicial Ciyicias = {L(v;)) =0 | V vi € V(G) } para
uma configuracao final Cing = {L(vi) = 1 | V v; € V(G) }, que a chamaremos de
sequéncia-solugcdo de G; e seja Sy,. ou Sg (ou simplesmente S, caso ndo haja
ambiguidade) o conjunto formado pelos k nds dessa sequéncia-solucao (vik). Quando

nos referirmos a uma solucdo do Lights Out de um grafo G — mesmo que

estivermos apresentando uma sequéncia-solugéo (vx) de nés — estaremos, de fato,
nos referindo ao conjunto S, (cuja cardinalidade #S,,) sera igual a k, significando a

quantidade de nds que foram acionados nessa solugéo).

Uma solucéo ¢tima do Lights Out de um grafo G sera um conjunto S, com a

menor cardinalidade possivel. Denotaremos por a(G) (ou simplesmente a) a

cardinalidade dessa menor solucéo possivel do Lights Out de G.
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Algumas desigualdades importantes:

() Acionar um mesmo no6 g vezes € 0 mesmo que: aciona-lo 1 Unica vez, caso q seja

impar; ou ndo aciona-lo vez alguma, caso q seja par. Portanto: 1 <k <n.

(i) Como a permutacdo dos acionamentos dos nos de (vx) ndo altera a configuracéo
final do Lights Out (fato esse que sera demonstrado em 4.3); e como ndo existem

nos repetidos em (vx); segue que: 1<a<k<n.

4.3 - Permutacao dos acionamentos dos nés

Agora, sera demonstrado que, para qualquer grafo, ndo importa a ordem da
sequéncia dos nés acionados que gera uma solucéo. Isto é, dada uma sequéncia de
nés que acionados transforma um grafo de uma configuracéo inicial toda apagada
para uma configuracéo final toda acesa, uma permutacdo qualquer da ordem desses

acionamentos também acarreta no mesmo resultado final exitoso.
Antes da demonstragao, analisemos um exemplo.

Tomemos o grafo de um grid 3x3, cujos nés nomearemos de Pi, Py, ..., Py,

de forma arbitraria, conforme a Figura 22.

Figura 22 — O grafo grid Gsx3

P, P, P,
O O O
Py
P,O0—O—OP,

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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A seguir, na Figura 23, vejamos tal grafo (inicialmente todo apagado) e uma

sequéncia de ativacdes que, ao final, deixa todos 0s seus nds acesos:

Figura 23 — Sequéncia (P, ,P5,Py,P,,P;) de nds acionados
gue soluciona o Lights Out do grafo Ggzxs

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Analisamos, agora, como se comportam cada um dos nos a medida que
acionamos a sequéncia de nds anterior. Para tal, criamos um quadro (Quadro 03)
onde a primeira coluna apresenta todos os nos do grafo (P, P2, ..., Pg) e a primeira
linha mostra a sequéncia dos nés acionados (P; , P3, Py, P7 e Ps). Preencheremos
este quadro da seguinte maneira: a cada acionamento de um né Py qualquer,
colocaremos uma coluna de nameros inteiros cujo modulo é equivalente ao k-ésimo
namero primo, onde esse numero sera positivo, caso 0 estado do n6é ndo mude; ou

sera negativo, caso seu estado tenha sido alterado.
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Quadro 03 — Sequéncias de numeros primos gerada a partir da solucéo
(P,,P;,P,,P,,Ps) que soluciona o Lights Out do grafo Gaxs

Sequéncia de nos acionados

P, P, P, P, Ps Produto:

° P, -2 +3 +23 +17 +11 —43.010
"ﬁ P, -2 -5 +23 +17 —11 —43.010
(g P, +2 -5 +23 +17 +11 —43.010
g P, -2 +5 +23 —17 —11 —43.010
= Ps +2 +3 +23 +17 —11 —43.010
a Pe +2 -5 -23 +17 —11 —43.010
b P, +2 +35 +23 —17 +11 —43.010
E Ps +2 +5 -23 —17 —11 —43.010
Py +2 +5 -23 +17 +11 —43.010

N°® Primos ={P,,P,,P5,P,,Ps, P, P;,Pg,Pg,...}={2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...}
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Perceba que o produto final de cada linha serd sempre um ndmero negativo,
pois, se cada nd (inicialmente apagado) deve estar acesso ao final do processo,
cada né teve seu estado alterado um nimero impar de vezes.

Note entdo que néo precisariamos ter escolhido a sequéncia dos numeros
primos para a associacdo com o0s indices dos nds do grafo. Poderiamos ter
escolhido o proprio valor do indice (Quadro 04) ou mesmo nem ter usado nimeros,
apenas os sinais de positivo e negativo (Quadro 05), uma vez que o importante de

fato é a quantidade impar de mudancas de estado de cada no.

Quadro 04 — Sequéncia dos indices Quadro 05 — Sequéncia dos sinais
da solucédo do Lights Out da solucédo do Lights Out
Sequéncia de nos acionados Sequéncia de n6s acionados
P, | P; | P | P; | Ps | |Produto: P, | P; | Po | P; | P5 | |Produto:

Py | -1 [ +3 | 49 | +7 | +5 || -945 Py | — | + | + |+ | + -
[Pz 1| 3+ [+ ] 5 |[ 945 glP2| - [ - [+ [+ [- -
(g Pz | +1 | -3 | +9 | +7 | +5 —945 ({2 P; | + - + + + -
Sf Py | 1| +3|+9 | -7 |5 || 945 S|Py | - | + |+ | - |- -
el Ps | +1 | +3 | +9 | +7 | -5 —945 el Ps | + + + + - -
ol P | +1 | 3| 9| +7 | 5 |[ 945 Sl Pe | + | - | - | + | - -
Gl Pr| +1 | +3|+9 | 7|+5]|| 945 Q[ Pr| + | + |+ | - |+ =
el Ps | +1 | +3 | 9] -7]-5 —-945 el Ps | + + i e -

Pg | +1 | +3 | -9 | +7 | +5 —945 Py + + - + + —

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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No entanto, a utilizagdo dos nameros primos traz duas vantagens:

| - O valor absoluto de produto final, gerado pela sequéncia acionamentos,
pode ser decomposto em fatores primos de maneira Unica, exceto pela ordem.

Assim, poderemos saber quais nés foram acionados.

Il - Em decorréncia direta do fato anterior, tendo apenas o produto final,
podemos saber quantos nés foram acionados contando quantos fatores primos

existem em sua composicao.

Agora, analisemos o que acontece quando, dada uma sequéncia que acende

todos os nés, alteramos a ordem desses acionamentos. Para isso, tomemos como
exemplos as sequéncias (Ps,Ps;,P,,P; Ps) e (Py,P3;,P; P; Py), apresentadas nos

Quadros 06 e 07, respectivamente.

Quadro 06 - Solugéao (P,,P,,P,,P_ P,) Quadro 07 - Soluc¢éao (P,,P,,P_,P_ P)
Sequéncia de n6s acionados Sequéncia de n6s acionados

Ps | P3 | Py P; | Py [ |Produto: P, P; | Ps | P; | Py | |Produto:

o P, | +11| +5 | -2 | +17 | +23 | [-43.010 ° P, | 2 | +5 | +11 | +17 | +23 | [-43.010
B P, |11 | -5 | -2 | +17 | +23 | [-43.010 I P | 2| 5 |-11|+17 | +23||-43.010
(g P; |+11| 5 | +2 | +17 | +23 | [-43.010 ({2 P; | +2 | 5 | +11 | +17 | +23 | [-43.010
o Py | 11| +5 | -2 | -17 | +23 | [-43.010 S Py | 2 | +5 | 11| -17 | +23 | |-43.010
el Ps | 11| +5 | +2 | +17 | +23 [ |-43.010 el Ps | +2 | +5 | -11 | +17 | +23 | |-43.010
8 Pe | 11| 5 | +2 | +17 | —23 | |-43.010 21 Pe | +2 | 5 | 11| +17 | -23 | [-43.010
8] Pz | +11 | +5 | +2 | 17 | +23 [ |-43.010 S| Pz | +2 | +5 | +11 | 17 | +23 | [-43.010
E Pg | 11| +5 | +2 | -17 | -23 | [-43.010 E Pg | +2 | +5 |11 | -17 | -23 | |-43.010
Pg | +11 | +5 | +2 | +17 | —23 | [-43.010 Po | +2 | +5 | +11 | +17 | -23 | [-43.010

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Como cada né acionado altera o estado sempre do mesmo conjunto de nés
(ele proprio e seus adjacentes), comparando os dois quadros percebemos que, em
cada linha, aparecem sempre o(s) mesmo(s) primo(s) negativo(s). Além disso, como
a ordem dos fatores nao altera o produto final, concluimos que também nao importa

a ordem dos acionamentos, mas apenas a escolha de quais nés serdo acionados.
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Generalizando:

De maneira geral, seja G um grafo com n nés que possua pelo menos uma
solugéo pra o seu Lights Out, e (Px) = (P, Pg, ..., Px) um sequéncia de k nos de G
gue soluciona seu Lights Out.

Associando cada n6 P; que foi acionado ao i-ésimo numero primo p; €, com
isso, gerando para cada um dos n nés de G uma sequéncia numérica de k elementos,
onde cada elemento é xp;, sendo positivo se 0 acionamento de P; ndo mudar seu
estado ou negativo se 0 acionamento de P; alterar seu estado.

Como (Px) = (Ps, Ps, ... , Px) soluciona o Lights Out se, e somente se, o
produto final de cada sequéncia numérica é negativo (a saber, o produto sera
sempre: —pPg- Pg- ... * Pk)-

Se criarmos uma nova sequéncia (Px)' apenas permutando os elementos de
(Px), continuaremos gerando sequéncias numeéricas cujos produtos continuardo
sendo —pg - Pg- ... * Pk, POIS estaremos apenas permutando seus fatores.

Logo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, qualquer permutacdo de uma
sequéncia de nos que soluciona o Lights Out de um grafo G também sera solucéo
do Lights Out de G.

4.4 - Estratégias para a obtencao de uma solucédo de um Lights Out
Debateremos aqui, algumas estratégias para solucionar o Lights Out de um
grafo qualquer, objetivando, quando ndo uma soluc¢do 6tima, ao menos sempre uma

minoragao do numero de nds acionados.

4.4.1 - Procurar acionar nés com 0 maior grau

Parece intuitivo preferir comecar por acionar n6s com 0s maiores graus (isto
€, nés com mais conexdes), pois um unico acionamento inicial em um desses nos
acarretard num maior nimero de nos acesos. E, de fato, procurar n6s de maior grau
€ mesmo uma boa estratégia. No entanto, esta estratégia sozinha nem sempre
garantira um solucdo 6tima (por vezes, sequer uma solucao qualquer). Portanto é

necessario combina-la com outras estratégias.
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4.4.2 - Evitar acionar n0s com intersecdo de suas vizinhancgas

Quando dois nds possuem alguma intersecdo (ndo-vazia) de suas
vizinhancgas, ao os acionarmos, faremos com que alguns nos (justamente os nos
comuns de suas vizinhancas) tenham seus estados de luz alterados duas vezes, e
portanto voltaréo a ficar apagados.

Em outras palavras: sejam v; e v, dois nos de G tais que Ng[vi] N Ng[v2] # D
(ou seja: 3 up, ..., Uqg € V(G), tais que Ng[vi] N Ng[vo] = {u1, ..., U} = lw,v,), se
acionarmos v; e vy, entéo os estados de luz de |, retornardo ao estado apagado

(isto é: L(uy) = ... = L(ug) = 0).

4.4.3 - Possiveis valores de a(G) a partir dos graus dos nés de G
Para nos certificarmos de que uma solugédo Sg do Lights Out de um grafo G

trata-se de uma solucdo otima (portanto: #Sg = a(G)), analisaremos os limites
inferiores das cardinalidades das possiveis solucdes de G.
Grafos g-regulares:

Se G(V,E) um grafo g-regular com n nés (isto é: d(vy) =...=d(vn) =g, V Vi € V(G)),

. n
entdo: a(G) > g+l

Onde: a(G) = 9—21 =k seesomentese 3S,,c V(G) talque Ng[vi]U ... UNg[vi] = V(G)

e N(;[Vi] N NG[VJ'] =@, VV; Vj € S(vk)-

Grafos nao-regulares:

Seja G(V,E) um grafo ndo-regular com n nés, dos quais k nés sdo de maior

grau (isto é: 3 U ={ug,...,ux} € V(G) | d(up) =...=d(uy) =g >d(vi) , VVv; e V(G) = U).

Se k:(g+1) > n, entdo: a(G) > gzl = k.
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4.5 - Lights Out em alguns grafos preliminares

Apresentaremos aqui, algumas analises do Lights Out dos grafos, caminhos,
ciclos, completos simples, completos bipartidos e grids, a fim de embasar e nos
preparar para o Lights Out nos grafos dos poliedros.

4.5.1 - Lights Out em Grafos Caminhos (Py)
Seja P, um grafo caminho com n nos (n > 2), como solucdo 6tima do seu

Lights Out, temos que:
i) Se n = 3k (k < IN), ent&o a(P,) = % = k;

Figura 24 — Lights Out nos grafos Caminhos P3, Ps € Pg:
a(P3)=1; a(Pg) =2; a(Pg) =3

1 O\OAO/(Z)\O/O\O/O
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

i -4 +2
||)Sen:3k+1(keIN),entaoa(Pn):nT+2:n3 =k +1;

Figura 25 - Lights Out nos grafos Caminhos P, e P7: a(Ps) =2 ; a(P7) =3

O/O\O/O

O/O\O/%

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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— +
iii) Se n = 3k—1 (k< IN), entéo a(Py,) =% r1=1 = Lok

Figura 26 — Lights Out nos grafos Caminhos P,, Ps e Pg:
a(P2)=1;a(Ps)=2; a(Ps) =3

o—O
o—O
1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Demonstracao:

Dado um grafo caminho P, qualquer, com n nés (n > 2), podemos nomear

esses n nos da seguinte maneira: V ={e;, my, Mz, My, ..., M1, €} ; onde e; e e,
sdo 0s nos das extremidades (e portanto: d(e;) =d(en) = 1) ; e my, ..., My_; SA0 NOS
intermediarios (consequentemente: d(my) =...= d(mp_1) = 2)

i) Sendo n = 3k, com k € IN (isto €: n € um multiplo de 3), temos que:

O conjunto S={my, M5, Mg, ..., M} ={m;|i=3g—-1, qelN, q<n/3} sera uma

solucéo do Lights Out de P,

Além disso, #S :% =k.

Como: o maior grau dos nés de P, € 2 (o0 que faz com que o acionamento

de algum né de P, altere o estado de no maximo 3 nds); e n € um multiplo de 3;

x x n
entdo a solugao otima a(Py) 2? = k.

Portanto, a(Pp) :% =K
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Figura 27 — Lights Out no grafo caminho P, (com n =3k, onde k € IN):

a(Pn) =n/3 =k

E1 M Ms M. . M. - E.
M- M. Me M. - M.

E- M- Ms M. . M. E
M- M. Me M. - M.
1

E1 M3 MS Mn—d Mn—2 E
M2 M4 ME Mn—:’. Mn—1

2

E1 M Ms M. . M. - E.

i N N S S
- k_ 1

E1 M3 MS Mn—a Mn—2 E

M2 M4 ME Mn—:’. Mn—1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

i) Sendo n = 3k+1, (k € IN),

Ao acionarmos ambos os nos das extremidades, alteraremos o estado de
luz de 4 n6s (e1, my, mp_; € €p), € portanto faltardo exatamente n — 4 = 3k — 3 nés de
Pn a serem acendidos.

O subgrafo P33 gerado por esses nés que nao foram acesos (msz, ... , M)
formam um Caminho com 3k — 3 nds (onde 3k — 3 € multiplo de 3).

Sabemos, pela demonstragcdo anterior, que no processo de obtencdo de
uma solugdo 6tima de um Caminho, cuja quantidade de n6s € um numero
multiplo de 3, ndo sdo acionados os nds das extremidades (que no caso do
subgrafo P33 s8o 0s n6s mz e m,_). Logo, podemos acender todo 0 P33 (ou

seja, concluir o acendimento de P,) acionando 0s n6s my, mz, ..., Mp_3.
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Portanto o conjunto S={e;,en} U{m;|i=3q+1,geIN} ={e;,en,mg, m7,

Mo, ... , Mh—3} Serd uma solugéo do Lights Out de P,,.

_ _ n—-4 n+2 3k+1+2 _
Note que: #S =2+ 3 -3 - 3 =

k +

1.

Ja sabemos que o maior grau dos nos de P, € 2 (o que faz com que o

acionamento de algum né6 de P, altere o estado de no maximo 3 nds), e que isso

L n 3k+1
acarreta que a solucao otima a(Pp) > 33 > k.

Portanto, a(P,) = #S = k+1. g

Figura 28 — Lights Out no grafo caminho P, (com n = 3k+1, onde k € IN):

a(P,) = k+1

E1 M3 MS Mn—s Mn—d-
M: M4 Me M. s

E1 M3 MS Mn—S Mn—d-
M-z M4 Me M., s

1

E1 M3 MS MN—S Mn—d-
M2 M4 ME Mn—S

E1 M3 MS Mn—s Mn—d-
M- M. Ms M. s

3

E1 M3 MS Mn—s Mn—d-

M: M4 Me M. s
' k
E1 M3 MS Mn—s Mn—d-

M- Ma Ms M. s

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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i) Sendo n = 3k-1, (k € IN),

Se acionarmos o n6 de uma das extremidades (por exemplo e;), alteraremos
o0 estado de luz de 2 nds (no nosso exemplo: e; e my), e portanto faltardo exatamente
n—2 =3k -3 nos de P, a serem acendidos.

De forma anéloga ao caso anterior, analisaremos o subgrafo P33 gerado por
esses nos que nao foram acesos (pelo nosso exemplo: Mz, ..., My , M1, €y) que
€ um Caminho com 3k — 3 nos.

Assim, poderemos acender todo o P3k_3 (ou seja, concluir o acendimento
de P,) acionando os n6s my, m7, ..., My_3.

Logoo conjunto S={e;}U{m;|i=3g+1,qelIN}={e1,my,m7, My, ..., M1}
sera uma solucao do Lights Out de Py,

n-2 n+1 3k-1+1 _

Observe que: #S =1+ 3 3 - 3 k.
Ja vimos que o fato do maior grau dos nos de P, ser igual a 2 determina que
. . : k-1
a solucao 6tima satisfaz a desigualdade: a(P,) > % = 3 3 >k —1.

Portanto, a(P,) =#S =k.

Figura 29 — Lights Out no grafo caminho P, (com n =3k -1, onde k € IN): a(P,) =k

M3 MS Mn—d Mn—:
M- Ma Me: M. M.
M3 MS Mn—4 Mn—2
M- M. Me: M. - M.
1 .
M3 MS Mn—d Mn—:
M- M. Me: M. - M.
2
M3 MS Mn—it Mn—z
M- Ma Me: M. - M.
" k-1
M3 Ms Mn—d M,»—z
M- Ma Ms M. : M.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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4.5.2 - Lights Out em Grafos Ciclos (Cp)

Sutner, em [14], demonstrou que, no Lights Out em ciclos (C,), temos que:

i) O acionamento de todos os n ndés de um grafo C, sempre

solucionara o seu Lights Out para n > 3 (ou seja: s(C,) =n, Vn>3);
i) Se n ndo for multiplo de 3, entdo a(Cp) = n;

iii) Se n for multiplo de 3, entdo a(C,) = n/3.

4.5.3 - Lights Out em Grafos Completos Simples (K;)

O Lights Out em um grafo completo simples K, é trivialmente solucionado ao
acionarmos qualquer um dos seus nés, visto que cada n6 esta conectado a todos 0s
outros nos de K. Isto é: Ng,[vi] = V(Kn), ¥ Vi € V(Ky).

Logo, a(K,) =1, Vn e IN.

4.5.4 - Lights Out em Grafos Completos Bipartido (Kap)

Seja K,p um grafo Completo Bipartido com (a+b) nds (com a < b, sem perda

de generalizacdo), como solucdo 6tima do seu Lights Out, temos que:

i) Se a for impar e b for par, entao a(Kyp) = a.
ii) Se a for par e b for impar, entdo a(K,p) = b.
iii) Se a for impar e b for impar, entdo a(K,p) = a.

iv) Se a for par e b for par, entdo a(K,p) = at+b.
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4.6 - Lights Out nos Grafos dos Poliedros de Platao

Se pensamos em jogar o Lights Out sobre os poliedros, considerando que as
faces destes poliedros, Inicialmente desligadas/apagadas, devem ser
completamente ligadas/acesas, entdo o jogo Lights Out, pensado nos seus
respectivos grafos (grafos esses, duais, como vimos anteriormente), deve ser
considerado sobre os nés destes grafos.

4.6.1 - Lights Out no Grafo do Tetraedro

Desejamos acender as faces do tetraedro. Note que o grafo do tetraedro é o
grafo completo K,4. Isto nos diz que cada n6 deste grafo tem grau 3 e, portanto, de
acordo com 4.5.3, um unico toque em qualquer no trocara o estado de todos 0s nés
gue compdem o grafo, como indicado na Figura 30. Neste caso, acendendo todos os
nos do grafo K, estamos acendendo todas as faces do tabuleiro tetraedro.

Figura 30 — Lights Out no tetraedro: a(ky) =1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4.6.2 - Lights Out no Grafo do Hexaedro

Conforme vimos anteriormente, o hexaedro gera um grafo que é 4-regular e
contém 6 nos, isto é, de cada um de seus 6 nés partem 4 arestas,
consequentemente, cada toque em um no troca o estado de 5 nés (inclusive o do né
acionado). Dessa forma, o primeiro toque (indicado na Figura 31 pelo rétulo 1)
acende/liga 5 nés. Para o segundo toque (rétulo 2), escolhemos o Unico né nao
adjacente ao de rétulo 1, o que implica em tornar os nés de rétulos 1 e 2 os Unicos
acesos/ligados. O terceiro toque acionard& um nd arbitrario que esteja
apagado/desligado, acendendo este e outros dois nos e desligando os de rétulos 1 e
2. Neste momento, metade dos nés do grafo estdo acesos e a outra metade esta
apagada. O quarto n6 acionado, indicado pelo rétulo 4, € o n6é apagado/desligado
gue ainda néo foi diretamente acionado em nenhuma rodada prévia. Apos esta
rodada, restam apenas dois nds apagados/desligados, os Unicos que ainda nao
foram diretamente acionados. Acionamos um destes nos e o rotulamos de 5,



obtendo apenas este n6 aceso/ligado. Finalmente, acionamos o outro né que ainda
nao foi diretamente acionado, rotulando-o de 6 e acendendo completamente o grafo,
como mostra a Figura 31 e, consequentemente, as faces do hexaedro.

Figura 31 — Lights Out no hexaedro: a(G) = 6

R

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4.6.3 - Lights Out no Grafo do Octaedro

O objetivo agora é acender completamente as faces do octaedro, ou seja,
acender todos os 8 nds do seu respectivo grafo. O grafo do octaedro é 3-regular, e
portanto, cada acionamento em um né altera o estado de 4 nds. Logo, no melhor
cenario, com 2 toques acenderiamos completamente todo o octaedro. O primeiro
acionamento acende 4 nés, restando os outros 4 nos a serem acesos. Por fim, basta
pressionar um né desligado ndo adjacente a nenhum né aceso que obtemos a
configuracéo esperada, como exibido pela Figura 32.

Figura 32 — Lights Out no octaedro: a(G) =2
@ Q @ Q

c O o O @

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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4.6.4 - Lights Out no Grafo do Dodecaedro

Considerando o jogo sobre os nés do grafo do dodecaedro (que representam
as faces do poliedro dodecaedro), temos uma estratégia simples a realizar: acionar 2
nos que ndo sejam adjacentes e cujos nos vizinhos sejam distintos, pois cada um
dos 12 nés deste grafo tem grau 5 e, consequentemente, um acionamento em
qualquer um deles trocara o estado de 6 nds (o proprio n6 e seus 5 nés adjacentes),

como ilustrado na Figura 33.

Figura 33 — Lights Out no dodecaedro: a(G) =2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4.6.5 - Lights Out no Grafo do Icosaedro

O ultimo poliedro de Platdo que servira de tabuleiro para nossas discussées é
o0 icosaedro. O grafo em questdo é um grafo 3-regular contendo 20 nés. A sequéncia
desejada inicia-se com o acionamento em um né arbitrario (rétulo 1), em seguida
acionamos um né a uma distancia 2 do rotulado na etapa anterior, e a este damos o
rétulo 2. Para o terceiro acionamento (rotulo 3), escolhemos o né a distancia 2 dos
nos rotulados de 1 e de 2. Esta sequéncia acende completamente (como pode ser
visto na Figura 34) o pentagono externo. Agora, escolhemos um n6é do pentagono
central mais interno de modo a n&o apagar nenhum no aceso (rotulo 4). Agora,
ativando um outro n6, também do pentagono central interno, a uma distancia 2 do de
rétulo 4 (rétulo 5). Finalmente, acionamos o0 Unico n6 a uma distancia 2 simultanea
dos nés de rotulos 4 e 5, acendendo completamente os 20 nés do grafo,

correspondentes as 20 faces do icosaedro.
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Figura 34 — Lights Out no icosaedro: a(G) = 6
®

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

De fato, seis ativagBes sdo 0 minimo para solucionar o Lights Out no icosaedro.
Observe que, no melhor cenario, com apenas 5 toques deveriamos ser capazes de
acender todo o grafo (a(G) = 20/3+1 = 5). Para isto, cada n6 do grafo deveria ter seu
estado alterado exatamente uma Unica vez, o que é inviavel. Essa inviabilidade pode
ser justificada através de uma andlise sobre um dos ciclos pentagonais. Para
acendermos todos os nés deste ciclo, teriamos 3 possiveis cenarios:

i) acionar dois de seus nés, o que faria com que um deles fosse novamente
apagado, como mostra a Figura 35A,;

ii) ativar apenas um de seus nos e ativar um no adjacentes aos que estao
apagados. Isto também faria com que um dos nds de um ciclo pentagonal vizinho
ficasse apagado (Figura 35B);

iii) acionar somente em noés adjacentes aos nds do pentdgono, o que faria
com que varios nos dos pentagonos vizinhos fossem apagados (Figura 35C).

Portanto, como algum n6 sera sempre apagado, temos que a > 5 e, conse-

quentemente, a = 6.

Figura 35— Os 3 cenarios possiveis para acender os 5 nds do pentagono central

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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4.7 - Lights Out nos Grafos dos Primas

Como estamos jogando sobre as faces dos poliedros, convém lembrarmos
que o grafo que os representa € o seu dual. No capitulo 2, vimos que o dual de um
prisma € uma bipiramide e vice-versa, e no capitulo 3 apresentamos que um prisma
de base n-gonal é representado por um grafo formado por um ciclo C, (simbolizando
as n faces laterais) com um n6é no centro se conectando a cada né dele
(simbolizando a base inferior) e outro n6 externo que também se conecta a cada né
do ciclo (simbolizando a base superior). Por esse motivo, usaremos 0S
conhecimentos que temos sobre Lights Out em ciclos para iniciar e embasar nossa
andlise do Lights Out nos prismas.

4.7.1 - Lights Out nos Grafos dos Prismas de base n (n impar)

Como sabemos, se acionarmos cada um dos n nés de um ciclo C,
solucionamos o seu Lights Out. Dessa forma, se acionarmos cada no (inicialmente
apagado) do ciclo de um prisma teremos, ao final, todos eles acesos. Resta apenas
verificarmos se 0s nos que representam as bases estardo também acesos ao final
desse processo. Se a quantidade n de faces laterais do prisma for um ndmero impar,
entdo as bases terdo seu estado simultaneamente alterados (de apagados para
acesos e vice-versa) uma quantidade impar de vezes, 0 que garante que estardo

acesas ap0s acionarmos o ultimo né do ciclo, como exemplificado na Figura 36.

Figura 36 — Lights Out no prisma de base pentagonal: a(K,c5) =5

3 4
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Logo, concluimos que a estratégia de acionar todas as faces laterais de um
prisma de base impar sempre resultara numa solucéo. Isto é: n € impar = s(Kxc,,) = h,

como pode ser visto na Figura 37.

Figura 37 — Lights Out no prisma de base n-gonal, com n impar: s(Kzc,) =n

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4.7.2 - Lights Out nos Grafos dos Prismas de base n (n par)

Se 0 prisma em questao tiver como base um poligono com uma quantidade
par de lados, ao utilizarmos a mesma estratégia anterior de acionar todas as faces
laterais, perceberemos que, ao final do procedimento, que todas as faces laterais
estardo acesas mas as bases estardo apagadas. No entanto, com mais 2
acionamentos conseguiremos acender todas as faces: acionando a base superior, a
acenderemos ao mesmo tempo que apagamos todo o ciclo; por fim, acionando a
base inferior, a acenderemos ao passo que também reacenderemos todo o ciclo.
Culminando assim em um grafo todo ligado. A seguir, na Figura 38, apresentamos

um exemplo deste fato.
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Figura 38 — Lights Out no prisma de base quadrangular: a(K;c,) =6

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Depreendemos, portanto, que acionar todas as faces (laterais e bases) de um
prisma de base par sempre resultard numa solugéo. Isto é: n é par = s(Kzc,) =n+2,

como explicitado na Figura 39.

Figura 39 — Lights Out no prisma de base n-gonal, com n par: a(K,c,) =n + 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Acabamos de analisar solu¢des gerais para dois conjuntos de prismas de
base n: quando n é impar; e quando n é par. Vejamos agora, se ha algum
subconjunto onde exista uma solugdo menor que essas; caso exista, qual € o valor,
para quais tipos de prismas se aplica e por qué; e por fim, se esta € a solucdo menor

possivel (a).
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4.7.3 - Lights Out nos Grafos dos Prismas de base n (n multiplo de 3)

De forma geral, nos baseando nos Lights Out dos ciclos, percebemos que
uma boa estratégia envolve acionarmos todas as faces laterais do prisma (todos o
nos do ciclo) para que todas as faces figuem acesas. Mas, quando tratamos dos
Lights Out dos ciclos, também vimos que ciclos C, com n mdultiplo de 3 eram
completamente acesos ao acionarmos apenas um terco dos nds. Para isso, bastava
dividirmos todos os n noés em n/3 grupos, cada grupo com 3 noés distintos e em
sequéncia, e por fim acionarmos apenas o0 n6 central de cada um desses grupos.

Se n for um multiplo de 3 e impar, entdo n/3 também sera impar, e portanto
ao acionarmos os n/3 nés conforme descrito acima, além de acenderemos todos 0s
noés do ciclo, também terminaremos com os dois nos referentes as bases acesos,
por terem sido alterados de estado uma quantidade impar de vezes. Apresentamos

2 exemplos desse fato na Figura 40.

Figura 40 — Lights Out no prisma de base triangular: a(K;c3) =1
e Lights Out no prisma de base nonagonal: a(K;cg) =3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Logo, para n = 6k + 3 (isto é: n impar e multiplo de 3), a estratégia descrita
gera sempre uma solucao otima.
Isto é: n é impar e multiplo de 3 = a(Kz.c,) = n/3.

Na Figura 41 exibimos uma representacdo da generalizacdo desta solucéao

6tima.
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Figura 41 — Lights Out no prisma de base n-gonal, com n impar e multiplo de 3:
G(KZ,Cn) =n/3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Note que: 3lne2|n = 6|n = n=6q = n/3=2q = 2|n/3
Em outras palavras: se n é um mdltiplo de 3 e par, entdo n/3 também é par.

Dai, ao final do processo ja descrito de acionamentos dos n/3 nés do ciclo,
culminariamos em um primas com todas as faces laterais acesas, mas ambas as
bases apagadas (pois seus estados teriam sido alterados uma quantidade par de
vezes). Para concluirmos e acendermos todo o prisma, aplicamos o método ja
conhecido de acionarmos as duas bases. Vemos um exemplo desse processo

aplicado a um prisma de base hexagonal na Figura 42.
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Figura 42 — Lights Out no prisma de base hexagonal: a(K;cg) = 4

&
)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Logo, para n = 6k (isto é: n par e multiplo de 3), a técnica anterior redunda

numa solucéo 6tima e analoga a anterior.
Ou seja: n é par e multiplo de 3 = a(Kz.c,) =n/3 + 2.

Uma visualizacao generalizada deste fato é apresentada na Figura 43.
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4.7.4 - Resumo dos Lights Out dos Prismas

Quadro 08 — Prismas de base n-gonal e suas solugbes 6timas

n =6k+3 (n impar e miltiplode 3) —> a(Kzc,) =n/3

n =6k (n par e multiplo de 3) —> a(Kzc,) =n/3 +2

n=6k+1oun=6k+5(nimpar e ndo multiplode 3) —>  a(Kxc,) =n

n =6k+2 oun =6k+4 (n par e ndo multiplode 3) —> a(Kzc,) =n+2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4.8 - Lights Out nos Grafos das Piramides

O Lights Out em piramides € facilmente solucionado ao acionarmos a sua
base, o que ligard/acendera todas as suas faces, uma vez que a base de uma
piramide € uma face adjacente a todas as faces laterais. Como ja vimos
anteriormente, uma piramide de base n-gonal gera um grafo formado por um ciclo de
n nos (que representam as faces laterais), onde todos eles estdo conectados com o
noé central (representando a base). Portanto, acionando o nd central, ligamos/
acendemos todos 0s nos. Logo, a(Kics) = a(Kics) = a(Kics) = ... = a(Kicp) = 1,

como mostramos na Figura 44.

Figura 44 — Lights Out nas piramides de bases quadrada, pentagonal,
hexagonal e n-gonal: a(Kyc,) = a(Kics) = a(Kicg) = a(Kic,) =1
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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4.9 - Lights Out nos Grafos das Bipiramides

Como ja apresentado anteriormente, retrataremos uma bipiramide n-gonal
através de um grafo composto por dois ciclos C, (cada um designando as n faces
laterais de uma das piramides) ligados entre si por seus nés homologos. Aqui,
novamente, iremos iniciar nossa inspecao tendo como parametro o que conhecemos

sobre o Lights Out em ciclos.

4.9.1 - Solucao Geral para Lights Out em Grafos de Bipiramides

Quando acionamos qualquer um dos nds do grafo de uma bipirdmide sempre
alteramos o estado de exatamente 4 nds, sendo 3 deles de um ciclo e 1 n6 do outro
ciclo (mais especificamente, o n6 acionado, os seus 2 vizinhos do mesmo ciclo e o
seu n6 homdlogo do outro ciclo). Assim sendo, e lembrando que o acionamento de
todos os nés de um ciclo torna esse ciclo todo aceso, dada uma bipiramide n-gonal
qualquer, ao acionarmos todos os n nés de um dos seus ciclos findaremos nédo s6
com todos 0s nos desse ciclo acesos mas também com todos os nés do outro ciclo
acesos (pois 0s nés homoélogos aos acionados foram sendo acendidos um a um).

Expomos um exemplo desse fato na Figura 45.

Figura 45 — Lights Out na bipiramide pentagonal: s(G) =5

W
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Portanto, a técnica de acionar todos os n n6s de um dos ciclos do grafo de
uma bipiramide n-gonal sempre acarretara em uma solucéo: #Sg = n.

Na Figura 46 pode-se observar uma generalizagdo visual desta técnica

Figura 46 — Lights Out na bipiramide n-gonal: s(G) =n
1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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4.9.2 - Lights Out em Grafos de Bipiramides n-gonais (n multiplo de 4)

Examinaremos agora, se existe alguma outra técnica que forneca um nimero
menor de nos a ser acionado para solucionar o Lights Out de uma bipiramide.

Pela caracteristica dos grafos das bipiramides que mencionamos antes (a de
que cada acionamento altera sempre o estado de 3 nés de um ciclo e 1 n6é do outro
ciclo), se acionarmos p nds de um dos ciclos (por exemplo, do ciclo externo) e g nés
do outro ciclo (no exemplo, do ciclo interno) de um grafo de uma bipiramide n-gonal,
sendo que esses p nos e esses g nos tenham vizinhancgas disjuntas, entdo podemos

montar o seguinte sistema:

nos alterados do ciclo externo — [3p +q =n

. . — =g =n/4
nos alterados do ciclo interno — |P +3g =n P=4

A solucéo do sistema acima nos garante que, se n for um mdiltiplo de 4, entdo
cada nd serd aceso uma Unica vez, e portanto a solucdo 6tima do Lights Out (se
existir) sera a(G) =p + q =n/2.

Podemos observar um exemplo disso na Figura 47.

Figura 47 — Lights Out na bipiramide octogonal: a(G) =4
1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Mas a existéncia de um possivel valor numérico para 0 a ndo garante
necessariamente que este valor possa efetivamente ser alcancado. Serd preciso
examinar a existéncia de uma técnica que produza o a(G) = p + q = n/2.

E, de fato, tal técnica existe! Nomeando os nés do ciclo externo (superior) de
S1, So, Ss, ..., Sy e 0s nos do ciclo interno (inferior) de |4, I, I3, ..., I, S€ acionarmos
0S NOSs Sy, I3, Ss, l7, ..., Si+ak s l3+4k s - » Sn-3 , In-1, terminaremos com o grafo todo
aceso e teremos acionado n/4 = p nés do ciclo externo e outros n/4 = q nés do ciclo
interno, totalizando n/2 nés acionados, como exibido na Figura 48.

Figura 48 — Lights Out na bipiramide n-gonal, com n multiplo de 4: a(G) = n/2
1

3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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5 - CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Apresentamos, neste trabalho, uma sequéncia didatica para um jogo
combinatorio solitario sobre algumas classes especificas de poliedros.
Relacionamos o problema de trocar os estados das faces de poliedros ao problema
equivalente que é o de trocar os estados dos nds de seus respectivos grafos duais.
Neste sentido, promovemos a resolucdo de um problema a partir de diferentes
pontos de vista. Acreditamos que este tipo de caracterizacdo proporciona
investigagbes de estruturas para além da matematica combinatéria, ensejando
discussOes sobre a estrutura espacial inerente aos poliedros convexos.

Sobre o0 jogo, convém observar que alguns valores obtidos para o parametro
a representam, de maneira trivial, o0 melhor cenario como € o caso do tetraedro e
demais piramides, do octaedro e de bipiramides (de base multipla de 4) e do
dodecaedro, enquanto outros valores obtidos carecem de argumentos menos
intuitivos de modo a justificar que as solucdes apresentadas sdo de fato 6timas
(como ocorreu no hexaedro e no icosaedro). Vale enfatizar que propostas similares
a estas convergem para que a utilizacdo de jogos no ensino promovam uma
aprendizagem interessante e até divertida da matemética, despertando o interesse
dos alunos em acessar as solu¢fes através de trocas de ideias e de argumentacdes
muitas vezes criativas e originais.

Neste sentido, algumas questdes emergem naturalmente dos problemas aqui
propostos:

e E possivel obter uma solucéo 6tima para cada poliedro de Platdo? Vimos que
sim. Obtivemos as solu¢des oOtimas para todos os 5 poliedros de Platéo:

Tetraedro: a(G) = a(K4) = 1; Hexaedro: a(G) = a(Kzc4) = 6; Octaedro: a(G) = 2;

Dodecaedro: a(G) = 2; e Icosaedro: a(G) = 6.

e A ordem dos n6s que sdo acionados importa para se obter uma solugcédo?
Vimos que ndo e demonstramos que a ordem dos acionamentos dos nés néo
€ importante para qualquer solugdo de um Lights Out. Pode-se permutar os
acionamentos de uma sequéncia de nés que mesmo assim o resultado final
sera 0 mesmo. Em outras palavras, a sequéncia de n6és em si ndo é

relevante, apenas quais foram os nos acionados. O que torna mais adequado
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usarmos o termo o "conjunto de nds acionados", em vez de "sequéncia de

nos acionados".

Em uma solucéo étima, um mesmo né pode ser acionado mais de uma vez?
Na mesma demonstracdo em que estabelecemos que ndo importa a ordem
dos nés, é possivel constatar que acionar um mesmo nds uma quantidade
qgualquer impar de vezes acarreta no mesmo resultado de um dnico
acionamento, e acionar um mesmo né uma quantidade par de vezes tém o
mesmo efeito que ndo aciona-lo. Donde depreendemos que a relevancia esta

na paridade de acionamentos.

Existe uma estratégia que sempre gera uma solucdo para o Lights Out de
prismas? Sim. Constatamos que pode-se sempre solucionar o Lights Out de
um prisma de base n qualquer em, no méaximo, duas etapas: primeiro
acendemos todas as n faces laterais (que, no caso de n mudltiplo de 3,
conseguimos isso acionando n/3 nos do ciclo de forma intercalada onde cada
nd acionado esteja entre dois nés que ndo acionados; e no caso de n ndo
multiplo de 3, basta acionar todos os nos do ciclo); apds isso, inspecionando
as bases, se n é impar, entdo o prisma ja estara com todas as faces acesas,
mas, se n for par, entdo as bases estardo apagadas, bastando acionar ambas

as bases para resultar em todas as faces acesas.

E para as Bipiramides, existe uma estratégia que sempre gera uma solucao
para o Lights Out? Sim e, de uma forma geral, para qualquer bipiramide de
base n (e portanto, com 2n faces) ao acionarmos todas as n faces laterais de
uma das piramides terminaremos com todas as 2n faces da bipiramide
acesas. E no caso especifico de n multiplo de 4, ha um método que soluciona

o Lights Out com apenas n/2 acionamentos.

Héa alguma relacdo entre a solugcdo minimal de um poliedro e a solucéo do seu
dual? Com tudo o que abordamos e analisamos até agora, nao foi possivel
inferir se ha ou ndo alguma correlagao entre o parametro a de um poliedro e o

parametro a de seu respectivo dual.
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Este trabalho naturalmente sugere e direciona a alguns trabalhos futuros que
podem ser divididos em 2 grupos: analises tedricas e pesquisas/aplicagcbes em
praticas educacionais. Dentre algumas analises tedricas que este trabalho suscita,
podemos destacar a investigagao do Lights Out sobre grafos de outras classes de
poliedros: Antiprismas e Trapezoedros (duais entre si); Poliedros de Arquimedes e
Poliedros de Catalan (também duais entre eles); Poliedros de Johnson; Poliedros
Fulerenos; Poliedros ndo convexos; e Hiperpoliedros (poliedros de dimensao 4 ou
maior). Além disso, mas ainda nessa mesma linha de perscrutacdo académica, o
presente estudo motiva conjecturar e explorar uma generalizacdo de Lights Out com
3 ou mais estados de iluminacéo.

No campo de pesquisas e aplicacdes praticas educacionais, podemos citar a
construgdo de materiais concretos dos mais diversos tabuleiros para Lights Out (em
especial os da forma de poliedros) utilizando o Arduino e LEDs, com o intuito de
serem usados em aula, a criacdo de visualizacbes geométricas computacionais do
Lights Out em poliedros (seja por intermédio do GeoGebra, ou pela programacao de
programas ou aplicativos no estilo do Poly), com o objetivo de ser usado em sala de
aula ou para trabalhos de casa e uma pesquisa pedagdgica da insercdo ludica e
colaborativa dos mais variados Lights Out em sala de aula com um numero

significativo de estudantes.
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Resumo. O jogo solitario Lights Out é um jogo eletronico jogado por um tnico jogador em um grid
5x5 em que cada célula contém um botao e uma luz indicadora. Ao pressionarmos um botéo deste
tabuleiro a luz da célula acionada e de suas células vizinhas trocam de estado, isto €, células acesas
apagam-se, enquanto células apagadas se acendem. Considerando que ha uma configuracao inicial
para as células do tabuleiro, isto é, todas as células encontram-se apagas, o objetivo do jogo Lights
Out é determinar um conjunto minimo de células que, ao serem pressionadas, trocam os estados de
todas as células do tabuleiro, acendendo-o completamente. O Lights Out pode ser generalizado para
tabuleiros de formatos distintos, democraticamente representados por grafos, de modo que as células
do tabuleiro sdo representadas pelos vértices e células adjacentes sdo representadas pelas arestas
do grafo. Investigamos o jogo Lights Out & luz dos poliedros e da teoria de grafos, relacionando
assuntos a priori desconectados.

Palavras-chave. Lights Out, Grafos, Poliedros, Ensino Bésico

1 Introducao

O jogo Lights Out foi introduzido por Sutner [8], em 1989, no contexto da teoria de grafos.
Sutner mostrou que sempre é possivel alterar o estado de todos os vértices de um grafo inicialmente
desligado. O jogo pensado sobre grafos torna a sua jogabilidade mais acessivel e democratica ao
passo em que é simples e barato construir um grafo utilizando apenas lapis e papel, ou mesmo
através de um desenho no chdo ou em um quadro negro. A Figura 1 fornece um exemplo de um
tabuleiro 5x5 e de sua respectiva representagao através de um grafo.
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Figura 1: A esquerda um tabuleiro 5x5 e a direita uma de suas representacdes através de um grafo. No
tabuleiro, células contendo segmentos em comum sdo repesentadas, no grafo, por vértices e uma aresta
conectando-os. Fonte: dos autores.
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O objetivo deste trabalho é inserir o jogo Lights Out em um ambiente de Ensino Baésico,
propondo a sua jogabilidade através de poliedros regulares. Apesar do jogo Lights Out ser um
jogo solitario, a proposta que buscamos viabilizar é a de olhé-lo como um jogo cooperativo, vindo
ao encontro de uma das competéncias especificas descritas na BNCC [3] que é a de promover
a interagdo com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no planejamento
e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos e na busca de solugoes para
problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou nao na discussao de uma determinada
questao, respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles [[3], p. 267].

Neste sentido, Groff [6] defende que o ensino deveria ser mais baseado em habilidades e com-
peténcias do que em disciplinas tradicionais. Groenwald e Timm [5] afirmam que a utiliza¢do
de jogos no ensino permite que os alunos facam da aprendizagem um processo interessante e até
divertido. Destacam ainda que existem essencialmente trés aspectos que justificam a incorporagao
do jogo nas aulas: o carater ludico inerente aos jogos, o desenvolvimento de técnicas intelectuais e
a formacao de relagoes sociais.

Polya [7] identifica quatro etapas necessarias para a resolugdo de um problema: a compreensao
do problema, o estabelecimento de um plano, a execugao do plano e o retrospecto. Na etapa de
compreensao do problema o aluno deve ser instigado a partir de perguntas, de modo a identificar os
dados e condigbes propostas no mesmo. Em seguida, deve estabelecer um plano de agao, fazendo
articulagoes com conhecimentos ja construidos. Na etapa seguinte, o aluno deve por em pratica o
plano de agao elaborado. No retrospecto, acontece a verificagao da solugao encontrada, de modo a
analisar se a mesma corresponde ao(s) questionamento(s) do problema.

O jogo Lights Out aborda aspectos primitivos da Matematica Combinatdria em que a suposigao
de solugao de um problema pode ser verificada, testada, comprovada ou refutada. No entanto,
a demonstragao da factibilidade de uma solugao 6tima, neste caso um conjunto de vértices de
cardinalidade minima que, ao serem acionados, conduzem a configuragao final do tabuleiro (grafo)
pode requerer do jogador maior laborosidade e sofisticagao em seus argumentos. Isto converge para
as etapas pensadas por Poélya, uma vez que a compreensao do jogo é algo trivialmente necessaria.
Em seguida, espera-se que haja um plano para solucionar o jogo. Este plano deve ser executado
(testado) e, por fim, sua solu¢ao demonstrada.

Neste trabalho, o estudo do jogo Lights Out repousa sobre uma classe particular de grafos
obtida a partir de poliedros regulares. Desta maneira, os tabuleiros considerados sdo os poliedros
regulares, ou seja, o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro. Convém
observar que vamos estudar as estruturas discretas destas figuras, por este motivo as medidas das
arestas que compoem estes sélidos tornam-se irrelevantes. Neste cenario, estamos interessados na
quantidade de vértices que compoem cada s6lido, além das adjacéncias entre pares de vértices.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira: na Segdo 2, apresentamos conceitos basicos
de teoria de grafos e do jogo Lights Out; na Segao 3, investigamos o jogo Lights Out sobre po-
liedros regulares e, finalmente, na Secao 4, apresentamos uma discussao sobre trabalhos futuros
relacionados a essa pesquisa.

2 Preliminares

Discutimos, nesta segao, conceitos preliminares sobre a teoria de grafos e sobre o jogo Lights
Out. As definigoes e resultados apresentados referentes a teoria de grafos podem ser obtidas em
[1]. Para maiores detalhes sobre o atual estado da arte sobre Lights Out o leitor é convidado a
consultar [2] e [4].



2.1 Sobre Grafos

Um grafo G = (V(G), E(G)) consiste de um conjunto nao vazio V(G) de vértices e de um
conjunto E(G) de arestas, de modo que cada aresta e € E(G) é um par nao ordenado de vértices
distintos, isto é, para toda aresta e € E(G) existem u € V(G) e v € V(G) distintos e tais que
e = {u,v} ou simplesmente e = uv. Neste caso, dizemos que os vértices u e v sdo adjacentes ou
vizinhos e que a aresta e é incidente aos vértices u e v ou que u e v sao as extremidades da aresta
e. Duas arestas que possuem uma extremidade em comum sao chamadas de arestas adjacentes.
Quando nao houver risco de ambiguidade escreveremos G = (V| E) ou simplesmente G. Neste
trabalho, todos os grafos considerados sao simples, isto é, nao possuem arestas multiplas ou
paralelas (arestas distintas que unem o mesmo par de vértices) ou lagos (aresta que une um
vértice a ele mesmo).

O grau de um vértice v em G, representado por d(v), é o namero de arestas incidentes a v.
Denotamos por 6(G) e A(G) os graus minimo e maximo, respectivamente, dos vértices do grafo
G. Um grafo é k-regular se todos os seus vértices tém grau k. Um grafo 3-regular é chamado de
grafo ctabico. Se todos os vértices de um grafo tém graus menores que 3, entao ele é chamado de
grafo subctbico. Um grafo em que cada par de vértices distintos estd unido por uma aresta é
chamado de grafo completo. Todo grafo completo com n vértices é (n — 1)-regular.

A distancia entre dois vértices u e v de um grafo conexo G = (V, E) é representada por
diste(u,v) ou por dist(u,v) (se ndo houver risco de ambiguidade) e é definida como o comprimento
do menor caminho entre u e v em G. O didAmetro de um grafo conexo, representado por diam(G),
é dado pela méaxima distancia entre dois vértices do grafo, ou pode ser visto como o comprimento
do maior caminho geodésico entre dois vértices. Dois vértices u,v € V(G) sao ditos vértices
diametralmente opostos quando dist(u,v) = diam(G).

Um grafo G é planar se existe uma representagao (desenho, imersdo) de G no plano de modo
que as arestas se encontrem somente nos vértices, isto é, de modo que as arestas nao se cruzem.
Uma tal representagao de G é dita plana ou planar. Uma representagao planar divide o plano em
regioes chamadas faces. Existe sempre uma tnica face chamada externa ou infinita, que nao esta
limitada (tem area infinita). Dado um grafo planar G definimos o grafo dual de um desenho plano
D(G) de G, representado por (D(G))*, da seguinte forma: a cada face f de D(G) corresponde um
vértice f* de (D(QG))*, e a cada aresta e de D(G) corresponde uma aresta e* de (D(G))* de modo
que dois vértices f* e g* de (D(G))* sdo ligados por uma aresta e* se e somente se as faces f e
g em D(G) sdo separadas pela aresta e. Na Figura 5, vemos a construgdo do grafo dual de um
hexaedro, neste caso, um octaedro. No tltimo frame da Figura 5 vemos uma representacao planar
para o octaedro.
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Figura 2: Hexaedro e a construgio de seu grafo dual, um octaedro. Fonte: dos autores.

2.2 Sobre Lights Out

Uma defini¢ao formal para o jogo Lights Out, dada por Fleischer e Yu [4], considera um grafo
simples G = (V, E) contendo n vértices, de modo que cada vértice v € V possui um estado
(luminosidade) inicial, isto ¢, cada vértice do grafo G encontra-se inicialmente desligado/apagado
ou ligado/aceso. Esta configuragao inicial de cada vértice do grafo é predeterminada de modo que



o jogador tem conhecimento dos estados iniciais de cada vértice do grafo. Uma etapa do jogo
consiste em escolher um vértice v, que invertera os estados de v e de todos os seus vizinhos em G
de ligado/aceso para desligado/apagado ou vice-versa. Esta etapa é chamada de etapa de ativagao
do vértice v. A configuragao inicial proposta para todos os grafos deste trabalho é aquela em que
cada vértice do referido grafo esta desligado/apagado.

O objetivo do jogo Lights Out é obter uma configuragao em que todos os vértices do grafos
encontram-se ligados/ativados através de uma sequéncia finita de ativagdes. Neste caso, dize-
mos que a configuracdo inicial é solucionavel. Em outras palavras, dado um grafo G = (V, E),
o jogo Lights Out, sobre o grafo GG, é solucionavel quando existe um conjunto de vértices S =
{v1, va, V3, ..., v }, subconjunto de V', de modo que ao acionarmos os vértices de S ateramos com-
pletamente o estado do tabuleiro (grafo). Além disso, S é uma solu¢do 6tima para o jogo Lights
Out sobre o grafo G, quando todo conjunto S’, solu¢ao para o jogo Lights Out sobre G, é tal que
|S] < |S’|. A cardinalidade de uma solugao 6tima para o jogo Lights Out sobre um grafo G sera
indicada por a(G). Ressaltamos que existem varias versoes de estudo para o jogo Lights Out.
A versao apresentada neste trabalho é a de minimizagao, ou seja, estamos procurando o menor
conjunto que conduz & configuracao final.

Um aspecto peculiar sobre as solugbes 6timas para o jogo Lights Out esta no fato de que o
nimero de tais solugoes é dado pelo nimero de permutacoes sobre os elementos que compoem uma
solugao 6tima arbitraria. Em outras palavras, se hd uma solucao 6tima para o jogo Lights Out,
entao a ordem em que os vértices que compoem uma solugao 6tima sao acionados é indiferente.

Os tabuleiros considerados neste trabalho serdo representados por grafos regulares. Se G é um
grafo k-regular contendo n vértices, entdo uma cota inferior trivial para a(G), prevista por Brito e
Sento Sé [2], é dada por a(G) > 35, pois cada toque aciona o vértice escolhido e outros k vértices
adjacentes. Entao o produto entre k + 1 e «(G) retornaria, no melhor cenério, a quantidade de
vértices do grafo G.

3 Lights Out Sobre Poliedros

O jogo Lights Out foi historicamente concebido em uma grid 5x5, como indicado na Figura
1. Originalmente este jogo propunha que as faces do grid fossem acionadas de modo a obter a
configuracao desejada. Quando modelamos este grid em um grafo, o jogo Lights Out passa a
ser pensado sobre os vértices deste grafo, pois os vértices do grafo representam as faces do grid.
Se pensamos em jogar o Lights Out sobre os poliedros regulares, considerando que as faces destes
poliedros, inicialmente desligadas/apagadas, devem ser completamente ligadas/acesas, entéo o jogo
Lights Out, pensado nos respectivos grafos duais dos poliedros regulares, deve ser considerado sobre
os vértices destes grafos.

3.1 Lights Out Sobre Tetraedros

Desejamos acender as faces do tetraedro. Note que o tetraedro é autodual, isto é, seu grafo dual
também pode ser visto como um tetraedro ou como o grafo completo K4. Isto nos diz que cada
vértice deste grafo tem grau 3 e, portanto, um dnico toque em qualquer vértice trocaré o estado de
todos os vértices que compoem o grafo, como indicado na Figura 3. Neste caso, acendendo todos
os vértices do grafo K4 estamos acendendo todas as faces do tabuleiro tetraedro.



Figura 3: Lights Out sobre os vértices do tetraedro: «(K4) = 1. Fonte: dos autores.

3.2 Lights Out Sobre Hexaedros

O dual do hexaedro é o octaedro. Neste caso, o octaedro visto como um grafo é 4-regular e
contém 6 vértices, isto €, de cada um de seus 6 vértices partem 4 arestas, consequentemente, cada
toque em um vértice troca o estado de 5 vértices (inclusive do vértice acionado). Dessa forma, o
primeiro toque (indicado na Figura 4 pelo rotulo 1) acende/liga 5 vértices. Para o segundo toque
(rotulo 2), escolhemos o tnico vértice nao adjacente ao de rotulo 1, o que implica em tornar os
vértices de rotulos 1 e 2 os tnicos acesos/ligados. O terceiro toque acionara um vértice arbitrario
que esteja apagado/desligado, acendendo este e outros dois vértices e desligando os de rotulos 1 e
2. Neste momento, metade dos vértices do grafo estao acesos e a outra metade esta apagada. O
quarto vértice acionado, indicado pelo rétulo 4, é o vértice apagado/desligado que ainda nao foi
diretamente acionado em nenhuma rodada prévia. Apoés esta rodada, restam apenas dois vértices
apagados/desligados, os tinicos que ainda nao foram diretamente acionados. Acionamos um destes
vértices e o rotulamos de 5, obtendo apenas este vértice aceso/ligado. Finalmente, acionamos o
outro vértice que ainda nao foi diretamente acionado, rotulando-o de 6 e acendendo completamente
o grafo octaedro, como mostra a Figura 4 e, consequentemente, as faces do hexaedro.
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Figura 4: Lights Out sobre os vértices do grafo octaedro: a(G) = 6. Fonte: dos autores.

3.3 Lights Out Sobre Ocatedros

O objetivo agora é acender completamente as faces do octaedro, ou seja, os vértices do grafo
hexaedro (o hexaedro é o dual do octaedro). O grafo hexaedro é 3-regular e contém 8 vértices.
Neste caso, cada toque em um vértice altera o estado de 4 vértices e, portanto, no melhor cenério
com 2 toques acenderiamos completamente todo o hexaedro. O primeiro toque acende 4 vértices,
restando 4 vértices a serem acesos. Por fim, basta pressionar um vértice desligado nao adjacente a
nenhum vértice aceso que obtemos a configuragao esperada, como exibido pela Figura 5.

Figura 5: Lights Out sobre os vértices do grafo hexaedro: a(G) = 2. Fonte: dos autores.



3.4 Lights Out Sobre Dodecaedros

Considerando o jogo sobre as faces do dodecaedro, consequentemente sobre os vértices do
grafo dual (icosaedro), temos uma estratégia simples a realizar: acionar 2 vértices que nao sejam
adjacentes e cujos vizinhos sejam distintos, pois cada um dos 12 vértices deste grafo tem grau 5 e
um toque em qualquer um deles trocara o estado de 6 vértices, como ilustrado na Figura 6.

Figura 6: Lights Out sobre o grafo icosaedro: a(G) = 2. Fonte: dos autores.

3.5 Lights Out Sobre Icosaedros

O 1ultimo poliedro que servira de tabuleiro para nossas discussoes é o icosaedro que tem o
dodecaedro como dual. Neste caso, o dodecaedro, visto como um grafo, esta representado pela
Figura 7. O grafo a ser considerado, um dodecaedro, é um grafo 3-regular contendo 20 vértices. A
sequéncia desejada inicia-se em um vértice arbitrario (rotulo 1), em seguida acionamos um vértice
a uma distancia 2 do rotulado na etapa anterior, a este damos o rétulo 2. Para o terceiro toque
(rotulo 3), escolhemos o vértice a distancia 2 dos vértices rotulados de 1 e de 2. Esta sequéncia
acende completamente, na Figura 7, a face externa. Escolhemos um vértice da face pentagonal
central de modo a nao apagar nenhum vértice aceso (rotulo 4). Pressionamos um vértice, também
na face pentagonal central, a uma distancia 2 do de rotulo 4, a este damos o rétulo 5. Finalmente,
acionamos o vértice o tnico vértice a distancia 2 dos de rétulos 4 e 5, acendendo completamente
os vértices do dodecaedro e, consequentemente, as faces do icosaedro.

Figura 7: Lights Out sobre o grafo dodecaedro: a(G) = 6. Fonte: dos autores.

De fato, seis toques sdo o minimo para o dodecaedro. Observe que, no melhor cenario, com
20

apenas 5 toques deverfamos ser capazes de acender todo o grafo (a(G) > 375 = 5). Para isto,
cada vértice do grafo deveria ter seu estado alterado exatamente uma tnica vez, o que é inviavel.
Essa inviabilidade pode ser justificada através de uma anélise sobre uma de suas faces pentagonais.
Para acendermos todos os vértices desta face, teriamos 3 cenarios: acionar dois de seus vértices, o
que faria com que um deles ficasse novamente apagado, como mostra a Figura 8a); acionar apenas
um de seus vértices e tocar em vértices adjacentes aos que estao apagados. Isto também faria com
que um dos vértices de uma face pentagonal vizinha ficasse apagado, Figura 8b); tocar somente em
vértices adjacentes aos vértices do pentagono, o que faria com que varios vértices de faces vizinhas
ficassem apagados, Figura 8c). Portanto, como algum vértice serd apagado, temos que « > 5 e,
consequentemente, o = 6.



Figura 8: Face pentagonal do dodecaedro. Fonte: dos autores.

4 Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho uma sequéncia didatica para um jogo combinatorio solitario sobre
uma classe especifica de solidos. Relacionamos o problema de trocar os estados das faces de
solidos ao problema equivalente de trocar os estados dos vértices dos respectivos grafos duais
destes poliedros. Neste sentido, promovemos a resolucao de um problema a partir de diferentes
pontos de vistas. Acreditamos que este tipo de abordagem do jogo promove investigacoes de
estruturas para além da matemaética combinatoéria, ensejando discussoes sobre a estrutura espacial
inerente aos poliedros regulares. Sobre o jogo, convém observar que no tetraedro, no octaedro e no
dodecaedro os valores obtidos para a cardinalidade de uma solugao 6tima para o jogo Lights Out
representam, de maneira trivial, o melhor cenario, enquanto os valores obtidos para o hexaedro e
para o icosaedro careceram de argumentos combinatorios mais robustos, a fim de justificar que as
solugbes apresentadas sao de fato 6timas. Pesquisas futuras sugerem a abordagem deste jogo sobre
outras classes de grafos, por exemplo, sobre os prismas, as piramides e as bipiramides, generalizando
os resultados aqui obtidos. Vale enfatizar que propostas similares as discutidas neste trabalho
propiciam um ensino de combinatéria mais participativo, colaborativo e consistente, tornando a
sala de aula um lugar de didlogos, trocas e descobertas.
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In 1989, Sutner[2] conceived a solitary combinatorial game/problem in
which the cells of a board (vertices of a graph) would change state when
pressed, that is, if a cell was off it would go to the state of on or vice versa.
In addition, tapping on a cell inverts the states of all the cells adjacent to
it. The aim of Sutner’s game/problem, called Lights Out Game/Problem, is
to completely change the states of the board, that is, to change the states of
each of its cells, changing the input configuration to a completely opposite
configuration. Obviously we are interested in obtaining, among all feasible
solutions for the lights out game/problem, the one in which the number
of touches is minimal. In this sense, Berman, Borer and Hungerbiihler|[1]
showed in 2019 that finding the smallest solution of a graph G for the lights
out is an NP-hard problem. We get tight values for the lights out game on the
spherical fullerenes and we conjecture that this result could be a lower bound
for all fullerene graphs. Moreover we note that there are initial configurations
for the lights out game on the fullerenes that are unsolvable.
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