COLEGIO PEDRO II
Pro-Reitoria de Pds-Graduacao, Pesquisa, Extenséo e Cultura

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

José Aluisio de Oliveira Junior

VISUALIZACAO GEOMETRICA NOS PROCESSOS

DE ENSINO E APRENDIZAGEM DE GEOMETRIA
ESPACIAL: Uma proposta utilizando o0 GeoGebra

Rio de Janeiro
2025



José Aluisio de Oliveira Junior

VISUALIZACAO GEOMETRICA NOS PROCESSOS DE ENSINO E
APRENDIZAGEM DE GEOMETRIA ESPACIAL:
Uma proposta utilizando o GeoGebra

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, vinculado a Pré-Reitoria de Pos-
Graduacdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura do
Colégio Pedro Il, como requisito parcial para
obtencdo do titulo de Mestre em Matematica.

Orientadora: Professora Dra. Marilis Bahr Karam
Venceslau

Rio de Janeiro
2025



COLEGIO PEDRO Il
PRO-REITORIA DE POS-GRADUACAO, PESQUISA, EXTENSAO E CULTURA
BIBLIOTECA PROFESSORA SILVIA BECHER

CATALOGACAO NA FONTE

D278 De Oliveira Junior, José Aluisio
Visualizag¢do geométrica nos processos de ensino e aprendizagem de

Geometria Espacial: uma abordagem utilizando o GeoGebra / José
Aluisio de Oliveira Jinior. — Rio de Janeiro, 2025.

221f

Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pos-Graduagéo, Pesquisa,

Extensao e Cultura.
Orientador: Marilis Bahr Karam Venceslau.

1. Matematica (Ensino médio) — Estudo e ensino. 2. Geometria
espacial. 3. GeoGebra (Software). 4. Visualizagdo geométrica. L.
Venceslau, Marilis Bahr Karam. II. Colégio Pedro II. III. Titulo.

CDD 510

Ficha catalografica elaborada pela Bibliotecaria Simone Alves — CRB7 5692



José Aluisio de Oliveira Junior

VISUALIZACAO GEOMETRICA NOS PROCESSOS DE ENSINO E
APRENDIZAGEM DE GEOMETRIA ESPACIAL.:
Uma proposta utilizando o GeoGebra

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional, vinculado a
Pro-Reitoria de Pos-Graduagdo, Pesquisa,
Extensdo e Cultura do Colégio Pedro Il, como
requisito parcial para obtencdo do titulo de
Mestre em Matematica.

Aprovado em: 27/02/2025.

Banca Examinadora:

Dra. Marilis Bahr Karam Venceslau (Orientadora)
Colégio Pedro 1l — CPII

Dr. Daniel Felipe Neves Martins
Colégio Pedro Il - CPII

Dr. Helder Manoel VVenceslau
Centro Federal de Educacao Tecnologica Celso
Suckow da Fonseca — CEFET — RJ

Rio de Janeiro
2025






Dedico este trabalho a minha mae, Elce,
minha esposa, Jéssica, minha madrinha,
Nancy, e a memdria de meu pai, Aluisio.



AGRADECIMENTOS

A Deus, fonte de minha fé, por me conceder a sabedoria necessaria para ndo somente
superar as adversidades diérias inerentes a esta profissdo, mas também conciliar trabalho e vida
particular, além de me conceder salde e de me fortalecer nos momentos dificeis, me
proporcionando a graca de concluir esta etapa tdo importante.

A minha mée, Elce Santos de Oliveira, por todo o amor, carinho e cuidado desde meu
nascimento até o dia de hoje.

Ao meu pai, Joseé Aluisio de Oliveira, cuja presenca permanece viva em minha memoria
e cujo exemplo de forca, carater, valores e dedicacdo sempre me inspirou. Mesmo néo estando
mais presente fisicamente, continua sendo minha inspiragéo.

A minha esposa, Jéssica Xavier Rodrigues de Oliveira, por estar sempre ao meu lado,
acreditando em mim, incentivando-me e compartilhando comigo cada desafio e conquista. Seu
apoio foi fundamental para que eu chegasse até aqui, seu amor, paciéncia e apoio incondicional
em todos os momentos, tornaram esta caminhada menos ardua e mais agradavel, seu
companheirismo e compreensao foram essenciais para que eu concluisse esta jornada.

A minha orientadora, Professora Marilis Bahr Karam Venceslau, por sua excepcional
orientacdo académica, marcada pela combinacdo de rigor técnico, didatica e exceléncia
intelectual. Seu amplo conhecimento, discernimento preciso e incansavel dedicacdo ndo apenas
enriqueceram este trabalho, mas também foram fundamentais para o aprimoramento de minha
formacdo académica e cientifica.

Aos amigos de turma do PROFMAT, Colégio Pedro I1, André Luis, Wallace e Yana por
toda a amizade, cooperacao, trabalho em equipe e todos os momentos compartilhados de
felicidade.

Ao Professor Diego Nicodemos, Coordenador do PROFMAT no Colégio Pedro I,
minha mais profunda gratidao pelo inestimavel apoio, orientacdo e suporte prestados ao longo
de toda a minha trajetdria no curso.

Ao meu amigo Guilherme Parreira, por, aléem da inestimavel amizade, compartilhar sua
vasta experiéncia profissional e seus mais variados saberes, sendo minha referéncia intelectual,
profissional e académica.

Aos professores do Programa de Mestrado Profissional em Matematica do Colégio
Pedro II, em especial, professores Ivail Muniz e Daniel Martins, por todas as enormes

contribuicdes dadas a minha formacéo.



O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cadigo de Financiamento 001.



Quem sabe, divide. Quem n&o sabe, pergunta. O
conhecimento serve para encantar as pessoas, ndo
para humilhé-las. Elogie em publico e corrija em
particular. Um sébio orienta sem ofender, e ensina
sem humilhar.

Faca o teu melhor, nas condicbes que tem,
enquanto ndo tem condicBes melhores para fazer
melhor aindal

(Mario Sérgio Cortella, 2019)



RESUMO

DE OLIVEIRA JUNIOR, José Aluisio. Visualizagdo Geométrica nos processos de ensino e
aprendizagem de Geometria Espacial: Uma abordagem utilizando o GeoGebra. 2025.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Colégio Pedro 11, Pro-

Reitoria de Pds-Graduacdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Rio de Janeiro, 2025.

Em alguns topicos de Geometria Espacial, especialmente nos temas relacionados ao
truncamento e a planificacdo de solidos, bem como nas projecGes ortogonais, € comum que
tanto professores quanto alunos encontrem desafios ao abordar e compreender esses conceitos,
dada a sua complexidade e a abstracéo que envolvem. A presente dissertacdo tem como objetivo
principal contribuir para a melhoria do ensino e da aprendizagem de Geometria Espacial no
ensino médio, abordando temas essenciais, como projecdes ortogonais, planificacdes de sélidos
e solidos de revolucdo. Para isto, propde-se 0 uso do GeoGebra como ferramenta pedagdgica
central, destacando-se pelo seu enorme potencial em promover a visualizagdo tridimensional,
bem como pela capacidade de criar uma interacdo dindmica com conceitos geométricos. Essa
abordagem facilita, de maneira significativa, tanto a compreensao dos alunos quanto a préatica
docente, proporcionando uma melhor assimilacdo dos contetdos. As atividades apresentadas
ao longo do trabalho foram cuidadosamente elaboradas com base em questdes que atendem as
necessidades educacionais especificas, assegurando, dessa forma, a relevancia e a
aplicabilidade do conteddo proposto dentro do contexto da sala de aula. Esse cuidado com a
construcdo das atividades busca alinhar a teoria a pratica pedagogica, criando um ambiente de
aprendizagem mais eficiente e adaptado a realidade dos estudantes. Assim, o trabalho almeja
fornecer tanto um suporte tedrico robusto quanto ferramentas praticas aos professores,
possibilitando a criacdo de aulas mais dindmicas e interativas. Além disso, ao proporcionar uma
abordagem centrada na visualizagdo geométrica, a dissertacdo favorece o desenvolvimento do
raciocinio légico-espacial dos discentes, aprimorando capacidade de abstracdo, habilidades
essenciais para formacéo académica e intelectual. O impacto de tal metodologia visa, assim,
contribuir ndo apenas para 0 sucesso imediato nas avaliagbes, mas também para o

fortalecimento de habilidades que serdo fundamentais ao longo de sua trajetéria educacional.

Palavras-chave: geometria espacial; visualizagdo geomeétrica; geogebra ; ensino médio.



ABSTRACT

DE OLIVEIRA JUNIOR, José Aluisio. Visualizagdo Geométrica nos processos de ensino e
aprendizagem de Geometria Espacial: Uma abordagem utilizando o GeoGebra. 2025.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Colégio Pedro 11, Pro-

Reitoria de Pds-Graduacdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Rio de Janeiro, 2025.

In some topics of Spatial Geometry, especially those related to truncation and the
unfolding of solids, as well as orthogonal projections, it is common for both teachers and
students to encounter challenges when addressing and understanding these concepts, given their
complexity and the abstraction involved. The main objective of this dissertation is to contribute
to the improvement of teaching and learning Spatial Geometry at the high school level,
addressing essential topics such as orthogonal projections, solid unfoldings, and solids of
revolution. To achieve this, the use of GeoGebra is proposed as the central pedagogical tool,
standing out for its enormous potential in promoting three-dimensional visualization, as well as
its ability to create dynamic interaction with geometric concepts. This approach significantly
facilitates both student comprehension and teaching practice, allowing for better content
assimilation. The activities presented throughout the work were carefully developed based on
questions that meet specific educational needs, thus ensuring the relevance and applicability of
the proposed content within the classroom context. This careful construction of activities aims
to align theory with pedagogical practice, creating a more efficient learning environment
adapted to students' realities. Therefore, the work aims to provide both a robust theoretical
foundation and practical tools for teachers, enabling the creation of more dynamic and
interactive lessons. Additionally, by offering a geometric visualization-centered approach, the
dissertation favors the development of students' logical-spatial reasoning, enhancing their
capacity for abstraction, essential skills for their academic and intellectual formation. The
impact of such a methodology aims to contribute not only to immediate success in assessments
but also to the strengthening of skills that will be fundamental throughout their educational

journey.

Keywords: spatial geometry; geometric visualization; geogebra ; high school.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Espacial ¢ um dos ramos mais desafiadores da Matematica, especialmente
no Ensino Médio, onde conceitos como truncamento, planificacdo de solidos e projecdes
ortogonais apresentam alto grau de abstracdo. A necessidade de uma visualizagdo
tridimensional minuciosa torna o ensino desses temas um desafio, exigindo abordagens
pedagdgicas diferenciadas para superar barreiras cognitivas. Professores e alunos
frequentemente enfrentam dificuldades na assimilacdo desses conceitos, sobretudo na
interpretacdo de representagOes bidimensionais de objetos tridimensionais e na compreenséo
das transformacdes geométricas.

Esta pesquisa aborda o ensino da Geometria Espacial, com énfase na visualizacdo
geométrica como ferramenta essencial para a compreensdo de projec6es ortogonais, solidos de
revolugdo e truncamento de sélidos. A visualizacdo geométrica permite a manipulagdo mental
de representaces tridimensionais, favorecendo o desenvolvimento do pensamento espacial e a
interpretacdo das relacGes geométricas. A experiéncia docente do autor confirma a dificuldade
recorrente dos estudantes em compreender tais conceitos, destacando a necessidade de
metodologias que promovam a percepcao espacial e tornem o aprendizado mais acessivel e
significativo.

Para atender a essa demanda, este trabalho propde o uso do software GeoGebra como
recurso didatico, estruturado em um livro de atividades interativas. Esse material busca
proporcionar uma aprendizagem mais intuitiva e dinamica, permitindo a exploracdo de sélidos
geométricos e suas transformacBes de forma interativa. O GeoGebra foi escolhido por sua
capacidade de integrar tecnologia e geometria de maneira visual e experimental, estimulando a
construcdo ativa do conhecimento.

A motivacdo da pesquisa fundamenta-se nos documentos normativos da educagéo
brasileira, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), a Lei de Diretrizes e Bases da
Educagdo Nacional (LDB) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que destacam a
importancia da Geometria Espacial no desenvolvimento do pensamento logico e da abstracéo.
Assim, o estudo alinha-se as diretrizes educacionais vigentes, contribuindo para a consolidagao
das competéncias matematicas no ensino basico.

A dissertacdo inclui uma revisdo bibliografica sobre visualizacdo geométrica e
Geometria Espacial, abordando projecGes ortogonais, revolucdo de superficies e truncamento
de solidos, sustentando a elaboracdo do material didatico. A construcéo do livro de atividades

segue principios metodologicos que incentivam a interagdo ativa dos estudantes com 0s
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conceitos abordados, promovendo diferentes formas de representacdo e manipulacdo dos
objetos geométricos. Dessa forma, a pesquisa ndo se restringe a teoria, mas propde uma
aplicacdo pratica para o ensino.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: O Capitulo 2 discute a evolucdo da
legislacdo educacional brasileira, abordando a LDB, os PCN e a BNCC. Ja o Capitulo 3
apresenta os fundamentos da Geometria Espacial, incluindo axiomas, construcdo de planos,
paralelismo, perpendicularidade, projecdo ortogonal e solidos de revolucéo e truncamento. O
Capitulo 4 trata do desenvolvimento da percepcdo espacial, explorando a geometria dindmica
e a representacdo bidimensional de objetos tridimensionais. No Capitulo 5, sdo abordadas a
visualizacdo geométrica e o potencial dos softwares de Geometria Dindmica. Seguindo essa
linha, o Capitulo 6 analisa o uso da tecnologia no ensino da Geometria Espacial, destacando as
habilidades desenvolvidas pelo aluno no uso do GeoGebra. JA o Capitulo 7 apresenta as
atividades desenvolvidas no GeoGebra, organizadas nos eixos de projecdo ortogonal, sélidos
de revolucdo e truncamento de solidos. Por fim, o Capitulo 8 traz as consideracdes finais,

ressaltando as contribui¢6es da pesquisa e a elaboracdo do material didatico interativo.
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2 BREVE HISTORICO SOBRE A EDUCACAO E O ENSINO DE GEOMETRIA NO
BRASIL

Neste capitulo, faz-se um panorama histérico das principais legislacbes que regem e
estruturam a Educagéo no Brasil, elencando os marcos normativos que desempenharam papel
central na organizacéo e desenvolvimento do sistema educacional nacional. Inicialmente, serdo
apresentadas as bases fundadoras e as implicacGes praticas da Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao Nacional (LDB), que constitui o eixo normativo fundamental da Educacéo brasileira.
Em seguida, serd explorado o papel dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) como
documentos orientadores que, ao longo das ultimas décadas, ofereceram subsidios e diretrizes
pedagdgicas para a implementacao de curriculos escolares.

Por fim, este capitulo culminara na apresentacdo da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) voltada para o Ensino Medio, evidenciando as competéncias e habilidades nela
estabelecidas, com énfase especial naquelas que dialogam diretamente com o ensino e a
aprendizagem de conceitos e propriedades associados a Geometria Espacial. Essa abordagem
busca ndo apenas destacar as inter-relacdes entre esses marcos regimentais, mas também
evidenciar a atuacdo da BNCC como uma estrutura contemporanea que redefine prioridades
curriculares, promovendo uma integracdo mais significativa entre teoria e pratica no contexto
da educacdo matematica, especialmente no que tange aos aspectos ligados a visualizacdo e
manipulacdo de formas geométricas espaciais.

Este capitulo é baseado na dissertacdo de Ferreira (2020), a qual além de oferecer a base
tedrica também contribuiu significativamente para a estruturacao das ideias e a organizacao dos
conceitos abordados. A analise realizada por Ferreira sobre o uso de material manipulavel no
ensino de Geometria Espacial foi crucial para o desenvolvimento da discusséo e a construcao

do raciocinio apresentado neste trabalho.

2.1 Contextualizacédo Historica da Legislacdo Educacional no Brasil

A educacdo basica no Brasil teve seu inicio em 1549, com a chegada da Companhia de
Jesus, ordem religiosa formada pelos jesuitas (missionarios dedicados a educacdo, que
buscavam promover os ideais da Igreja por meio de diversas atividades, como a fundacao de
escolas, colégios e universidades, além de missdes religiosas em territorios recém-descobertos
ou colonizados) e fundada por Inécio de Loyola, em um contexto marcado pela Contrarreforma,
movimento de reacdo da Igreja Catdlica & expansdo da Reforma Protestante. Este modelo



17

educacional, inserido em uma conjuntura historica de forte influéncia religiosa, consolidou-se
como a principal referéncia na formag&o educacional no periodo colonial, estabelecendo-se
como pilar fundamental do ensino no Brasil por mais de dois séculos. A Companhia de Jesus
desempenhou papel de protagonismo absoluto na estruturacdo e disseminacdo da educacao
formal, promovendo nédo apenas a instrucéo religiosa, mas também o ensino de linguas, artes e
ciéncias em suas escolas. Contudo, essa hegemonia foi abruptamente interrompida em 1759,
quando o Marqués de Pombal, como parte de suas reformas iluministas e centralizadoras,
decretou a expulsao dos jesuitas de Portugal e de seus territorios coloniais, incluindo o Brasil.
Este episdédio marcou uma inflexdo significativa na histéria da Educagdo brasileira,
desarticulando o modelo jesuitico e abrindo caminho para novas formas de organizacdo e
praticas pedagogicas no contexto colonial (De Almeida, 2014).

Conforme destaca De Almeida, os objetivos iniciais da Companhia de Jesus estavam
intrinsecamente relacionados ao projeto de catequizagdo e instrucdo dos povos indigenas e da
populacdo colonial. A catequizacdo era estruturada com base no catecismo brasilico, que
compreendia ensinamentos fundamentais como o0s sete sacramentos, 0s dez mandamentos, as
oracOes do Pai-Nosso e da Ave-Maria, bem como a diferenciacdo entre pecados veniais e
mortais. Paralelamente, os jesuitas dedicavam-se a instrucdo educacional dos indigenas, com
énfase no ensino das primeiras letras em portugués e tupi, além de disseminar a cosmovisao da
civilizagdo ocidental cristd. Ademais, cabia-lhes a formagéo da prole masculina da nascente
elite colonial, com o proposito de habilita-los a administracdo de latifindios e negocios
familiares, enquanto, em conformidade com os padrbes patriarcais da época, as mulheres
permaneciam excluidas das instituicdes de ensino. A préatica pedagdgica dos jesuitas unia o
ensino académico a catequese, organizando-se de maneira segmentada: a catequese voltava-se
aos indigenas, desenvolvendo-se nos aldeamentos, enquanto a formagdo académica era
direcionada a elite, ocorrendo nos colégios religiosos. O modelo educacional jesuitico
fundamentava-se nas virtudes cristas e no ensino das letras, sendo marcado, inicialmente, pelo
esforco dos missionarios em dominar a lingua tupi-guarani, como estratégia para comunicagao
e ensino. Nesse contexto, a musicalidade dos povos nativos foi incorporada como metodologia
pedagdgica, embora a barreira linguistica tenha representado um dos principais desafios
enfrentados no processo de educacéo e evangelizacao.

Durante o periodo de atuacdo missionaria no Brasil, a Companhia de Jesus implementou
um plano de estudos universal, conhecido como Ratio Studiorum, promulgado em 1599. Esse
plano foi o primeiro sistema organizado de educacdo catolica, estruturado em um curriculo

uniforme e dividido em graus, almejando a formacéo integral do individuo, com énfase no
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dominio das habilidades elementares de leitura, escrita e calculo. Conforme destacado por
Saviani (2007), o Ratio Studiorum consistia em um conjunto de regras que abrangiam as
atividades de todos os envolvidos no processo educativo, desde o provincial até os professores,
os alunos e os administradores das academias. No Brasil, a educacgéo jesuitica organizou-se em
quatro graus sucessivos e propedéuticos: curso elementar, humanidades, artes e teologia
(Rocha, 2010). O curso elementar, com duragdo de um ano, incluia em seu curriculo a doutrina
catdlica e as primeiras letras, valorizando a disciplina, a atencdo e a perseveranca como
qualidades essenciais ao aprendizado e a formacdo de carater dos alunos, fundamentais para
futuros sacerdotes e cristdos leigos. Contudo, a medida que a Companhia de Jesus superava 0s
desafios iniciais de promover condi¢cdes minimas de vida civilizada na col6nia, a catequese foi
progressivamente sendo relegada em favor da educacdo das elites, o que conferiu maior
importancia a criacdo de colégios (Rocha, 2010). Esse processo foi influenciado pela dizimacéo
da populacéo indigena, decorrente da violenta ocupacao territorial para a monocultura da cana-
de-agUcar, e pela necessidade de atender as demandas da elite colonial emergente. A acdo
missionaria, que inicialmente guiava a educacao jesuitica, perdeu protagonismo em prol de um
modelo educacional voltado para atender as classes dominantes, caracterizado pela exclusdo de
mulheres, negros e pobres. Assim, enquanto os homens eram educados nos colégios, as
mulheres recebiam instrucdo em igrejas e capelas, evidenciando a segregagdo social e de
género. Além disso, muitos missionarios careciam de formacéo especifica para a docéncia, uma
limitacdo que ndo impediu a relevancia da atuacao jesuitica no contexto colonial, especialmente
em virtude da auséncia de politicas educacionais efetivas por parte da Coroa. Dessa maneira, 0
ensino jesuitico contribuiu significativamente para a sistematizacdo da educacdo na colbnia,
embora perpetuasse um modelo excludente, onde cada individuo era destinado a um tipo de
trabalho, de acordo com seu lugar na hierarquia social (Rocha, 2010). Esse cenario reforgou a
divisdo entre o pensar e o fazer, acentuada pelo Estado, em um contexto em que o trabalho
manual era desvalorizado.

De maneira progressiva, 0s seminarios foram adquirindo maior relevancia enquanto
instituicdes de ensino, ampliando seu publico e passando a atender ndo apenas aqueles que
aspiravam a carreira religiosa, mas também estudantes externos interessados em uma formacao
propedéutica que os qualificasse a prosseguir os estudos na Europa. Esse movimento resultou
em uma expansdo significativa no numero de colégios destinados também a alunos leigos,
consolidando a atuacdo educacional dos jesuitas, que se voltava prioritariamente para a

formagéo da sociedade colonial (De Almeida, 2014).
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Diante de uma andlise critica da educagdo promovida pela Companhia de Jesus no
Brasil, € possivel identificar inimeros elementos que influenciaram e ainda ecoam na estrutura
educacional contemporanea. Como observado por Franca (1952, p. 5), "[...] para o
desenvolvimento da educacdo moderna o Ratio Studiorum ou Plano de Estudos da Companhia
de Jesus desempenha um papel cuja importancia ndo se pode desconhecer ou menosprezar".
Esse plano, caracterizado pela criagdo de colégios organizados em rede, por um método
pedagdgico uniforme e por um curriculo sistematizado, consolidou-se como um marco na
organizacédo do ensino no Brasil colonial.

Embora a colonizagéo tenha se configurado como um processo de imposic¢éo cultural,
frequentemente voltado para a dominacdo dos povos indigenas, a atuacdo dos jesuitas
promoveu o desenvolvimento educacional no pais. O modelo pedagdgico implementado
atendeu, sobretudo, as demandas das elites, a0 mesmo tempo em que integrou e disseminou
elementos das culturas europeia e indigena por meio de colégios e igrejas. A sistematizacao do
ensino, com base no Ratio Studiorum, trouxe diretrizes regimentais coerentes para a época,
favorecendo uma educacao catequética, mas organizada e eficiente.

Esse legado estruturante permanece, em parte, nas bases da educacdo nacional
contemporanea. Alguns principios fundamentais da educacdo jesuitica, como o foco na
formagdo bésica do cidaddo e o dominio das competéncias de leitura, escrita e cdlculo, ainda se
refletem nas diretrizes da educacdo basica estabelecidas pela Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional (Brasil, 1996). No entanto, a educacdo no Brasil seque marcada por
desigualdades estruturais e politicas que privilegiam interesses especificos, reproduzindo
dindmicas histdricas de controle e dominacao cultural.

A segmentacao entre o ensino técnico e académico, herdada do modelo colonial, ainda
persiste e reforga o capital cultural das classes dominantes, contribuindo para a manutengéo de
um sistema desigual. Esse cenéario é agravado pelo descompasso entre 0s setores publico e
privado: enquanto parte da populagdo recorre ao ensino privado como alternativa a baixa
qualidade do sistema publico, os estudantes oriundos dessas instituicdes privadas
frequentemente ocupam as vagas nas universidades publicas de exceléncia. Esse paradoxo
reflete a persisténcia de barreiras sociais e econdmicas que dificultam o acesso igualitario a
educacéo superior.

Ademais, a precariedade estrutural do sistema educacional brasileiro continua evidente.
Escolas publicas enfrentam problemas como infraestrutura inadequada, excesso de alunos por
sala, escassez de recursos e baixas remuneragOes para os professores, que ainda enfrentam

longas jornadas de trabalho. Apesar das diferencas em relagdo ao periodo jesuitico, em que 0s
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educadores eram missionarios religiosos, o0 magistério atual ainda é frequentemente tratado pelo
Estado de maneira desvalorizada, perpetuando desafios historicos que dificultam a oferta de
uma educacéo de qualidade para todos.

No contexto do periodo colonial, a Educacao brasileira comecgou a apresentar novas
configuragcBes com a chegada da familia real portuguesa em 1808, marco que resultou na
fundacdo das primeiras faculdades de Medicina, situadas na Bahia e no Rio de Janeiro.
Contudo, o estabelecimento das primeiras universidades ocorreu apenas no inicio do século
XX, e a estruturacdo de diretrizes gerais para a educacao nacional foi consolidada tardiamente
com a promulgacdo da primeira Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (Brasil) em 1961,
sequida pela segunda em 1971 e pela terceira, que vigora atualmente, em 1996. Desde as
primeiras constituicdes, o direito a educacdo tem sido reconhecido como um principio
fundamental da sociedade brasileira. De acordo com Carneiro (1998), a Constituicdo de 1824
assegurava a sociedade a liberdade de instituir colégios e universidades, além de estabelecer a
gratuidade do ensino primario como norma. Posteriormente, a Constituicdo de 1891 delegou ao
Congresso Nacional a responsabilidade de legislar sobre o ensino superior e de criar escolas
secundarias e instituicdes de ensino superior nos Estados. J& em 1934, a Constituicdo
consolidou a competéncia exclusiva da Unido para deliberar sobre as diretrizes e bases da
educacéo nacional, instituindo o Conselho Nacional de Educacéo e concedendo aos Estados a
autonomia para criar seus respectivos Conselhos Estaduais de Educacgéo. Esse desenvolvimento
normativo evidencia a progressiva constru¢cdo de um sistema educacional estruturado e
regulado por diretrizes nacionais, ainda que permeado por desafios histdricos e estruturais.

Entre os anos de 1934 e 1935, o Brasil presenciou a fundacéo das Universidades de S&o
Paulo e do Rio de Janeiro, eventos que marcaram o inicio da institucionalizacdo dos cursos de
formacdo docente em diversas &reas do conhecimento. Nos cursos de Matematica, em
particular, houve esforcos para unificar a disciplina sob a responsabilidade de um Unico
professor. Entretanto, os registros historicos dos materiais didaticos da época indicam que o
ensino de Matematica permanecia fragmentado, com algebra, aritmética e geometria sendo
tratadas de forma isolada e alocadas a diferentes anos escolares, sem uma integracao sistémica
entre essas areas (Alves, 2016).

A Constituicdo de 1946 trouxe inovacOes significativas para a educacdo no pais,
estabelecendo a obrigatoriedade do ensino primario universal e a exigéncia de concursos
publicos para o ingresso na carreira docente. Outro aspecto relevante dessa Carta Magna foi a
imposicdo de que empresas com mais de cem funcionarios ofertassem ensino primario gratuito,

reforcando a corresponsabilidade entre o Estado e o setor privado no provimento educacional.
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Além disso, essa Constituicdo reconheceu a educagdo como uma responsabilidade
compartilhada entre familia e escola, ampliando o escopo do compromisso social com a
formacéo basica.

Segundo Ferreira, com a definicdo dos principios fundamentais da educacdo na
Constituicdo de 1946, foi criada uma comissdo de educadores para propor uma reforma
educacional abrangente, cujo resultado foi a promulgacéo da primeira Lei de Diretrizes e Bases
da Educacdo Nacional, a Lei 4.026 de 1961. Posteriormente, a Constituicdo de 1967 promoveu
a expansdo do ensino privado, criando dispositivos que autorizavam o redirecionamento de
recursos publicos para o setor particular, evidenciando uma nova orientacdo na politica
educacional brasileira.

A Lei 5.692/71, de 1971 (Brasil, 1971), reconfigurou o sistema educacional brasileiro,
concedendo aos professores maior autonomia na defini¢do dos curriculos escolares. Contudo,
essa medida revelou-se problematica para o ensino de Geometria, como aponta Alves (2016, p.
19), ao destacar que essa liberdade curricular resultou, frequentemente, na excluséo da
Geometria no ensino de 1° grau, com os docentes restringindo-se a aritmética e as nocdes de
conjuntos. Dessa forma, o ensino da Geometria ficou relegado ao 2° grau, comprometendo a
formacdo geometrica dos alunos em niveis iniciais. Paralelamente, a partir de 1968, a expansdo
da rede publica de ensino para 0 1° e 0 2° graus evidenciou a necessidade de maior nimero de
professores qualificados, levando as instituicdes de ensino a investirem na formacdo docente
para atender a essa demanda.

Nesse contexto histérico, observou-se o inicio de uma ruptura significativa no ensino de
Geometria no Brasil, cujos impactos perduram até os dias atuais. Como argumentam Neves
Junior et al. (2013, p. 4), esse cenario marcou o declinio da abordagem geométrica no ambiente
escolar, prejudicando ndo apenas o aprendizado especifico desse conteldo, mas também de
outras disciplinas que demandam habilidades de visualizagao espacial, como a interpretacédo de
gréficos estatisticos e mapas. A auséncia de uma instrucdo formal e estruturada em Geometria
dificulta o desenvolvimento dessas competéncias, levando a uma formacdo deficitaria em
aspectos fundamentais da educacéo.

Com a promulgacdo da Constituicdo Federal de 1988, a Educacdo brasileira passou a
ocupar um papel central na agenda nacional, mobilizando esforgos coletivos em torno dessa
causa. Entre os avancos trazidos por esse marco constitucional, Carneiro (1998, p. 20) destaca
principios fundamentais, como a igualdade de condigdes para acesso e permanéncia na escola,
a liberdade de ensinar e aprender, o pluralismo de ideias e concepg¢des pedagogicas, a gratuidade

do ensino publico, a valorizagao dos profissionais da educacéo, a gestdo democratica do ensino
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publico e a garantia de um padrdo de qualidade. Esses dispositivos visaram corrigir
desigualdades histéricas e promover uma educacdo mais inclusiva e qualificada, embora o
legado das lacunas do ensino de Geometria ainda permanegca como um desafio educacional
significativo.

O estudo do percurso histérico da Educacdo brasileira revela a importancia de ndo nos
acomodarmos diante das adversidades impostas pelas circunstancias. Ao contrario, é
imprescindivel avancar na busca por novos modelos educacionais que formem individuos
capazes de contribuir significativamente para a construcdo de um futuro promissor. Conforme
enfatiza Ribeiro (1993, p. 14), "nédo se pode ignorar a bagagem educacional que o tempo nos
legou, pois, se assim o fizermos, estaremos regredindo historicamente”. Nesse sentido, torna-
se essencial que os governos valorizem e aprimorem projetos e ideias que demonstraram
eficacia ou potencial, independentemente de suas origens politico-ideoldgicas. A prética de
avaliar iniciativas educacionais com base apenas na identidade de seus autores ou na ideologia
associada prejudica o avanco de politicas publicas, comprometendo o desenvolvimento

sustentavel do sistema educacional nacional.

2.2 Evolucao das Diretrizes Curriculares no Brasil

O artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB), Lei n°® 9.394/96
(Brasil, 1996), estabelece, em seu paragrafo 2°, que "a educacdo escolar devera vincular-se ao
mundo do trabalho e a préatica social". Tal principio evidencia a intencdo de que o conhecimento
construido no espaco escolar seja fundamentado em bases que capacitem os educandos para
uma convivéncia harmoniosa, ética e produtiva no contexto comunitario em que estao inseridos.
Para tanto, a escola, enquanto um espaco privilegiado de formacéo cidada, deve direcionar suas
praticas pedagogicas — independentemente da area de conhecimento — para a promog¢édo de
competéncias e habilidades que preparem os discentes para enfrentar, de maneira eficaz, as
demandas impostas pelo exercicio profissional.

A Educacéo, de acordo com os preceitos dessa legislacao, estrutura-se em quatro pilares
fundamentais: pratica social, mundo do trabalho, movimentos sociais e manifestagdes culturais.
Esses eixos representam um rompimento com concepgdes educativas tradicionais, que
restringiam o aprendizado escolar as habilidades de leitura e calculo. Adicionalmente, o artigo
2° da LDB/96 reforca que "a educacéo, dever da familia e do Estado, inspirada nos principios
de liberdade e nos ideais de solidariedade humana, tem por finalidade o pleno desenvolvimento

do educando, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacdo para o trabalho™ .
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Nesse sentido, o ambiente escolar deve priorizar acBes pedagodgicas que despertem nos
estudantes a motivacdo para atribuir significado ao aprendizado, tarefa que demanda
intervencdes pedagogicas voltadas para uma aprendizagem verdadeiramente significativa.

A LDB destaca-se como a principal referéncia normativa sobre Educacdo no Brasil,
delineando os principios, objetivos, formacdo e diretrizes aplicaveis a carreira dos profissionais
da area. Dado o dinamismo das transformacGes sociais, a lei tem sido alvo de constantes
atualizacdes. Exemplos disso incluem a ampliacdo do Ensino Fundamental de oito para nove
anos (Brasil, 2006) e alteracdes no Ensino Médio, como a revogacao dos paragrafos 2° e 4° do
artigo 36.

A fim de proporcionar uma melhor compreensdo sobre a estrutura do regime

educacional no Brasil, a luz das diversas verses da Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo

Nacional (LDB), é conveniente observar o Quadro 1, apresentado a seguir.

Quadro 1 — A Organizacao do Ensino na LDB da Educacéo Nacional

Lei 4.024/1961 Duragao | Lei Duracao | Lei 9.394/1996 Duragio
5.692/1971

Ensino Primario 4 anos |+ Ensino de » Educagdo Basica > 17 anos

Ciclo Ginasial do Ensino Primeiro | 8anos  [_ gqycacio Infantil: > 5 anos, sendo:

Meédio 4 anos Grau‘ > Creche * 3 anos

Ciclo Colegial do Ensino |3 anos | *Ensinode|3a4 > Pré-escola « 2 anos

Médio avel Segundo anos

varlavel | - isvel |~ Ensino Fundamental > 9 anos

Ensino Superior varidve ] o N
« Ensino — Ensino Médio > 3 anos (no minimo)
Superior * Educacdo superior > varidvel

Obs. Obs. Obs.

a) A passagem do Primario para o
Ginasial era feita através de uma
prova de acesso: o Exame de
Admissdo.

b) Os ciclos Ginasial e Colegial eram
divididos em Ramos de Ensino, a
saber: Secundério, Comercial,
Industrial, Agricola, Normal e outros.
O industrial dividido em basico (4
anos) e de mestria (2 anos). Havia,
ainda, os cursos artesanais, de
duracdo curta e varidvel, e os de
aprendizagem.

a) Com a jungdo dos
antigos Primdrio e
Ginasial, desapareceu
o Exame de
Admissdo.

b) A duragdo normal
do 2° Grau era de 3
anos. Ultrapassava, no
entanto, este limite
quando se tratava de
Curso
Profissionalizante.

¢) O Ensino de 1° e 2°
Grau tinha uma carga
horéria minima anual
de 720 horas e o0 ano
letivo de duragédo
minima de 180 dias.

a) Os niveis macroestruturantes da educagao escolar (art. 1°, §
1°) passam a ser dois: Educacéo Bésica e educagdo superior.

b) As modalidades de educagdo inicialmente sdo: Educagdo de
Jovens e Adultos (art. 37), Educacdo Especial (art. 58),
Educagdo Profissional (art. 39) e Educagdo Escolar Indigena
(art. 78). Com a Resolucdo CNE/CEB 4/2010, por via do art.
27, foram acrescidas: Educagdo do Campo e Educagéo a
Distancia.

c) O Ensino Fundamental e o Ensino Médio passam a ter carga
horéria minima anual de 800 horas. No Ensino Médio, devera
ser ampliada progressivamente para 1.400 horas, devendo os
sistemas de ensino oferecer, no prazo maximo de 5 anos, pelo
menos mil horas anuais, a partir de 2 de margo de 2017 (nova
redacdo dada ao art. 24, § 1° da LDB, pela Lei 13.415/2017,
Lei da Reforma do Ensino Médio). Aqui, as mudangas se
estendem também a reestruturacao das areas e a adogdo da
BNCC com direitos e objetivos da aprendizagem e
desenvolvimento (art. 35-A).

Fonte: Carneiro, p.34, 2018.
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A andlise comparativa do Quadro 1 evidencia uma mudanca significativa no nimero de
dias letivos, marcada pela transicdo entre a Lei 5692/71 e a Lei 9394/96. A partir da
promulgacdo da Lei 9394/96, observou-se um aumento na carga hordria minima anual,
passando de 720h para 800 h. Tal alteracao reflete uma clara intencao do legislador em estender
0 tempo de permanéncia do aluno no ambiente escolar, proporcionando-lhe uma carga maior
de atividades educacionais ao longo do ano letivo.

A mais recente modificacdo, promovida pela Lei n® 13.415/2017, reafirma a necessidade
de ajustar as diretrizes educacionais as novas demandas sociais. Além disso, como a LDB
abrange multiplos niveis de ensino, fez-se necessdria a criagdo de instrumentos
complementares, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), que serdo detalhados a
sequir.

Em conformidade com o disposto no artigo 210 da Constituicdo Federal de 1988, que
estabelece a obrigatoriedade de normatizar os conteddos minimos a serem trabalhados no
Ensino Fundamental, o Ministério da Educacdo (MEC) introduziu, em 1996, os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) voltados para os anos iniciais do Ensino Fundamental (Brasil,
1997) e, posteriormente, em 1998, para os anos finais dessa etapa de ensino (Brasil, 1998). A
iniciativa visava ndo apenas atender a exigéncia constitucional, mas também promover a
qualificacdo da formacgdo bésica, respeitando os valores culturais, artisticos, nacionais e
regionais, além de contribuir para a melhoria da qualidade do ensino e para a unificacdo das
reformas curriculares implementadas em diferentes regides do pais.

Entre as inovac0es trazidas pelo primeiro documento, destacam-se os chamados "temas
transversais”, que foram concebidos para serem trabalhados de maneira integrada nas diversas
areas de conhecimento. Esses temas abrangem questdes fundamentais como ética, satde, meio
ambiente, orientacdo sexual e pluralidade cultural, conferindo um caréter interdisciplinar ao
curriculo. Sobre a relevancia desses temas, Macedo (1999, p.47) argumenta que:

Os temas transversais propostos pelo MEC apresentam-se como mais uma tentativa
de articulacdo entre as diferentes disciplinas que compdem o curriculo, tendo por
justificativa a incapacidade dessas mesmas disciplinas de dar conta da realidade

social. A forma de articulagdo ndo esta bem definida, o que nos leva a imaginar que
dificilmente se efetivara no curriculo vivido das diferentes escolas do pais.

Na pratica educacional, verificou-se um significativo afastamento do corpo docente em
relacdo a diretriz proposta pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) no que tange a
abordagem dos temas transversais. Tal distanciamento  pode ser atribuido, em grande parte,
a auséncia de uma formacdo adequada para os professores e a falta de uniformidade nas

interpretacdes e implementacdes realizadas pelas diferentes unidades escolares. Essa lacuna
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evidencia a necessidade de maior suporte e orientacdo aos educadores, de modo a garantir a
efetividade das diretrizes estabelecidas.

Segundo o Ministério da Educacdo (MEC), os PCN foram concebidos com o propdsito
de aprimorar o conceito de curriculo, delineando linhas de acdo que permitam as escolas de
todo o territorio nacional promover uma maior uniformizagdo — dentro de limites previamente
definidos — dos conteudos disciplinares a serem trabalhados. Nesse sentido, o documento busca
orientar a construcao de um curriculo que, a0 mesmo tempo em que respeita as especificidades
regionais e culturais, assegure uma base comum de conhecimentos, conforme explicitado no

seguinte trecho:

Os Parametros Curriculares Nacionais foram elaborados procurando, de um lado,
respeitar diversidades regionais, culturais, politicas existentes no pais e, de outro,
considerar a necessidade de construir referéncias nacionais comuns ao processo
educativo em todas as regifes brasileiras. Com isso, pretende-se criar condi¢des, nas
escolas, que permitam aos nossos jovens ter acesso ao conjunto de conhecimentos
socialmente elaborados e reconhecidos como necessarios ao exercicio da cidadania.
[...] Esperamos que os Parametros sirvam de apoio as discussdes € ao
desenvolvimento do projeto educativo de sua escola, a reflexdo sobre a prética
pedagdgica, ao planejamento de suas aulas, a analise e selecdo de materiais didaticos
e de recursos tecnoldgicos e, em especial, que possam contribuir para sua formagéo e
atualizag@o profissional (Brasil, 1998, p. 5)

No ano de 2000, a Educacdo brasileira foi enriquecida com a publicacéo dos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) pelo Ministério da Educacdo (MEC)
(Brasil, 2000). Assim como os PCN voltados para as etapas anteriores, os PCNEM
apresentaram uma proposta inovadora de reformulacédo curricular, direcionada a ultima etapa
de formacédo da Educacéo Basica. Este documento estruturou o conhecimento escolar em trés
grandes areas: Linguagens, Codigos e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias; e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. No entanto, essas areas ndo devem
ser abordadas de maneira isolada; pelo contrério, a proposta curricular enfatiza a inter-relacédo
entre elas, buscando a constru¢do do conhecimento por meio da interdisciplinaridade e da
contextualizagcdo, como principios norteadores do processo de ensino-aprendizagem.

O PCNEM também reforga o papel fundamental do Ensino Médio como etapa final da
Educacdo Bésica, cuja finalidade é promover a formacdo integral do educando. Nesse sentido,
0 documento prioriza o desenvolvimento de valores, competéncias e habilidades que fomentem
a autonomia e 0 pensamento critico, preparando os estudantes ndo apenas para 0s niveis
posteriores de estudo, mas também para uma atuacédo ética e responsavel na sociedade. Para
alcancar tais objetivos, a estrutura curricular foi organizada em torno de quatro eixos
fundamentais, que orientam as praticas pedagogicas: aprender a conhecer, aprender a fazer,

aprender a viver e aprender a ser. Esses pilares refletem uma concepcao ampla de Educagéo,
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alinhada as demandas de um mundo em constante transformacgdo e as competéncias que 0s
alunos dessa etapa precisam construir ao longo dos anos escolares.

Reconhecendo as répidas mudancas sociais e tecnoldgicas que caracterizam a
contemporaneidade, o Ministério da Educacdo, por meio desse documento, destacou a
necessidade de preparar os jovens para lidar com os desafios de um mundo dindmico, no qual
0 conhecimento ndo é estatico, mas um processo continuo e integrador. Nesse contexto, 0
documento expressa os fundamentos que orientam essa visdo educativa, conforme descrito no

seguinte trecho:

O volume de informagbes produzido em decorréncia das novas tecnologias é
constantemente superado, estabelecendo novos pardmetros para a formacdo dos
cidad&os. N&o se trata de acumular conhecimentos, mas de direcionar a formagéo do
aluno para a aquisi¢do de conhecimentos bésicos, a preparacdo cientifica e a
capacidade de utilizar as diferentes tecnologias relacionadas as areas de atuagdo. No
nivel do Ensino Médio, propde-se uma formacéo geral, em contraposi¢do a formagéo
especifica, promovendo o desenvolvimento de capacidades como pesquisar, buscar
informagdes, analisa-las e seleciona-las, além da habilidade de aprender, criar e
formular, em vez de limitar-se ao simples exercicio de memorizagao (Brasil, 2000, p.
50).

Diante das transformacdes ocasionadas pela producdo massiva de informacdes
impulsionada pelas novas tecnologias, parece haver consenso entre os pesquisadores quanto a
necessidade de adaptacdo dos processos educacionais para atender a essas novas demandas.
Nesse contexto, cabe aos ambientes educativos, especialmente os voltados a Educacdo Baésica,
a responsabilidade de oferecer aos estudantes condi¢des para utilizar, de maneira consciente e
racional, os meios de producdo de conhecimento disponiveis. Essa perspectiva reafirma o papel
da escola como promotora de um aprendizado que prepare os alunos para enfrentar as
complexidades da sociedade contemporénea.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), em sua esséncia, buscavam integrar a
interdisciplinaridade como fundamento do processo de construgdo do conhecimento,
entendendo que a aprendizagem deve ser orientada para responder as demandas da vida
contemporanea de forma contextualizada e significativa. Ao incorporar o termo "tecnologias”
as diversas areas do conhecimento, como em "Matematica e suas tecnologias”, os PCN
ampliaram o escopo do ensino, conectando o saber ndo apenas a compreensao abstrata, mas
tambeém ao desenvolvimento de competéncias praticas. Essa abordagem visava equipar 0s
educandos com habilidades que os capacitassem a analisar situacgOes, avaliar riscos e aplicar
conhecimentos técnicos em contextos diversos, fortalecendo, assim, sua preparagdo para o

exercicio da cidadania e a atuacdo no mercado de trabalho.
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No ambito especifico da Matemética no Ensino Médio, conforme delineado pelos PCN,

0 aprendizado deveria ir além da énfase em procedimentos mecénicos ou da simples

memorizacdo de férmulas e conceitos. O objetivo era fomentar uma aprendizagem que

integrasse teoria e pratica, valorizando a capacidade de resolver problemas, interpretar dados e

aplicar o conhecimento matemético em situacGes concretas. Essa orientacdo reflete o

compromisso com a formagdo de individuos aptos a atuar de maneira critica e reflexiva em um
mundo marcado pela constante evolucao tecnoldgica e social, conforme verifica-se em:

O desenvolvimento dos instrumentos matematicos de expressao e raciocinio, contudo,

ndo deve ser uma preocupacgdo exclusiva do professor de Matematica, mas sim das

quatro disciplinas cientifico-tecnolégicas, preferencialmente de forma coordenada,

permitindo que o aluno construa efetivamente as abstrages matematicas e evitando a

memorizacdo indiscriminada de algoritmos, o que pode ser prejudicial ao

aprendizado. A relevante presenca da Mateméatica no desenvolvimento de

competéncias essenciais, envolvendo habilidades de carater grafico, geométrico,

algébrico, estatistico e probabilistico, é claramente expressa nos objetivos
educacionais da Resolu¢do CNE/98 (Brasil, 2000, p. 9).

Nesse contexto, € relevante reconhecer que a formacao do aluno ndo deve estar pautada
no desenvolvimento isolado de disciplinas, mas sim na integracdo de diferentes saberes dentro
do ambiente escolar. Essa abordagem fundamenta-se no principio de que, na vida cotidiana, 0s
eventos ndo ocorrem de maneira fragmentada, mas sim interligados em uma teia de relagdes
que demandam uma compreensdo holistica. A interdisciplinaridade, assim, assume uma posicao
de destaque nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), evidenciando-se como um pilar de
extraordinaria importancia para o processo educativo.

No ambito do Ensino Médio, etapa em que os conhecimentos abordados no Ensino
Fundamental devem ser aprofundados, a Matematica ocupa um papel central ao avancar
progressivamente em direcdo as abstracdes. Entretanto, tal avanco ndo deve ser realizado de
maneira abrupta ou desvinculada do aprendizado baseado em elementos concretos. E essencial
reconhecer que os alunos, ainda em processo de amadurecimento cognitivo, podem apresentar
dificuldades no desenvolvimento de habilidades como andlise, construcdo de argumentos e
elaboracdo de ideias consistentes.

A linguagem matematica, em sua riqueza e complexidade, oferece um conjunto de
instrumentos valiosos que capacitam o aluno a interpretar fenbmenos em outras areas do
conhecimento. Essa caracteristica confere a Matematica um carater transversal e
imprescindivel, que ndo apenas sustenta o desenvolvimento do pensamento l6gico e analitico,
mas também promove a interconexdo entre disciplinas, fortalecendo a formagéo integral do

educando. Dessa forma, a integracdo de saberes, a valorizagcdo da interdisciplinaridade e o
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equilibrio entre o concreto e o abstrato configuram-se como estratégias indispensaveis para uma

Educacéao que prepare o aluno para enfrentar os desafios do mundo contemporaneo, pois:

A Matematica, por sua universalidade de quantificacéo e expressao, como linguagem,
portanto, ocupa uma posi¢do singular. No Ensino Médio, quando nas ciéncias torna-
se essencial uma construcgdo abstrata mais elaborada, os instrumentos matematicos sao
especialmente importantes. Mas ndo é sO nesse sentido que a Matematica é
fundamental. Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporanea,
da musica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das
engenharias as comunicacBes, em que a Matematica ndo compareca de maneira
insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas,
dosagens, coordenadas, tensGes, frequéncias e quantas outras variaveis houver (Brasil,
2000, p.9).

Historicamente, o papel do professor era centralizado na transmisséo de conhecimentos
para os alunos, cabendo a estes o papel passivo de receptores das informag6es. Contudo, na
contemporaneidade, o0 estudante passou a ocupar uma posi¢do mais ativa e protagonista em seu
processo de aprendizagem. Esse protagonismo permite que ele formule questdes a partir de
situacOes concretas, desenvolva modelos explicativos, empregue instrumentos de medicéo e
calculo, além de organizar informacGes pertinentes para resolver problemas contextualizados.
Além disso, estimula-se que o aluno construa hipéteses, conceba estratégias de resolucéo,
analise criticamente os resultados obtidos e reflita sobre sua aplicabilidade em diferentes
contextos.

A presenca da Matematica como ferramenta indispensavel no cotidiano do individuo é
inquestionavel, abrangendo desde situacdes triviais até tomadas de decisdo mais complexas. A
utilizacdo de conceitos Matematicos permeia atividades cotidianas diversas, como a
organizacdo do orcamento domeéstico, o calculo da economia em compras utilizando promocdes
ou descontos progressivos, e até a estimativa do consumo de combustivel em deslocamentos
regulares. Essas praticas evidenciam a aplicabilidade da Matematica em um amplo espectro de
acOes, demonstrando que seu aprendizado vai além do dominio técnico, configurando-se como
uma competéncia essencial para a formacéao de cidadaos capazes de interagir de maneira critica
e autbnoma com o mundo que 0s cerca.

No que diz respeito ao carater instrumental da Matematica no Ensino Médio, ela deve
ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas
a outras areas do conhecimento, assim como para a atividade profissional. Nao se trata
de os alunos possuirem muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de desenvolverem

a iniciativa e a seguranca para adapta-las a diferentes contextos, usando-as
adequadamente no momento oportuno (Brasil, 2000, p.9).

Pode-se observar que a natureza da competéncia a ser desenvolvida na formacéo do

discente ndo reside essencialmente na quantidade ou sofisticacdo das estratégias que este
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possua, mas sim nas atitudes e na proatividade apresentadas ao lidar com as diversas situagoes
que se lhe apresentam. Dessa maneira, 0 conhecimento adquirido deve estar intrinsecamente
associado ao desenvolvimento de habilidades praticas e a adocdo de atitudes assertivas no uso
das ferramentas disponiveis para a resolucdo de problemas especificos. Considerando que a
Matematica constitui uma linguagem privilegiada para a expressdo de significados e valores,
0s objetivos previstos nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM)
em relacdo a Matematica incluem, entre outros aspectos, a habilidade do estudante de se
expressar de maneira oral, escrita e grafica em contextos matematicos, além de valorizar a
precisdo da linguagem e a rigorosidade das demonstracfes matematicas (PCNEM, 2020, p. 42).

Dessa forma, entende-se que é fundamental que o professor demonstre uma
predisposicdo ativa para criar situacfes didaticas que permitam avaliar e estimular o
desenvolvimento dessas competéncias. Como o presente estudo foca no conhecimento
matematico no campo da Geometria Espacial, torna-se relevante destacar que os PCNEM
incluem objetivos especificos para essa area, visando promover uma aprendizagem significativa
e duradoura. No entanto, tais objetivos ndo podem ser efetivamente alcancados se persistirem
praticas pedagogicas pautadas predominantemente na aprendizagem por memorizacdo, em
detrimento da aprendizagem por construgdo de significados. Na abordagem baseada na
memorizacdo, 0s conteldos sdo apresentados de forma compartimentada, com exemplos
seguidos de exercicios repetitivos, enquanto na aprendizagem por significados, busca-se uma
integracdo coerente dos diversos componentes curriculares, proporcionando condicdes
concretas para a aplicacdo imediata dos conhecimentos na resolucéo de situa¢6es-problema.

Ademais, a producéo de conhecimento significativo exige uma articulacdo efetiva de
ideias, na qual o papel do docente se revela como sendo de grande relevancia. O professor,
enquanto agente catalisador de atitudes e decisdes, possui um impacto significativo na formagéo
do pensamento critico e nas escolhas dos alunos, constituindo-se, assim, em uma peca central
no processo educativo voltado para a construcdo de competéncias significativas e aplicaveis.
Acredita-se que o aluno sozinho seja capaz de construir as multiplas relagdes entre os conceitos
e formas de raciocinio envolvidas nos diversos contetidos; no entanto, o fracasso escolar e as
dificuldades dos alunos frente a Matematica mostram claramente que isso ndo é verdade (Brasil,
2000, p.9).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) destacam, de
maneira inequivoca, a relevancia da contextualizacdo e da interdisciplinaridade no processo de
construgéo do conhecimento. Essa énfase reflete a necessidade de que os temas abordados no

ambiente educacional sejam explorados em sua maxima potencialidade, seja no interior de uma
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disciplina especifica ou em sua interagdo com outras disciplinas, tanto dentro da mesma area
do saber quanto em éreas distintas. Tal abordagem visa fomentar a compreensdo integrada e
significativa dos contedos, promovendo a formacédo de um estudante mais preparado para 0s
desafios da vida contemporanea.

Nesse sentido, o documento salienta a importancia da articulagdo entre as diversas areas
de conhecimento, como Ciéncias da Natureza e Matematica, Linguagem e Codigos e Ciéncias
Humanas, de modo a evidenciar as conexdes que as disciplinas de cada area estabelecem entre
si. A interdisciplinaridade, nesse contexto, é concebida como um meio eficaz para a promogéo
de uma aprendizagem significativa, na qual os alunos possam identificar e compreender as
interrelacGes existentes entre diferentes saberes. Essa abordagem n&o apenas enriquece 0
aprendizado, mas também potencializa a aplicabilidade dos conhecimentos em situacdes
concretas, contribuindo para o desenvolvimento integral do educando.

Por meio de tal perspectiva integradora, busca-se superar a visdo fragmentada do
conhecimento, incentivando a percepgéo de que os fenémenos do mundo real estéo interligados.
Assim, o papel da escola e do professor € estruturar praticas pedagogicas que permitam aos
estudantes transitar entre diferentes areas de conhecimento, reconhecendo as interconexdes e
aplicando-as de maneira contextualizada e relevante ao seu cotidiano. A representagao visual
dessa articulacdo, frequentemente expressa por meio de diagramas ou esquemas, auxilia na
compreensdo das dindmicas existentes entre as areas e suas respectivas disciplinas,
evidenciando as multiplas possibilidades de interacdo que enriquecem o processo de ensino e
aprendizagem, conforme mostra a Figura 1.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), a Geometria é
apresentada como uma ferramenta didatica e epistemoldgica de grande importancia, com
potencial para proporcionar ao aluno uma compreensao mais aprofundada e significativa da
realidade que o circunda. Essa abordagem se fundamenta na ideia de que a Geometria, quando
explorada de maneira sistematica e contextualizada, pode promover ndo apenas o dominio de
conceitos e propriedades geométricas, mas também o desenvolvimento de habilidades

indispensaveis para a formacéo integral do individuo.
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Figura 1 — Interacéo entre Areas de Conhecimento
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Fonte: O autor, 2025.

Conforme explicitado nos PCNEM:

Numa outra direcdo, as habilidades de visualizagdo, desenho, argumentagdo l6gica e
de aplicacdo na busca de solugdes para problemas podem ser desenvolvidas com um
trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas e propriedades
geomeétricas na representacdo e visualizacdo de partes do mundo que o cerca. [...] De
fato, perceber as relagdes entre as representacdes planas nos desenhos, mapas e na tela
do computador com os objetos que Ihes deram origem, conceber novas formas planas
ou espaciais e suas propriedades a partir dessas representacdes Sdo essenciais para a
leitura do mundo através dos olhos das outras ciéncias, em especial a Fisica (Brasil,
2000, p. 44).

O trecho imediatamente anterior refor¢a a nogdo de que a Geometria se torna um meio
pelo qual o aluno pode utilizar formas e propriedades geometricas para representar e visualizar
aspectos concretos e abstratos do ambiente em que vive, contribuindo para a construgéo de uma
percepcdo mais estruturada e articulada da realidade. Além disso, ao correlacionar
representacdes bidimensionais, como desenhos, mapas e telas de computador, com objetos
tridimensionais, a Geometria apoia a compreensao de outras ciéncias, especialmente a Fisica.
Essa abordagem ndo apenas amplia as possibilidades de concepcéo e criagdo de novas formas,
planos e estruturas, mas também promove um aprendizado que transcende a memorizagao e se
alinha a formagéo de um pensamento critico e inovador.

Os Parametros Curriculares Nacionais para 0 Ensino Médio (PCNEM) evidenciam de
forma explicita a imprescindibilidade de uma formacéo adequada e continua dos professores,

fator essencial para a efetiva implementacdo de um curriculo que propde uma renovacao
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significativa nos caminhos percorridos pela formacao discente nesta etapa da Educacgéo Basica.
Reconhece-se que, em um contexto marcado por um desencontro entre 0s avancos cientificos,
tecnoldgicos e culturais, por um lado, e o desenvolvimento educacional, por outro, ndo é
possivel negligenciar a formacdo permanente do professor, principal mediador no processo de
ensino e aprendizagem.

Como desdobramento e aprofundamento das diretrizes ja estabelecidas pelos PCNEM,
foram publicados, em 2002, os PCN+EM, que introduzem reflexdes acerca de um novo papel
a ser desempenhado pelas instituicdes escolares. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
e, com maior énfase, os PCN+ destacam a importancia de que a escola amplie seus objetivos,
transcendendo a mera apropriacao de contetdos disciplinares isolados. Nesse sentido, adotam
a concepcdo de competéncias como elemento central, mesmo que esse conceito permita
interpretacdes diversas. A integracdo entre competéncias e conteldos é apresentada como uma
inovacdo relevante introduzida pelos documentos curriculares, sendo estruturada com base nos
temas que orientam e organizam o curriculo (Ricardo e Zylbersztajn, 2016).

Dessa forma, os PCN+EM reforcam a necessidade de repensar a escola como um espaco
de articulacdo ndo apenas de conteludos tradicionais, mas também de competéncias que
favorecam o desenvolvimento integral do aluno. Essa articulagdo entre competéncias e
contetdos €, sem davida, uma inovacdo proposta pelos documentos curriculares, e sua
efetivacdo depende de forma indissociavel da atuacdo qualificada e reflexiva dos professores.
Para que essa inovacao se materialize, torna-se imperativo que o professor seja continuamente
preparado para interpretar e aplicar essas diretrizes de maneira contextualizada e eficiente,
promovendo a integracdo entre os temas estruturadores e a formacéo de individuos criticos e
preparados para os desafios contemporaneos.

Ainda nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), sdo
evidenciadas propostas que visam a implementacdo de um novo modelo de avaliagdo. Dado
que os métodos de ensino e aprendizagem passaram por modificacfes significativas, ndo ha
justificativa para a manutencdo dos métodos tradicionais de avalia¢do, os quais se limitam a
estabelecer critérios baseados em notas periddicas langadas no diario de classe. Nesse contexto,
é crucial observar que a avaliacdo ndo deve se restringir a uma unica prova isolada, visto que
ela deve ser encarada como um processo continuo e orientador da pratica pedagégica. Como
parte integrante do processo de aprendizagem, a avaliacdo deve incluir registros detalhados e
comentarios sobre a producao tanto coletiva quanto individual do conhecimento, o que implica
gue ela ndo deve ser tratada como um procedimento imposto aos alunos, mas como um processo

colaborativo que envolva sua participacéo ativa (Brasil, 2000, p. 44).
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Além disso, é importante destacar que o Ensino Médio deixou de ser,
predominantemente, uma mera porta de acesso ao Ensino Superior, uma vez que a maioria dos
estudantes dessa etapa educacional busca, antes de tudo, uma qualificagdo mais abrangente,
voltada tanto para a vida cotidiana quanto para o mercado de trabalho. Portanto, aprimorar a
escola para que atenda adequadamente a esse publico-alvo significa contribuir de maneira
significativa para o desenvolvimento pessoal e profissional dos alunos. No campo da
Matematica, a resolucdo de problemas se constitui como um elemento essencial para o
desenvolvimento do raciocinio l6gico e para a aquisicao de habilidades no uso de instrumentos
caracteristicos da disciplina, como axiomas e teoremas. Nesse sentido, ao tratar dos conceitos
de conhecimento e competéncia, 0s PCN+ para o Ensino Médio deixam claro que essas duas
dimensBes ndo sdo opostas, mas podem, e devem, ser integradas e trabalhadas de forma
conjunta na formacéo do aluno, especialmente nesta Gltima etapa da Educacdo Basica. Como
afirmado nos documentos, a abordagem dessas duas dimensdes em conjunto é fundamental para
0 desenvolvimento pleno do educando.

Embora a implementacdo de novas abordagens pedagdgicas seja fundamental, é
relevante ressaltar que a eliminagdo de exercicios tradicionais, como aqueles do tipo “calcule...”

2

ou “resolva...”, ndo se mostra apropriada, pois esses exercicios desempenham um papel
significativo no aprendizado das técnicas e propriedades fundamentais. Entretanto, é
imprescindivel reconhecer que, por si sO, esses exercicios ndao sao suficientes para preparar 0s
alunos, tanto para a continuidade de seus estudos, quanto para o desenvolvimento de uma visdo
de mundo abrangente, o u ainda, para sua integracdo plena no contexto social e no mercado de
trabalho (Brasil, 2002, p. 110). Dessa forma, € possivel afirmar que, apesar de sua importancia,
a limitagdo de um ensino focado unicamente na resolugdo de exercicios ndo proporciona, por
si s0, uma formag&o integral do aluno, sendo necessaria a incorporacdo de abordagens mais
amplas que favore¢cam seu desenvolvimento como cidaddo e profissional.

A luz dessas consideracdes, pode-se observar que os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) representaram um avanco significativo ao procurar padronizar e direcionar a qualidade
do ensino no Brasil, alinhando a educagdo do pais a um conjunto comum de diretrizes. No
entanto, a implementacgdo efetiva desses parametros se depara com uma série de desafios, 0s
quais incluem, entre outros, a caréncia de professores qualificados no ensino publico, a auséncia
de programas de formacéo continuada para os educadores e a deficiéncia de infraestrutura nas
escolas, 0 que compromete as condi¢es necessarias para 0 desenvolvimento de atividades
pedagdgicas produtivas, que, por sua vez, sdo essenciais para garantir uma aprendizagem

verdadeiramente significativa. Além disso, é necessario compreender que, em uma sociedade
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dindmica e em constante transformacao, a educagédo precisa evoluir de maneira concomitante
aos movimentos sociais, culturais e econdmicos, a fim de atender as demandas e necessidades
emergentes de seus componentes.

Com esse objetivo, foram instituidos diversos foruns de discussdo em distintas regides
do pais, nos quais buscava-se encontrar novas solugdes para o problema da diversidade de
curriculos que ainda persiste nos sistemas educacionais do Brasil. Esse processo de debate e
reflexdo inicial constituiu o embrido da Base Nacional Curricular Comum (BNCC), um marco
importante que sera analisado com maior profundidade na préxima secao deste estudo. Assim,
pode-se perceber que, ao longo do tempo, as diretrizes curriculares do pais vém se adaptando
as novas exigéncias educacionais, buscando sempre promover uma educacdo de qualidade e
equidade para todos os estudantes, independente das diferencas regionais e socioeconémicas.

A publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) representou, sem duvida,
um esforgo significativo para o aprimoramento da educag&o no Brasil. No entanto, é importante
reconhecer que tal iniciativa ndo se configurou como a solucdo definitiva para todos 0s
problemas enfrentados pelo sistema educacional brasileiro. Isso se deve, em parte, ao fato de
que, em algumas situacGes, a implementacdo desses parametros gerou consequéncias
indesejadas nas praticas pedagdgicas de determinados profissionais. Tais consequéncias, muitas
vezes, resultaram em comportamentos que contrariam os principios éticos fundamentais da
profissdo docente. Conforme aponta Moreira (1996), diversos estudos evidenciam a utilizacéo
de artificios por parte dos educadores, os quais, em defesa de suas proprias praticas, acabam
por se concentrar mais no treinamento técnico de seus alunos, com o objetivo de garantir o
cumprimento dos requisitos exigidos pelos testes de avaliagdo. A pressdo para obter bons
resultados nas avaliagdes acaba por redirecionar o foco da formacao para aspectos superficiais
e quantificaveis, como a simples execucdo de tarefas mecanicas, em detrimento de um
aprendizado mais profundo e reflexivo. Em alguns casos, a busca por resultados rapidos leva
alguns docentes a adotarem comportamentos que, embora possam parecer eficazes em curto
prazo, configuram praticas avaliativas pouco éticas, como a manipulacdo de resultados para
garantir notas mais altas (Moreira, 1996, p. 6).

Esse cenério evidencia que, embora os PCN representem um avanco significativo, ainda
h& uma grande necessidade de aperfeicoamento no campo educacional, no que tange a formacéo
e pratica dos educadores. Isso se reflete ndo apenas na implementacdo de novos modelos de
avaliacdo e de ensino, mas também na constru¢do de uma cultura educacional mais ética e
comprometida com o desenvolvimento integral do aluno. Os desvios de procedimento

identificados nas praticas pedagogicas de alguns professores, ao priorizarem a adequacao aos
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testes e ndo a formacdo plena das competéncias e habilidades dos alunos, indicam a urgéncia
de se repensar a maneira como 0s objetivos educacionais sao perseguidos. Assim, 0 processo
de evolugdo da Educacdo brasileira exige ndo apenas a aplicacdo de novos parametros
curriculares, mas também uma reflexdo profunda sobre os métodos pedagdgicos e as avaliacdes,
com vistas a garantir que o desenvolvimento do aluno seja realmente significativo e ético.

A BNCC, resultado de amplos debates realizados em diversos foruns representativos da
sociedade brasileira, foi concebida com o proposito de estabelecer diretrizes sobre o que deve
ser ensinado nas instituices de ensino durante a Educacdo Basica. Este esforco culminou na
aprovacdo e homologacdo da BNCC para a Educacdo Infantil e o Ensino Fundamental em
dezembro de 2017, e, posteriormente, para o Ensino Médio em dezembro de 2018 (Brasil,
2019). Dessa forma, foram consolidados documentos que oferecem uma referéncia unificada
para definir os objetivos de aprendizagem a serem alcancados em cada etapa da Educacéo
Bésica, eliminando, assim, a diversidade de modelos educacionais que antes existia sem uma
base comum de aprendizagem.

Dado que este estudo se concentra na analise da Geometria Espacial, cuja abordagem se
intensifica no Ensino Médio, a BNCC desse nivel de ensino sera o objeto principal de atencéo.
A Base Nacional Comum Curricular para o Ensino Médio esta organizada em quatro grandes
areas do conhecimento: Linguagens e suas Tecnologias; Matematica e suas Tecnologias;
Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias; e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. Essas areas,
por sua vez, sdo estruturadas em competéncias que, de maneira articulada, visam atender as
aprendizagens essenciais que caracterizam o Ensino Médio como a etapa final da Educacao
Bésica.

No desdobramento dessas competéncias, encontram-se habilidades especificas que
definem as aprendizagens minimas indispensaveis a formacao integral do estudante dessa etapa.
Tendo em vista que este trabalho propfe investigar a aplicacdo de Geometria Dindmica e
Visualizagdo Geométrica no desenvolvimento de habilidades relacionadas a Geometria
Espacial, sera dada énfase as competéncias que abarcam esse tema, especificamente as
Competéncias Especificas 2, 3 e 5, conforme descritas na BNCC. Essas competéncias serdo
analisadas de forma detalhada, considerando suas inter-relacbes com o0s objetivos de
aprendizagem e a potencial contribui¢cdo dos materiais manipulaveis no processo de ensino-
aprendizagem da Matematica no Ensino Médio.

A Competéncia Especifica 2, delineada na Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
para 0 Ensino Medio, apresenta-se de forma a enfatizar a necessidade de os estudantes

desenvolverem a capacidade de interpretar, analisar e representar fenémenos e situacdes do
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cotidiano utilizando diferentes linguagens matematicas. Essas linguagens abrangem, de modo
amplo, ferramentas como gréficos, tabelas, formulas, diagramas, esquemas e representaces
geomeétricas, sendo este Ultimo um aspecto que conecta diretamente a referida competéncia a
Geometria Espacial. A abordagem desta competéncia visa, portanto, estimular a construcao de
um raciocinio matematico sélido, ancorado em uma multiplicidade de formas de expressao que
permitam ao aluno compreender, comunicar e resolver situagdes diversas, associando teoria e
pratica de forma integrada, apresentando-se da seguinte forma:
Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar de acbes para
investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente
responsaveis com base na analise de problemas de urgéncia social, como os voltados
a situagdes de saude, sustentabilidade, das implicagdes da tecnologia no mundo do

trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos, procedimentos e linguagens proprios
da Matemética (Brasil, 2018, p. 526).

Tal competéncia estd pautada na proposta de aplicacdo pratica e integrada dos
conhecimentos adquiridos, englobando conceitos, linguagens e procedimentos especificos da
Matematica, construidos ao longo dessa etapa da Educacdo Basica. Através de uma abordagem
estruturada, busca-se que tais conhecimentos sejam utilizados em a¢des planejadas, seja de
forma individual ou colaborativa, com o objetivo de enfrentar e solucionar problemas concretos.
Nesse contexto, enfatiza-se a importancia de fomentar o didlogo entre os estudantes,
incentivando a troca de ideias, intervencGes dialégicas e a apresentacdo de argumentos
embasados, que conduzam a formulacédo de respostas éticas e socialmente responsaveis.

Dessa maneira, a competéncia em questdo desempenha um papel fundamental no
processo de engajamento social do aluno, habilitando-o como cidaddo ativo e consciente, apto
a agir em diferentes situacdes e contextos. Tal desenvolvimento ndo apenas contribui para a
ampliacdo de sua capacidade de interpretar e compreender a realidade que o cerca, mas também
fortalece a percepcdo de que a Matematica transcende seu carater disciplinar tradicional,
assumindo um papel instrumental significativo na solucdo de problemas reais. Exemplos disso
podem ser observados em areas como salde, sustentabilidade e outras esferas que demandam
uma andalise matematica criteriosa para a construcao de respostas e agdes adequadas.

Com o proposito de alcancar tal finalidade, evidencia-se que o elemento especifico da
Matematica, que se configura como ferramenta essencial no contexto da Geometria Espacial,
encontra-se devidamente delineado na habilidade: (EM13MAT201) Propor acbes comunitarias,
como as voltadas aos locais de moradia dos estudantes, dentre outras, envolvendo célculos das
medidas de area, de volume, de capacidade ou de massa, adequados as demandas da regido
(Brasil, 2018, p. 526).
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O dominio da anteriormente referida habilidade, por sua vez, transcende o &mbito
puramente académico ao fomentar uma integracdo efetiva e responsdvel do estudante na
comunidade em que esté inserido. Tal processo resulta na aplicacdo pratica e significativa dos
conhecimentos matematicos adquiridos em sala de aula, direcionados a atividades que
promovem melhorias no ambiente em que o aluno reside. Dessa forma, o aprendizado
ultrapassa os limites do espaco escolar, estabelecendo uma conex&o produtiva entre o saber
tedrico e sua utilidade no cotidiano, evidenciando o valor do trabalho colaborativo na
construcdo de solucdes reais. Ademais, essa dindmica de ensino e aprendizagem nao apenas
valoriza o conhecimento adquirido, mas também exerce um papel essencial na elevacdo da
autoestima do discente, ao proporcionar-lhe a oportunidade de contribuir ativamente para o
bem-estar de sua comunidade (veja Quadro 2).

Ja a Competéncia Especifica 3, estabelecida na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para o Ensino Médio, busca ressaltar a importancia do desenvolvimento de habilidades
que possibilitem aos estudantes a proposicao e a execugdo de agdes voltadas a resolucao de
problemas complexos presentes na sociedade, com uma énfase particular na aplicacdo dos
conhecimentos matematicos em contextos sociais e comunitarios. A competéncia almeja que
os alunos possam, de forma ética e responsavel, utilizar os conceitos, as técnicas e 0s
procedimentos da Matematica, integrando-0s ao processo de tomada de decisdes que envolvem
questBes relevantes, como as que se referem a salde, sustentabilidade e aos impactos da
tecnologia no mundo do trabalho. Além disso, essa competéncia propde o engajamento do
estudante na andlise critica de situagdes reais, estimulando sua atuacdo como cidadédo capaz de
influenciar e modificar a realidade que o cerca, por meio de um trabalho coletivo que envolva
a Matematica como ferramenta essencial para a compreensédo e solugdo de desafios concretos

da vida cotidiana.

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus campos —
Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica —,
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagéo das solucfes propostas, de
modo a construir argumentacdo consistente (Brasil , 2018, p.527).
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Quadro 2 — Analise Curricular (EM13MAT201)

EM13MAT201

Propor ou participar de agdes adequadas as demandas da regido, preferencialmente
para sua comunidade, envolvendo medigdes e calculos de perimetro, de éarea, de
volume, de capacidade ou de massa.

Habilidade

Essa habilidade redireciona o foco dos conceitos de medigao, antes centrados em si
mesmos, para sua aplicagdo pratica na resolugdo de problemas vinculados a
demandas especificas, identificadas pelo estudante ou pelo grupo ao qual pertence.
Os calculos de perimetro, area, volume, capacidade e massa tornam-se instrumentos
transformadores da realidade local, incorporando, de forma integrada, aspectos
sociais e ambientais relevantes a comunidade.

Comentario

Geometria métrica: conceitos e procedimentos. Sistema métrico decimal e unidades

Obj etos do conhecimento < L e < i
nao convencionais. Fungdes, formulas e expressoes algébricas

Compreender diferentes métodos para calcular o perimetro de espagos produtivos ou
terrenos voltados ao manejo agricola. Utilizar composicio e decomposi¢do de
figuras geométricas para calcular areas de cultivo, desmatamento ou preservagéo,
com base em imagens obtidas na internet. Resolver problemas locais que envolvam
perimetro, area, volume, capacidade ou massa. Avaliar a relagéo entre area e volume
interno de embalagens para armazenamento. Escolher unidades de capacidade
adequadas para medir situagdes como irriga¢do, indices pluviométricos e desperdicio
de agua. Propor iniciativas de reciclagem, reutilizagdo ou reparo, considerando a
produgdo de lixo na comunidade, entulhos de obras e descarte de residuos
eletronicos.

Exemplo de objetivos de aprendizagem

Essa competéncia, ao prever a produgio de algo por parte do estudante — seja de
forma individual ou colaborativa —, posiciona a Matematica como uma ferramenta
essencial, com seus procedimentos e linguagem, interagindo com outros
componentes curriculares. A proposta de agdes que envolvem o0s objetos de
conhecimento mencionados sugere a adogdo de metodologias ativas, como a
execucdo de projetos. A escolha dos temas, feita pelos proprios alunos, pode
abranger a diversidade de realidades, contextos e culturas do Brasil. Um projeto
Possbilidades para o curriculo significativo para os jovens certamente envolve uma questio inicial que se
transforma em um problema relevante, passando por etapas de pesquisa em diversas
fontes, organizacio de dados e sua representagdo. Durante o desenvolvimento dessa
habilidade, pode surgir a necessidade de modelos matematicos para resolver
problemas antes desconhecidos, o que contribui para o letramento matematico do
estudante. Essa competéncia se alinha a Competéncia Geral 1 da BNCC, pois o
conhecimento historicamente produzido possibilita ao estudante compreender e
explicar situagdes em consonancia com seus interesses e motivagdes.

Fonte: O autor, 2025.

O desenvolvimento da Competéncia Especifica 3 requer que o aluno nao apenas domine
os conceitos fundamentais presentes nos campos da Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas,
Geometria, Probabilidade e Estatistica, mas também que seja capaz de aplica-los de maneira
eficaz nos procedimentos necessarios a resolugédo de problemas. Contudo, é importante destacar
que o alcance desta competéncia vai aléem da simples resolucdo de problemas, pois envolve a
construcdo de modelos matematicos que representem situagdes concretas. Para tanto, faz-se
necessario que o aluno, ao longo do processo de modelagem e resolucéo, analise e valide os
resultados obtidos, reconhecendo que nem sempre as solucGes iniciais serdo adequadas ou

precisas. Esse processo de andlise, frequentemente, envolve a aplicacdo de uma abordagem de
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tentativas e erros, 0 que, por sua vez, exige que o estudante adote uma postura reflexiva,
avaliando e discutindo as estratégias empregadas, promovendo assim um ciclo de aprendizagem
continuo que favorece o aprimoramento das suas habilidades matematicas e do seu raciocinio
I6gico, enunciando-se da seguinte forma: (EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo de areas totais e de volumes de prismas, pirdmides e corpos redondos
(cilindro e cone) em situagdes reais, como o célculo do gasto de material para forragcbes ou
pinturas de objetos cujos formatos sejam composi¢oes dos sélidos estudados (Brasil, 2018, p.
529).

Para o desenvolvimento pleno dessa habilidade, é de grande importancia que o estudante
adquira e se aproprie dos conceitos e dos instrumentos matematicos disponiveis no campo da
Geometria, os quais devem ser alicercados nos elementos que foram inicialmente abordados
nos anos finais do Ensino Fundamental. A partir dessa base teorica, espera-se que o aluno
consiga aplicar tais conhecimentos em contextos préaticos e reais, evidenciando a relevancia da
Matematica no cotidiano. Nesse sentido, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) busca,
de maneira explicita, integrar o aprendizado matematico a realidade vivida pelos alunos,
superando a concepcdo de uma Matematica excessivamente teorica, desvinculada das
necessidades e desafios do seu dia a dia. Ao aproximar o processo de aprendizagem da prética
cotidiana, a BNCC contribui significativamente para o desenvolvimento de uma aprendizagem
que se caracteriza como significativa, permitindo ao aluno perceber a utilidade do que aprende
no seu contexto social e no mundo que o cerca (Quadro 3 — Analise Curricular
(EM13MAT309)).

A Competéncia Especifica 5, estabelecida pela Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para o Ensino Médio, se apresenta de maneira a ressaltar a importancia de os
estudantes utilizarem estratégias matematicas eficazes no processo de resolugdo de problemas
gue envolvem questdes praticas do cotidiano. A proposta dessa competéncia ndo se limita a
mera aplicacdo de célculos ou técnicas isoladas, mas se estende ao desenvolvimento de uma
capacidade analitica, critica e reflexiva que permita ao aluno, de maneira articulada e
estruturada, interpretar e construir modelos matematicos que reflitam situagdes reais e
complexas. Assim, essa competéncia incita a utilizagdo de conceitos e procedimentos que
abrangem os diversos campos da Matematica, como a Aritmética, a Algebra, a Geometria, entre
outros, visando, inclusive, a analise da plausibilidade e adequacgéo dos resultados obtidos. O
ensino, nesse sentido, torna-se um processo integrador, que vai além da resolucao de problemas
isolados, promovendo o desenvolvimento de um raciocinio l6gico e argumentativo consistente

capaz de proporcionar solucdes adequadas e éticas, aplicaveis a desafios do cotidiano.
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Quadro 3— Analise Curricular (EM13MAT309)

Habilidade

EM13MAT309

Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de 4reas totais e de volumes
de prismas, piramides e corpos redondos em situagdes reais (como o calculo do
gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
composigoes dos solidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Comentario

Essa competéncia aborda a Geometria Métrica aplicada aos sélidos geométricos,
focando no calculo de suas areas e volumes. No Ensino Médio, a Geometria
Espacial passa a integrar e relacionar as propriedades e caracteristicas dos poliedros
e corpos redondos. Embora essa habilidade tenha uma abordagem pratica bastante
marcante, é fundamental considerar os processos cognitivos envolvidos na resolugio
de problemas dessa area. O estudante deve ser capaz de associar situagdes cotidianas
a representagdes geométricas, construir modelos adequados e aplicar métodos de
calculo para caracteristicas desses solidos, a fim de resolver e analisar os problemas
propostos.

Obj etos do conhecimento

Geometria Métrica: poliedros e corpos redondos. Area total e volume de prismas,
piramides e corpos redondos.

Exemplo de objetivos de aprendizagem

Determinar o volume de poliedros e corpos redondos em contextos praticos, como
no calculo da capacidade de embalagens e recipientes. Empregar técnicas de
decomposigdo ou composigdo de solidos mais simples para calcular volumes, por
exemplo, ao calcular a capacidade de um copo descartavel (tronco de cone) ou o
volume de materiais necessarios para construir um redutor de velocidade (quebra-
molas) (tronco de piramide). Estimar a quantidade de material necessario para cobrir
(area) objetos ou embalagens compostos por partes semelhantes a solidos
geométricos (prismas, piramides e corpos redondos). Aplicar as propriedades
geométricas de figuras planas e espaciais em situacoes reais, envolvendo o calculo
de areas e volumes de soélidos inscritos ou circunscritos. Criar problemas que
envolvam representagdes de solidos geométricos efou o calculo de areas e volumes
de prismas, piramides e corpos redondos.

Possbilidades para o curriculo

Esta habilidade aborda duas principais aplicacoes dos solidos geométricos no Ensino
Médio. A primeira conecta-se as Artes, por meio da criagdo de maquetes, modelos e
esculturas utilizando solidos geométricos, o que favorece a visualizagdo e aplicagao
dos conceitos. A segunda se foca na preparagdo para o mercado de trabalho, ao
propor situagdes-problema em que ¢ necessario otimizar recursos na fabricagao de
embalagens, recipientes, containers, silos, entre outros. Em ambos os casos, é
essencial o calculo preciso da area e do volume dos objetos. O uso de tecnologias,
como softwares graficos e impressoras 3D, potencializa o desenvolvimento dessa
habilidade, ampliando as opgoes de aprendizagem. A formulagdo de problemas pelos
estudantes, em contextos reais, estimula o desenvolvimento da comunicagio
matematica e a andlise critica das solugdes, sendo fundamental para o
aprofundamento do conhecimento.

Fonte: O autor, 2025.

Dessa maneira, a Competéncia 5 objetiva a formacao de cidad&os que saibam aplicar os

conhecimentos matematicos de maneira contextualizada e responsavel, ampliando a

compreensdo do mundo e as possibilidades de acdo do aluno dentro de uma sociedade dindmica

e multifacetada, elucidando-se da seguinte maneira:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando recursos e estratégias como observacdo de padrdes,
experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas (Brasil,

2018, p. 532).



41

A manifestacdo dessa competéncia pode ser evidenciada por meio da realizacdo de
experiéncias que permitam ao estudante observar fendmenos, seguidas de investigagdes e
explicacbes fundamentadas em argumentos devidamente elaborados, que justifiguem suas
observacdes ou, alternativamente, em contraexemplos que refutem as proposicdes iniciais.
Sempre que possivel, essas observacdes devem ser formalizadas em proposi¢cdes matematicas
passiveis de demonstragdo, traduzindo os fenémenos observados para a linguagem rigorosa e
precisa da Matematica. Nesse contexto, o uso de materiais manipulaveis revela-se uma
estratégia pedagogica eficaz, como, por exemplo, na utilizacdo de sélidos geométricos para a
determinacdo da massa de um corpo imerso em um liquido, desde que a densidade da substancia
constitutiva seja conhecida.

Além disso, € fundamental ressaltar que o desenvolvimento dessa competéncia conduz
o0 aluno a compreender que, embora a Matematica pertenca ao dominio das ciéncias exatas, ndo
esta imune a equivocos em sua formulacdo, especialmente quando aplicada como instrumento
para explorar a realidade. Esse reconhecimento é vital para que o estudante perceba que, por
ser manipulada e aplicada por seres humanos, a Matematica pode, ocasionalmente, estar sujeita
a falhas, reforcando a necessidade de uma postura critica e reflexiva em relacédo ao seu uso.

No que tange & Geometria Espacial, o item associado ao desenvolvimento dessa
competéncia encontra-se expresso na habilidade EM13MATS504, que propde: “Investigar
processos de obtencdo da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo
o principio de Cavalieri, para a obtencdo das formulas de célculo da medida do volume dessas
figuras" (Brasil, 2019, p. 533). Essa habilidade, em sua esséncia, promove uma inversdo da
pratica tradicional em sala de aula, que frequentemente se limita a entrega de férmulas prontas
Ou, N0 maximo, a exposicao de suas deducdes no quadro. Com essa abordagem, o aluno é
encorajado a propor métodos proprios para a obtencao das expressées matematicas, explorando,
sempre que possivel, materiais concretos ou tecnologias apropriadas, como o uso de softwares
educacionais (Quadro 4).

Neste capitulo, foi realizada uma andlise histérica e normativa da implementacéo do
processo educacional no Brasil, iniciando na era colonial, atravessando o periodo imperial e
alcancando a contemporaneidade, com destaque para a LDB, os PCN e a BNCC. Com base
nessa analise, destacaram-se as competéncias e habilidades que se relacionam diretamente aos
elementos de Geometria Espacial. No capitulo seguinte, apresenta-se alguns conceitos de

Geometria Espacial necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.
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Quadro 4 — Analise Curricular (EM13MAT504)

Habilidade

EM13MAT504

Investigar processos de obten¢do da medida do volume de prismas, piramides,
cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a obtengio das formulas de
calculo da medida do volume dessas figuras.

Comentario

Essa habilidade refere-se ao estudo dos processos para o calculo de volume de
solidos geométricos. O trabalho envolvendo o calculo de volume comega nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental e, de acordo com a BNCC, se desenvolve de
maneira progressiva até culminar no aprimoramento dessa habilidade. A
compreensao intuitiva/experimental do Principio de Cavalieri ¢ a base para o calculo
do volume desses sélidos, ou seja, a partir da observagao e analise de modelos e da
comparagdo de suas caracteristicas, o estudante podera generalizar o processo de
obtencdo do calculo de volume para cada tipo de solido. Nesse contexto, a
experimentacao/exploracdo precede a sistematizagdo dos procedimentos de calculo e
a resolugéo de problemas, conforme previsto em EM3MAT3009.

Obj etos do conhecimento

Estudo dos solidos geométricos, como prismas, piramides, cilindros e cones, e 0
calculo de seus volumes.

Exemplo de objetivos de aprendizagem

Verificar que as segdes paralelas a base de um prisma s3o congruentes entre si por
meio da manipulagdo de materiais variados, como blocos de papel, pedagos de
papeldo ou cartas de baralho. Realizar comparagdes de volumes entre modelos de
prismas retos e piramides retas com a mesma altura e area de base, utilizando
materiais de preenchimento, como serragem, sementes, areia fina e agua, para
visualizagdo pratica. Estabelecer uma comparagio entre 0 volume interno de cones e
cilindros de mesma base e altura, novamente utilizando diferentes materiais de
preenchimento. Desenvolver expressdes algébricas que representem o volume de
solidos geométricos como prismas, pirdmides, cilindros e cones, com base na
formula do volume de um paralelepipedo.

Possbilidades para o curriculo

Uma abordagem para o desenvolvimento dessa competéncia envolve a aplicacdo da
geometria pratica por meio da construgdo de modelos algébricos para determinar o
volume de sélidos geométricos. O Principio de Cavalieri pode ser deduzido de
forma informal pelo aluno ao observar e comparar o volume de um sélido ao
modificar a disposicio de suas segdes transversais. E fundamental ressaltar que nio
s30 0s objetos em si que facilitam o aprendizado, mas a reflexdo sobre seus
volumes, que sao entendidos como a medida do espago que ocupam. Ao realizar
comparagdes entre as caracteristicas dos solidos geométricos, o aluno vivencia o
processo de construgao do conceito e se apropria desse conhecimento, aplicando-o
de forma autbnoma. Durante o processo investigativo, o estudante evolui de um
mero utilizador de formulas para um verdadeiro criador das expressoes algébricas
que determinam os calculos de volume.

Fonte: O autor, 2025.
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3 ALGUNS TOPICOS DE GEOMETRIA ESPACIAL

Este capitulo tem por objetivo explorar os seguintes topicos de Geometria Espacial:
projecdes ortogonais, sélidos de revolucédo e truncamento de sélidos. O estudo realizado nas
proximas subsecdes esta baseado em Lira (2020); Dolce et al (2013) e Carvalho (1999), obras
estas que podem ser consultadas para maiores esclarecimentos.

Pontos, retas e planos sdo conceitos primitivos que ndo tém uma definicdo, mas podem
ser representados geometricamente. Para tais conceitos € adotada a seguinte notacgéo:

» Pontos: letras maidsculas, como A, B, X, Y;
» Retas: letras minasculas, comor, s, t;

» Planos: letras gregas, como a, 3, I'.

3.1 Axiomas

Abaixo, enuncia-se alguns Axiomas que embasam a teoria de Geometria Espacial.

Axioma 1. Em qualquer reta no espaco, € possivel identificar-se tanto pontos que estao
localizados sobre a reta quanto pontos que estéo fora dela.

Axioma 2. para quaisquer dois pontos distintos que sejam escolhidos no espaco
tridimensional, existe exatamente uma reta Unica que pode ser tracada, passando por esses dois

pontos simultaneamente.

A reta que passa pelos pontos A e B € indicada pela notacéo AB, na qual a seta sobre
as letras A e B simboliza que se trata de uma reta continua que passa por estes dois pontos.
Quando se trata de um segmento de reta, que é a parte da reta limitada pelos pontos A e B,
utiliza-se a notagdo AB, onde o traco horizontal sobre as letras indica que é uma porcéo finita
da reta, ou seja, um segmento que comeca em A e termina em B.
Por fim, a semirreta é uma parte da reta que tem um ponto de origem, mas se estende

infinitamente em uma direcdo. A notagdo para semirreta que comega no ponto A e passa por B

AB, em gue a seta sobre as letras indica que a reta se estende infinitamente a partir do ponto A,

passando por B, conforme ilustra a Figura 2.
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Figura 2 — Reta, Semirreta e Segmento de Reta

Reta — Infinita nos dois extremos

Semirreta — Infinita em um extremo e limitada no outro

-

Segmento de reta — Limitada nos dois extremos.

Fonte: O autor, 2025.

Axioma 3. Em qualquer conjunto de trés pontos que ndo sejam colineares, define-se de
forma Unica um plano, estabelecendo-se assim uma relacao clara entre os pontos e os planos.

Axioma 4. Para qualquer plano especifico, existem pontos que estéo localizados sobre
o plano e outros que estéo fora dele.

Axioma 5. quando se consideram dois planos que compartilham um ponto em comum,
ndo se limita a uma simples intersecdo pontual, pelo contréario, esses planos se cruzam ao longo
de uma linha, implicando que compartilnem infinitos pontos em comum, além disso, caso
compartilhem todos os seus pontos, sdo planos coincidentes.

Por fim, os critérios de congruéncia que sao aplicaveis a triangulos em geometria plana
mantém sua validade mesmo quando se trata de tridngulos situados em planos distintos,
garantindo assim a consisténcia das caracteristicas geométricas independentemente da posicao
dos planos.

O (Unico) plano que passa por trés pontos ndo colineares A, B e C é indicado por (A, B,
C). Portanto, se um plano 17 é tal que inclui os pontos A, B e C, sua notacdo é indicada por
11=(A, B, C).

Figura 3 — Plano

B n
[ ]
oC
Ae
Fonte: O autor, 2025.
A seguir dois resultados importantes.
1) Para quaisquer dois pontos distintos, existe um plano capaz de conté-los.

Considerando-se A e B dois pontos distintos, de acordo com 0 Axioma 2, tem-se uma

reta r que contém A e B. Também conforme o referido axioma, tem-se um ponto C que ndo
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pertence a tal reta. Sendo assim, A, B e C ndo pertencem a uma mesma reta (sdo ndo colineares)

e, por conseguinte, do Axioma 3, tem-se um plano que contém A, B e C.

Figura 4 — Plano determinado por uma reta e um ponto exterior a reta

B I

oC

Fonte: O autor, 2025.

I Para uma reta que contém dois pontos situados em um mesmo plano, toda ela esta
situada nesse plano.
Considerando-se A e B dois pontos distintos tais que ambos pertengcam a um mesmo
plano I1 e considerando-se reta r = AB, mostrar-se-a que r c 1. Sabe-se que, em Geometria
Plana, tem-se uma reta s c IT que contenha A e B. Portanto, sendo r e s retas que contenham A

e B, de acordo com 0 Axioma 2, tem-se a igualdade r =s. Assim sendo, tem-se r c I1.

Figura 5 — Reta pertencente ao plano

B r IT

Fonte: O autor, 2025.
Em decorréncia desta justificativa, tem-se as seguintes situacdes das posi¢des relativas

entre uma reta r e um plano I1:

) N&o havendo intersecdo entre a reta r e o plano 171 (r N 1T = @), tem-se que a reta r é

paralela ao plano I1;
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Figura 6 — Reta paralela ao plano
B

Fonte: O autor, 2025.

i) A intersecdo entre a reta r e 0 plano IT sendo um (nico) ponto (r N I7 = 3!, r N [T = P),

tem-se que aretar é secante ao plano I1;

Figura 7 — Intersecdo entre reta e plano
X

\ m
P

B

Fonte: O autor, 2025.

iii) A reta r estando contida no plano 7 (r c IT), tem-se que todos 0s seus pontos pertencem

aretar.

Figura 8 — Reta contida no plano

/)

Fonte: O autor, 2025.
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Observacédo: Denota-se por r || I1, o paralelismo entre a reta uma reta r e um plano 11.

1)  Considerando-se IT e IT" dois planos distintos, ¢ A e B dois pontos distintos situados na

intersecdo entre eles, tem-se como resultante a reta AB (4B = I1 N IT).

Pois, sendo os pontos A e B pertencentes a interse¢ao entre os planos [Te IT' (A, B € I1
N IT"), de acordo o Axioma 5, tem-Se que a reta que passa pelos pontos A e B esta contida na
intersecéo entre os referidos planos (AB < IT N IT'). Considerando-se que exista um ponto C
pertencente a interse¢do entre os referidos planos, desde que este ponto ndo pertenca a reta que
passaporAeB(CeIINIT'|C¢ AB ), tem-se que os pontos A, B e C ndo pertencem a mesma
reta. Porém, ainda pelo Axioma 3, (A, B, C) € o Unico plano que contém A, B e C, de tal forma
que os planos I1, IT" e (A, B, C) sdo o mesmo plano (IT = (A, B, C) =IT"), resultando assim num
absurdo, visto que os planos II e IT’ s3o dois planos distintos entre si. Logo, a reta que passa

pelos pontos A e B esta situada na intersecdo entre os referidos planos (AB =I1 N IT').

IV)  Considerando-se dois planos distintos com pelo menos um ponto em comum, tem-se

que a intersecdo entre ambos € uma reta.

Pois, tomando-se IT e IT' dois planos distintos € um ponto A pertencente a intersecdo
entre tais planos (A € IT N IT'), existe um ponto B distinto de A (B # A) tal que mesmo ponto

B pertencga a intersecdo entre os referidos planos (B € IT N IT'). Pelo proprio Axioma 5, a

resultante da intersecdo entre os planos € a reta AB (ﬁ =11 NIT).
Em decorréncia disto, tem-se, para a posicao relativa entre dois planos IT e IT":

i) Nao havendo intersegdo entre os planos ITe IT' (IT N IT' = @), diz-se que os planos

séo paralelos.

Figura 9 — Planos paralelos

i
S S

Fonte: O autor, 2025.



48
i) Sendo uma reta, a interse¢ao entre os planos IT e IT’, (IT N IT"), diz-se que 0s

planos séo secantes.

Figura 10 — Planos secantes

Fonte: O autor, 2025.

iii)  Sendo todos os pontos de um plano IT pertencentes ao plano IT' (IT = IT"), diz-se

que os planos sdo coincidentes.

Figura 11 — Planos coincidentes

nm=1Ir

Fonte: O autor, 2025.

Observacéo: Dois planos paralelos IT e IT' sdo representados por IT || TT".

3.2 Construcao de Planos

Trés pontos distintos e ndo colineares sdo suficientes para determinar, de forma Unica,
a existéncia de um plano. Partindo deste Axioma, esta secéo se dedicara ao estudo de outros
resultados e propriedades intrinsecamente relacionados a caracterizacdo e compreensdo dos

planos no contexto geométrico.
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3.2.1 Determinacédo de um plano por uma reta e um ponto externo a mesma.

Teorema. Dados uma reta e um ponto néo pertencente a ela, existe apenas um plano que os

contém.

Considere-se uma reta r e um ponto P ndo pertencente a esta reta (P & r). Sendo Ae B
dois pontos distintos em r, como A, B e P ndo estdo alinhados, pelo Axioma 3, existe um Unico
plano IT que contém estes trés pontos, isto &, IT = (A, B, P) (ver figura 3). Logo, tem-se que 0
plano IT contém a reta r (IT > r ou r c II). O mesmo Axioma 3 garante que tal condi¢do seja
Unica.

Tomando-se duas retas r e s no espaco, podemos classificar suas posicdes relativas da

seguinte maneira:

1) se existe um ponto P que ¢ a intersecao entre duas retasre s (r N s =P), diz-sequeres

S840 concorrentes;

Figura 12 — Retas concorrentes

Fonte: O autor, 2025.

1)} se r e s séo coplanares (pertencem ao mesmo plano) e ndo existe intersecdo entre ambas

(r N s =), diz-se que r e s sdo paralelas;

Figura 13 — Retas paralelas

r I

Fonte: O autor, 2025.

II)  seresndo sdo coplanares e ndo existe interse¢do entre ambas (r N s = @), diz-se que r

€ S SA0 reversas;
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3.2.2 Determinacéo de um plano gerado por retas paralelas

Teorema. Dado um par de retas paralelas, existe um Gnico plano que as contém.

Considere-se r e s duas retas paralelas (e coplanares, por consequéncia do paralelismo
entre ambas), existe um plano IT que as contém. Supondo-se agora que I1' também seja um
plano que inclui r e s, dado que r e s séo paralelas, e tomando-se um ponto P sobre a reta r, tem-
se que P ndo pertence a s. Portanto, como II e IT" contém o ponto P, conclui-se que IT = IT".

Assim sendo, o plano que contém r e s é Unico (Figura 13).
3.2.3 Plano gerado por retas concorrentes

Teorema. Dado um par de retas concorrentes, existe um Unico plano que as contém.

Considere-se r e s duas retas concorrentes e sendo o ponto P a interse¢do entre ambas
(P =r N s). Tomando-se dois pontos A e B (distintos de P) pertencentes ar e s, respectivamente
(A €reB €5s), obtém-se trés pontos A, P e B ndo colineares. De acordo com o Axioma 3, um
unico plano (IT) pode ser determinado por estes trés pontos (I = (A, B, P)). Tomando-se as
retas r e s que passam simultaneamente por P e por apenas um dos outros demais dois pontos
A e B, respectivamente (r = PA e s = PE ), conclui-se que ambas as retas r e s estdo contidas
no plano IT (r, s c II). Para que seja garantida a unicidade de tal condi¢do, consideremos
também o Axioma 3, da seguinte forma: Supondo-se IT' um plano que também contenhar € s,
tem-se que os pontos P, A e B estdo contidos no plano IT', pois o ponto A pertence a retar e o
ponto B pertence a reta s (A € r e B € s). Assim sendo, tem-se que os planos IT e IT' estdo
situados exatamente no mesmo lugar, isto é, I1 = (A, B, P) = I1. Assim sendo, existe um e

somente um plano que contenha simultaneamente r e s.

Figura 14 — Retas concorrentes contidas no plano

I

Fonte: O autor, 2025.

Tomando-se duas retas r € s N0 espaco:
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1) Se as retas sdo paralelas (coplanares) ou reversas (ndo coplanares), ndo ha intersecdo

entre ambas (r N s = @);

Figura 15 — Retas sem intersecéo

——

Fonte: O autor, 2025.

I Se as retas sdo concorrentes, a interse¢ao entre ambas é um e somente um ponto (r N s
Figura 16 — Retas concorrentes

r

Fonte: O autor, 2025.

I1I)  Seasretas sdo coincidentes, entdo ambas estdo situadas exatamente no mesmo lugar do
espago (r =s).

Figura 17 — Retas coincidentes

r

Fonte: O autor, 2025.
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3.3 Paralelismo entre retas

3.3.1 Existéncia e unicidade de uma paralela dados uma reta e um ponto externo a esta

Teorema. Dados uma reta e um ponto nédo pertencente a esta reta, é possivel tracar uma e

somente uma outra reta paralela a esta, que passe por tal ponto.

Considere-se uma reta r e um ponto P ndo pertencente a ela (P & r). Tem-se, de acordo
com o Axioma 3, que existe somente um Unico plano, ao qual o ponto P pertence e no qual a
reta r esta contida. Desta forma, de acordo com o Axioma das retas paralelas (geometria plana),
tem-se que apenas uma reta s (contida em IT) passa pelo ponto P, de tal maneira que as retas r
e s sejam paralelas. Para justificarmos a unicidade desta condicao, (s ser a Unica reta paralela a
outra reta r e que passe por P), suponhamos a existéncia de alguma outra reta s’, paralela a reta
r ¢ que passe pelo ponto P e um plano que contenha ambas as retas (IT" = (r, s')), assim sendo,
tem-se que ambos os planos (IT ¢ I1') contém a reta r. Isto é, de acordo com o Axioma 3, tem-
se que os planos IT e IT' estdo situados no mesmo lugar do espago (IT=11"), ou seja, as retas s e

s’ também estdo situadas no mesmo lugar do espago (s =s').

Figura 18 — Unicidade e existéncia de uma paralela dados uma reta e um ponto externo
aesta

-
=

Fonte: O autor, 2025.
3.3.2 O paralelismo entre retas é uma relacéo de equivaléncia

O paralelismo entre retas € uma relacdo de equivaléncia pois satisfaz as trés

propriedades a sequir.

1) Dada a retar, ela é paralela a si prépria, ou seja, r || r (propriedade reflexiva).
i) Dadas asretasres, ser || sentdo s || r (propriedade simétrica).

i) Dadas trés retas distintasr,settaisquer || tet |l sentdor || s (propriedade transitiva).

Considere-se duas retas r e s, paralelas a uma terceira reta t. Tem-se que as retasr e s
estdo situadas no mesmo plano (coplanares), ou seja, existe um plano que contém ambas. Assim

sendo, diz-se que as retas r e s sdo paralelas (r || s). De outra forma, considerando-se que r e s
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néo estejam situadas no mesmo plano (ndo coplanares), tem-se que as retas r e t estdo situadas
no plano IT ¢ as retas s e t estdo situadas no plano IT' (IT= (r, t) e IT' = (s, t)). Assim sendo, tem-

se que os planos IT e IT' intersectam-se (secantes), e que a intersecdo entre ambos ¢ a reta t (I1

NII'=t).

Figura 19 — Transitividade do Paralelismo

%

Fonte: O autor, 2025.

1) Inicialmente, sera provado que as retas r e s ndo pertencem a um plano em comum
(coplanares). Considere-se o ponto A pertencente a retar e o plano I' o plano gerado por
seAAerel =(s, A)).

Figura 20 — Transitividade de retas paralelas
Ty

]-Il

Fonte: O autor, 2025.

Assim sendo, tem-se que a intersecdo entre os planos I' e I1" gera areta s (I' N [1' =s),

tendo em vista que os planos I" e [T’ sdo distintos, o ponto A pertence ao plano I' e ndo pertence
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ao plano II') e a reta s estd contida na interse¢do entre os planos I' e II
T #II"AeT, A¢lIl'es cI NII). Sabendo-se que 0 ponto A pertence a intersecdo entre 0s
planos distintos I" e IT (a disting@0 entre estes planos esta garantida pelo fato de a reta s estar
contida no plano I' ¢ ndo estar contida no plano IT) [A € T N II], tem-Se que a intersecdo entre
os referidos planos gera uma reta na qual o ponto A esta contido. Considerando-se 1’ esta reta
gerada pela intersecdo entre os tais planos, tem-se que as retas r e t sdo coplanares, ja que o
plano IT contém ambas (IT D r, t) e que ndo ha intersecdo entre as retas r e t, pois, sendo o ponto
B pertencente a intersegdo entre as retas r' ¢ t, para um determinado ponto B, tem-se que a reta
1’ pertence ao plano I' e que a reta t pertence ao plano IT" (se BEr'Nt, I B,entdor' c'etcC
IT"), assim sendo, o ponto B pertence a reta s, reta esta que € a interse¢ao entre os planos I e IT',
isto é, 0 ponto B pertence a reta s também a reta t, resultando assim em um absurdo, j& que as
retas s e t sdo paralelas (B € I' N IT' = s, ou seja, B € se B € t, absurdo, pois s |l t), dai, tem-se
que as retas sao paralelas (1’ || t). Em decorréncia disto, sendo as retas r e ' duas retas paralelas
a reta t que passa pelo ponto A, conclui-se, do Axioma 4, que as retas 1’ e r estdo situadas no
mesmo lugar do espaco. Assim sendo, as retas r e s estdo contidas no plano I, isto €, as retas r

e s sdo coplanares (r, s © T, ou seja, coplanares).
) Sera provado agora que ndo ha interse¢do entre as retasre s (r N s = Q).

Como visto anteriormente, caso haja algum ponto P, pertencente a intersecdo entre as
retas r e s, tem-se que o este ponto P pertence a reta, ja que se o ponto P pertence aretare a
reta r esta contida no plano I, entdo o ponto P pertence ao planoI[I (P €rercII=P€ll)e
se o ponto P pertence a reta s e a reta s esta contida no plano II', entdo o ponto P pertence ao
plano IT" (P € se s c II' = P € IT'), resultando que o ponto P pertenca a reta t, interse¢do entre
os planos IT e IT". Assim sendo, o ponto P pertence a intersecéo entre as retas t e s, absurdo, ja

que as retas t e s sdo paralelas (t || s). Em decorréncia de | e 11, conclui-se que r || s.

3.4 Angulo entre duas retas quaisquer

O estudo do angulo entre duas retas quaisquer é fundamental para a compreensao das
relagbes angulares no espaco tridimensional. Esse conceito permite analisar a inclinacéo
relativa de duas retas em relacdo a um ponto de intersecdo ou, em alguns casos, em relacdo a
sua posicdo no espaco. A determinacdo desse angulo é essencial para uma variedade de
aplicacdes, como no estudo da ortogonalidade e da perpendicularidade, que sao conceitos-chave

na geometria. Ao compreender como as retas podem se inclinar uma em relag¢do a outra, é
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possivel estabelecer as bases para uma analise mais profunda de outras relacfes geomeétricas,
especialmente aquelas que envolvem proje¢des ortogonais e interagfes espaciais entre objetos.
Assim, 0 angulo entre duas retas quaisquer constitui um conceito basico, porém crucial, para o

avanco no estudo de diversos outros toépicos na geometria espacial.

Defini¢@o. Um angulo € denominado como o angulo entre duas retas orientadas quando,
e somente quando, ele possui um vértice arbitrario, e os lados do angulo apresentam sentidos
que correspondem, de forma respectiva, aos sentidos das retas consideradas. Na ilustracdo a

seguir, o angulo plano aOb representa o &ngulo formado pelas retas reversas (orientadas) r e s.

Figura 23 — Angulo entre duas retas

r

abb="13
Fonte: O autor, 2025.

Observacdo 1: A definigdo apresentada tem como objetivo primordial estabelecer o conceito de
angulo formado por duas retas reversas, ressaltando as relacGes angulares entre essas retas no

espaco tridimensional.

Observacdo 2: Quando duas semirretas possuem sentidos concordantes ou discordantes, elas
séo consideradas partes de retas paralelas, ou seja, essas semirretas estdo dispostas de forma a

néo se cruzarem, mantendo a mesma dire¢do ou orientacdo oposta entre si.

Angulos entre lados respectivamente paralelos

Proposicdo 1: Se os lados de dois angulos possuem sentidos correspondentes e concordantes,

conclui-se que os angulos sejam congruentes.

Prova 1: Considere-se 0 caso mais geral, as retas Oa e Ob ndo sdo coincidentes nem opostas, e

os angulos aOb e a'O'b' ndo pertencem ao mesmo plano.



56

Figura 24 — Congruéncia entre angulos com sentidos correspondentes e concordantes

a b’ a b’
4 Z
Ot a; O! ! \\ A’ a)

Fonte: O autor, 2025.

Note-se que 0s planos o e o’ dos angulos aOb e a'O'b' sdo paralelos. Considerem-se 0s

pontosA€a,Beb,A'ea’e B’ €b/, tal que:

0A=0'A'e0B=0B"  (I)

Tem-se que o quadrilatero OAA'O’ é um paralelogramo, visto que as semirretas e OAe

0'A’ possuem sentidos concordantes e 0s segmentos 0A e 0'A’ e séo congruentes. Assim sendo,

tem-se:

00' Il AA' e 00" = AA' (1)

Da mesma forma, o quadrilatero OBB’ ¢ um paralelogramo, o que implica que:

00'// BB' e 00' = BB’ dn

Dai, de (11) e (111), tem-se:

[() e (11D)] = (AA"/ BB' e AA' = BB'") = AA’BB’ é paralelogramo =

AB = A'B' (IV)
Logo, de (1) e (IV), tem-se:
[(1) e (1IV)] = AAOB =AA’0’B’ = AAOB = AA’O’B’ = aOb = 2’0’b’

Proposicao 2: Se dois angulos possuem os lados com sentidos discordantes, conclui-se que eles

sejam congruentes.

Prova 2: Esta é uma aplicacédo direta da proposi¢éo anterior, assim como uma proposic¢éo sobre

angulos opostos pelo vértice.
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Figura 25 — Congruéncia entre angulos com sentidos discordantes

a a
- a,
o’ Te-. o’ b’
a

Fonte: O autor, 2025.

Proposicdo 3: Se dois angulos em que um lado de um deles possui sentido concordante com um
lado do outro, enquanto os outros dois lados apresentam sentidos discordantes, conclui-se que

tais angulos sejam suplementares.

Figura 26 — Angulos suplementares

e o b./o\‘a

Fonte: O autor, 2025.

Prova 3: Considerando-se a semirreta Ob’’ oposta & semirreta Ob, tem-se que os angulos aOb’’
e a’0’b’ sdo congruentes (aOb”’ =a’0’b’). Como os angulos aOb e a’0’b’” sdo suplementares,

segue que os angulos aOb e a’0’b’ também sdo suplementares."

Diante das informacGes anteriores, se dois angulos possuem lados que sdo paralelos
entre si, entdo, de acordo com a orientacdo de seus lados, eles podem ser classificados da

seguinte forma:

(1) Congruentes: Quando os lados dos angulos paralelos apresentam sentidos concordantes
(direcdo idéntica) ou discordantes (dire¢do oposta), os angulos sdo considerados
congruentes. Isso se deve ao fato de que, nestas condigdes, ambos os angulos mantém a
mesma medida angular.

(i)  Suplementares: Quando os sentidos de um lado de um dos angulos e de um lado do
outro angulo sdo concordantes (voltados na mesma direcdo), enquanto os outros dois
lados apresentam sentidos discordantes (orientados em dire¢Oes opostas), entdo 0s

angulos sao suplementares.
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3.5 Projecéo Ortogonal

3.5.1 Ortogonalidade ou perpendicularidade entre retas

Duas retas sdo consideradas ortogonais se, e somente se, forem reversas e formarem um
angulo reto entre si.
Para representar cada uma das seguintes relagOes, serdo utilizados, neste trabalho, os

simbolos:

» L, para representar ortogonalidade;

» -L, para representar perpendicularidade;

> =L, para representar perpendicularidade ou ortogonalidade.

Quando duas retas, denominadas a e b, formam um angulo reto, elas podem ser
chamadas de perpendiculares ou ortogonais, sendo expressas pela notacdo a L p

[a Lphesalbeal b]. As retas perpendiculares se cruzam em um Unico ponto,
caracterizando-se como concorrentes, e, conforme a definicéo, se duas retas formam um angulo

reto, elas sdo perpendiculares entre si.

Figura 27 — Ortogonalidade ou perpendicularidade entre retas

r r'/Hr

s’/ls

7

Fonte: O autor, 2025.

Da mesma forma, o fato de duas retas serem perpendiculares implica que elas formam
um angulo reto. Quando se afirma que duas retas sdo ortogonais, isso também implica que elas
se encontram em um angulo reto. No entanto, retas que formam um angulo reto ndo podem ser
consideradas reversas, pois isso implicaria que elas ndo se intersectam. Se duas retas sao

perpendiculares a uma terceira, isso ndo garante que elas sejam perpendiculares entre si, ja que
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sua posicdo no espaco pode ser diferente. Ademais, o fato de duas retas serem perpendiculares
auma terceira ndo implica que elas sejam paralelas entre si, uma vez que podem estar em planos
distintos. Finalmente, quando duas retas formam um angulo reto, toda reta paralela a uma delas
também formard um angulo reto com a outra, devido a caracteristica das retas paralelas
compartilharem a mesma diregéo ou inclinagéo.

Com base nas defini¢fes expostas, é possivel concluir que, se duas retas formam um
angulo reto, qualquer reta paralela a uma dessas retas também formara um angulo reto com a
outra. 1sso ocorre porque as retas paralelas possuem a mesma direcdo ou inclinacdo, e, portanto,
mantém a relacdo angular com as retas que formam um angulo reto entre si, assegurando que a

reta paralela a primeira também se intersecte com a segunda formando um angulo reto, isto é:

> (aéb,b//c):aéc;
> (a£b,a//c):>b£c.

3.5.2 Perpendicularidade entre reta e plano

O estudo da perpendicularidade entre uma reta e um plano ¢ um dos conceitos
fundamentais da geometria espacial, essencial para a compreensao das interacdes geométricas
no espaco tridimensional. Esse conceito envolve a analise de uma reta que, ao intersectar um
plano, forma um angulo reto com todas as linhas do plano que a cruzam. A perpendicularidade
entre reta e plano € um tema central para varias aplicagcdes, como no estudo das projecGes ortog
onais e na determinacdo de distancias minimas entre pontos e planos. Além disso, esse principio
é amplamente utilizado em areas como a engenharia, a arquitetura e a fisica, onde a construcéo
e 0 posicionamento preciso de objetos no espaco sdo cruciais. A compreensdao da
perpendicularidade entre reta e plano &, portanto, uma base importante para o desenvolvimento
de outros topicos avancados em geometria espacial, sendo uma ferramenta fundamental para a

andlise das propriedades e relagGes espaciais de figuras e sélidos.

Definicdo. Uma reta e um plano séo considerados perpendiculares se, e somente se, eles
possuem um ponto de intersecdo comum e a reta € perpendicular a todas as retas do plano que

passam por esse ponto.

Quando uma reta a ¢ perpendicular a um plano a, ou quando o plano a € perpendicular
areta a, o ponto de intersecao da reta com o plano € denominado pé da perpendicular. Por outro

lado, uma reta e um plano sdo classificados como obliquos se, e somente se, eles sdo
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concorrentes, ou seja, se possuem um ponto comum de interse¢cdo, mas ndo sao perpendiculares
entre si.

Figura 28 — Perpendicularidade entre reta e plano
a

=]
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Fonte: O autor, 2025.

Consequéncia da Defini¢do. Considerando-se uma reta e um plano perpendiculares, tal

reta € perpendicular a qualquer reta do referido plano.

Figura 29 — Perpendicularidade entre reta ndo contida no plano e retas do plano

a a

X’
ofl---
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Fonte: O autor, 2025.

Assim, sendo dada uma reta a perpendicular aum plano em um ponto O, e considerando-

se X como uma reta qualquer contida no plano, tem-se duas possibilidades:

) A reta x passa pelo ponto O. Nesse cenario, pela definicdo de
perpendicularidade, a reta a é perpendicular a X, ou seja, a L X;

I A reta x ndo passa pelo ponto O. Nesse caso, ¢ possivel considerar uma reta x’,
paralela a x, que passe por O. Pela definicdo, como a ¢ perpendicular a x', e

X /] X', segue-se que a é perpendicular a x, ou seja, a L x" e a L x. Com isso,
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conclui-se que, independentemente da posicdo de x no plano, desde que X

pertenca ao plano, vale a implicagéo: (a L o, x € o) = a £ X.

Condicao de Perpendicularidade entre Reta e Plano

Sendo uma reta perpendicular a duas retas concorrentes em um plano, tem-se que essa

reta é perpendicular ao plano.

1)

1)

A fim de provar-se que a reta a ¢ perpendicular ao plano a (a L o), € necessario mostrar
que a ¢ perpendicular a todas as retas do plano a que passam pelo ponto O. Para isso,
basta demonstrar-se que a é perpendicular a uma reta x genérica do plano a, que passa

por O;

Figura 30 — Perpendicularidade entre reta e plano (I)
a

=

Fonte: O autor, 2025.

Considere-se no plano a dois pontos A e A’, simétricos em relagdo ao ponto O, de modo
qgue OA = OA'. Seja B um ponto qualquer da reta b (B € b) e C um ponto qualquer da
reta ¢ (C € c), de tal forma que a reta BC intercepte a reta x em um ponto X, sendo isto
suficiente que os pontos B e C estejam em semiplanos opostos em relacdo a reta x.

Observe que, sob essas condicdes, a reta b é a mediatriz de AA’, e a reta ¢ também é a

mediatriz de AA’, implicando que AB = A'B e AC = A'C. Além disso, para concluir a

prova, basta mostrar que a reta x é mediatriz de AA’;
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Figura 31 — Perpendicularidade entre reta e plano (I1)

Al
Fonte: O autor, 2025.

Considerando-se congruentes 0s segmentos de reta AB e A'B, também congruentes 0s
segmentos AC e A'C, com BC uma reta comum, segue-se que S30 congruentes 0s
triangulos AABC e AA'BC, o que implica congruéncia dos angulos ABC e A'BC
(ambos com vértice em B). Logo, tem-se gue sdo congruentes também os angulos ABX
¢ A'BX (com BX sendo segmento de reta comum a ambos). Em seguida, isso leva a
conclusdo de que sdo congruentes os tridangulos AABX e AA’BX, implicando
congruéncia dos segmentos de reta XA e XA';

Como sdo congruentes os segmentos de reta XA e XA, conclui-se que a reta x é a
mediatriz de AA’, implicando a perpendicularidade entre as retas a e X, sendo o ponto O
pertencente a reta X, € X uma reta genérica do plano a, portanto, a reta a € perpendicular

ao plano.

Figura 32 — Perpendicularidade entre reta e plano

Fonte: O autor, 2025.
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Consequéncia 1: Considerando-se em um plano o, duas retas b ¢ ¢ que sdo concorrentes no

ponto P, se uma reta a é perpendicular a reta b no ponto O e ortogonal a reta c, entdo a reta a €

perpendicular ao plano a.

Explicacdo 1: A perpendicularidade de a a b no ponto O indica que a forma um angulo reto com
b. Além disso, a ortogonalidade de a em relacdo a ¢ implica que a reta a forma um angulo reto
com c. Como as retas b e ¢ sdo concorrentes no ponto P, e a é perpendicular tanto a b quanto a
C, segue-se que a ¢ perpendicular a todas as retas do plano a que passam pelo ponto P,

caracterizando a reta a como perpendicular ao plano a.

Figura 33 — Perpendicularidade entre reta e plano (Consequéncia 1)

Fonte: O autor, 2025.

Consequéncia 2: Se uma reta € ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é

perpendicular ao plano.

Explicacdo 2: Dado o plano a, com as retas a e b que se encontram no ponto P, e uma reta ¢ que
é ortogonal a ambas, pode-se concluir que a reta ¢ é perpendicular ao plano a. Isso ocorre
porqgue, por definigdo, uma reta ortogonal a duas retas concorrentes no plano forma um angulo
reto com qualquer reta do plano que passe pelo ponto de intersecdo das duas retas. Assim, a
reta c, sendo ortogonal as retas a e b, é perpendicular ao plano a, pois o plano a é determinado

por todas as retas que passam por P e sdo formadas por a e b.

Condicao de Perpendicularidade entre Reta e Retas do Plano

Se uma reta forma um angulo reto com duas retas concorrentes de um plano, entdo ela
é perpendicular ao plano.
Dado um plano a com duas retas a € b que se encontram no ponto P, se uma reta ¢ forma

um angulo reto com ambas a e b, entdo a reta ¢ € perpendicular ao plano a. Isso ocorre porque,
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por definicdo, se uma reta forma um &ngulo reto com duas retas concorrentes, ela é
perpendicular a todas as retas que passam pelo ponto de intersecdo dessas retas. Como a e b séo
concorrentes no ponto P, a reta ¢, sendo perpendicular a ambas, deve ser perpendicular ao plano
a, que ¢ o plano determinado pelas retas a e b.

A condicd0o necesséria para que uma reta seja perpendicular a um plano é formar angulo
reto com duas retas concorrentes do plano.

Tendo em vista as condicdes e consequéncias anteriores, pode-se afirmar o seguinte:

Teorema. Considerando-se uma reta que forma angulo reto com duas retas concorrentes

de um plano, ela é perpendicular ao plano.

Figura 34 — Condicéo de perpendicularidade entre reta e retas do plano

[

alb,alc alb,alc

Fonte: O autor, 2025.

Exemplo 1. Tomando-se a, b e c trés retas no espaco taisque a L b e ¢ L a, enunciar as possiveis

posicdes relativas entre retas b e c.
Solucdo. As retas b e c podem se apresentar de trés formas distintas em relagdo a reta a:

» Concorrentes: Quando as retas b e ¢ se encontram em um ponto P, formando um
angulo reto com a reta a, entdo a é perpendicular ao plano formado pelas retas b e
c,ouseja, a .l (b,c);

> Paralelas: Caso as retas b e ¢ sejam paralelas, elas séo coplanares, ou seja, existem
em um unico plano. Nesse caso, a reta a pode ser perpendicular a ambas, formando
um angulo reto com cada uma delas, e, portanto, perpendicular ao plano que contém
bec;

> Reversas: Quando b e ¢ sdo perpendiculares a reta a, mas ndo séo coplanares, ou
seja, estdo em planos distintos, as retas b e ¢ sdo chamadas de reversas. Nesse
cenario, a reta a € ortogonal a ambas as retas b e ¢, mas as retas b e ¢ ndo pertencem

ao mesmo plano.
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Figura 35 — Retas (concorrentes, paralelas e reversas)
/ b

|
concorrentes paralelas reversas

Fonte: O autor, 2025.

Exemplo 2. Considerando-se os tridngulos isosceles ABC e DBC, de base BC e situados em

planos distintos, provar que as retas suportes dos segmentos de reta AD e BC s&o ortogonais.

Figura 36 — Retas ortogonais

Fonte: O autor, 2025.

Solugédo. Se M é o ponto médio do segmento de reta BC, entdo as retas suportes dos
segmentos de reta AM e DM sdo concorrentes, tendo em vista que sdo distintos os planos

formados pelos pontos A, B, Ce D, B, C.

> Se o tridngulo AABC ¢ isdsceles, entdo as retas suportes dos segmentos BC e AM sdo
perpendiculares;

> Se o triangulo ADBC é isdsceles, entdo as retas suportes dos segmentos BC € DM s&o
perpendiculares;

> Assim sendo, a reta suporte do segmento BC é perpendicular ao plano que contém os
pontos A, M e D, implicando assim a perpendicularidade entre as retas suportes dos

segmentos BC e AD.
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De fato, as retas suportes dos segmentos de reta AD e BC sio ortogonais.

Exemplo 3. Demonstrar o Teorema das trés perpendiculares “Se uma reta é perpendicular a

duas retas concorrentes de um plano, entdo ela ¢ perpendicular ao plano”.

Figura 37 — Demonstracéo do Teorema das trés perpendiculares

Fonte: O autor, 2025.

Solucédo. Considerando-se 3 o plano que contém as retas a e ¢, tem-se que:

Se M é o ponto médio do segmento de reta BC, entfo as retas suportes dos segmentos
de reta AM e DM séo concorrentes, tendo em vista que s&o distintos os planos formados pelos
pontos A, B, Ce D, B, C.

Se a reta a ¢ perpendicular ao plano o, que contém a reta b, entdo as retas a € b sdo

ortogonais ou perpendiculares;

> Se a reta b é ortogonal ou perpendicular a reta a, e a reta b é ortogonal ou
perpendicular a reta c; o ponto O € a intersecdo entre as retas a e ¢; o plano B contém
as retas a e ¢, entdo a reta b é perpendicular ao plano p;

> Se areta b é perpendicular ao plano B, o ponto R € a intersecdo entre aretab e o
plano B, e o plano B contém a reta suporte do segmento de reta SR, entdo a reta b é
perpendicular a reta suporte do segmento de reta SR.

> Caso os pontos S e O sejam coincidentes, entao reta suporte do segmento de reta SR
e a reta ¢ tambem s&o coincidentes, como as retas ¢ e b sdo perpendiculares, tem-se

que a reta suporte do segmento de reta SR ¢é perpendicular a reta b.

De fato, se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é

perpendicular ao plano, conforme enuncia o teorema das trés retas perpendiculares.
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Propriedades e Relagdes de Perpendicularidade e Paralelismo

No presente tdpico, apresenta-se uma série de dez teoremas fundamentais que versam
sobre as relacGes geomeétricas entre retas e planos no espaco tridimensional. Esses teoremas séo
relevantes para a compreensdo das interacOes espaciais e das propriedades de
perpendicularidade e paralelismo. No entanto, com o intuito de conferir maior fluidez e
concisdo ao desenvolvimento do trabalho, optou-se por néo incluir as demonstragdes formais
de tais enunciados. Essa escolha visa permitir um foco mais abrangente na aplicacdo e na
interpretacdo dos conceitos, sem que a complexidade das provas matematicas interfira na
compreensdo dos tépicos abordados. Abaixo, estdo dispostos os teoremas humerados, 0s quais
sdo apresentados de maneira a propiciar uma analise mais clara e direta de suas implicacGes

geomeétricas, sem prejuizo da rigorosidade logica subjacente.

I.  Tomando-se um ponto P, é possivel tracar uma Unica reta perpendicular a um
plano o.

Il.  Tomando-se um ponto P, é possivel tracar um Unico plano que seja perpendicular
aumareta a.

1. Se umareta ae um plano a sdo perpendiculares a uma reta b em pontos distintos,
a e a sdo paralelos.

IV. Seduas retas a e b ndo sdo paralelas entre si, sdo paralelas a um plano a. Qualquer
reta que forme um angulo reto com ambas sera perpendicular a esse plano.

V. Seduas retas a e b sdo paralelas, entdo qualquer plano perpendicular a uma delas
sera perpendicular a outra.

VI. Seduas retas a e b sdo perpendiculares a um mesmo plano, a e b sdo paralelas.

VII. Se duas retas a e b séo perpendiculares, respectivamente, a dois planos paralelos,
a e b sdo paralelas entre si.

VI1II. Se dois planos a e B sdo perpendiculares a duas retas paralelas, o e g sdo paralelos.

IX. Se dois planos o e B sdo perpendiculares a uma mesma reta a, a € 3 sdo paralelos.

X.  Se dois planos o e B sdo paralelos, qualquer reta perpendicular a um deles sera

também perpendicular ao outro.

Evidencia-se a importancia dos teoremas apresentados na estrutura¢do do pensamento
geométrico no espaco tridimensional, com destaque para as relacfes de perpendicularidade e
paralelismo entre retas e planos. Embora as demonstracGes formais ndo tenham sido aqui

exploradas, a exposicdo desses resultados estabelece uma base solida para a compreenséo das
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propriedades fundamentais que regem tais interagdes. Essa abordagem busca reforcar a
aplicabilidade prética dos conceitos tratados, mantendo a coeréncia e o rigor inerentes ao tema.
Assim, os teoremas destacados constituem importantes ferramentas para a analise geométrica,

ampliando as possibilidades de estudos e aplicacdes futuras.

3.5.3 Perpendicularidade entre planos

Definicdo. Um plano o sera considerado perpendicular a um plano B se, e somente se,

o plano a contiver uma reta que seja perpendicular ao plano (3.

A possibilidade de estabelecer a relacdo de perpendicularidade entre dois planos
fundamenta-se na premissa de que deve existir uma reta pertencente a um dos planos que seja

perpendicular ao outro plano.

Teorema. Se dois planos forem perpendiculares entre si, e uma reta pertencente a um
deles for perpendicular a linha de intersecdo desses planos, entdo essa reta sera necessariamente

perpendicular ao outro plano.

Se o plano a for perpendicular ao plano B, entdo a contém uma reta a, que é
perpendicular ao plano . Consequentemente, a reta a também serd perpendicular a linha de
intersecdo 1 entre os planos a e f3.

No plano a que contém a reta r, dado que a reta i é perpendicular tanto a reta r quanto a
reta i, tem-se que as retas r e i sdo paralelas. Além disso, se o plano a ¢ paralelo a retar, e
considerando-se que os planos a e 3 sdo perpendiculares, segue-se que a reta r € perpendicular

ao plano .

Observacdo 1: De acordo com a definicdo, se uma reta é perpendicular a um plano, entéo
qualquer outro plano que contenha essa reta sera necessariamente perpendicular ao plano
inicial.

Observacdo 2: Para que dois planos secantes sejam considerados perpendiculares, é necessario

que toda reta pertencente a um dos planos, que seja perpendicular a linha de intersegéo entre

eles, também seja perpendicular ao outro plano.

Observacdo 3: Sdo denominados planos obliquos o par de planos secantes que ndo formam

entre si um angulo reto.
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Exemplo 4. Provar que, caso dois planos sejam perpendiculares entre si e uma reta que seja
perpendicular a um deles tenha um ponto comum com o outro, essa reta esta contida nesse outro

plano.

Solugdo. Tomando-se a reta X, que passa pelo ponto P, reta esta perpendicular a
intersecdo da reta i com os planos a e B, observa-se que a reta x esta contida no plano a.

Assim sendo, tem-se que:

> Se os planos a e B sdo perpendiculares, bem como as retas x e i, a reta i é intersecdo entre
tais planos, a reta x esta contida no plano a, entéo a reta x é perpendicular ao plano p;

> Se 0 ponto P pertence as retas a e X, 0s planos o e  sdo perpendiculares, bem como a reta
X e 0 plano B, entdo as retas a e x séo coincidentes;

> Seas retas a e x sdo coincidentes e a reta x esta contida no plano o, entdo a reta a esta contida

no plano a.

De fato, se dois planos sejam perpendiculares entre si e uma reta que seja perpendicular

a um deles tenha um ponto comum com o outro, essa reta esta contida nesse outro plano.

Figura 38 — Planos perpendiculares

Fonte: O autor, 2025.

Exemplo 5. Provar que, por uma reta r ndo perpendicular a um plano a, passa um unico plano

[ perpendicular a a.

Solucdo. Em qualquer das trés possibilidades de hipoteses a serem verificadas a seguir,
o plano  contém a reta a e, dado que a reta a é perpendicular ao plano a, conclui-se que o plano

B contém as retas a e 1), isto €, o plano B ¢ perpendicular ao plano a.

> Retar obliqua ao plano a:
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Figura 39 — Reta r obliqua ao plano o

a r B

Fonte: O autor, 2025.

> Retar paralela ao plano a:

Figura 40 — Reta r paralela ao plano o

— '
a /

Fonte: O autor, 2025.

> Retar contida no plano a:

Figura 41 — Reta r contida no plano a

a B

S B

Fonte: O autor, 2025.

De fato, por uma reta r ndo perpendicular a um plano a, passa um plano 3 perpendicular

a a. Porém, néo se pode inferir ainda que este plano € Unico.

Para comprovar-se que este plano € Unico, caso houvesse dois planos distintos § e [/,

ambos perpendiculares a reta o e passando pela reta r, ocorreria o seguinte raciocinio:

(i) Uma reta a, perpendicular a a ¢ passando por um ponto P pertencente a r, estaria

simultaneamente contida nos planos e ’;
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(i) Sendo a e r duas retas concorrentes no ponto P, elas estariam determinando dois

planos distintos B e ', o que configuraria um absurdo, uma vez que contraria o

teorema de determinacdo de um Unico plano por duas retas concorrentes.
Agora, de fato, por uma reta r ndo perpendicular a um plano a, existe e é Unico um plano B

perpendicular a a.
Figura 42 — Prova de existéncia e unicidade do plano g perpendicular a a

Fonte: O autor, 2025.

3.5.4 Projecéo ortogonal de um ponto sobre um plano

Definicdo. Denomina-se projecdo ortogonal de um ponto sobre um plano o ponto de
intersecdo da perpendicular ao plano, tracada a partir do ponto dado. O plano sobre o qual a

projecdo ocorre é denominado plano de projecédo, enquanto a perpendicular tracada a partir do
ponto é denominada reta projetante.
Figura 43 — Projecé@o de um ponto

P

P,

- e e |

P’ = proj, P

Fonte: O autor, 2025.
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3.5.5 Projecéo ortogonal de uma reta sobre um plano

Definicdo. Denomina-se projecdo ortogonal de uma figura sobre um plano o conjunto

formado pelas projecdes ortogonais de todos os pontos que compdem a figura no referido plano.

Além da projecéo ortogonal, destacam-se algumas outras formas relevantes de projecdes:

>

Paralelas (com foco no infinito): Nessas projeces, 0s raios projetantes sao
paralelos entre si, pois 0 ponto de projecao esta no infinito.

Ortograficas: Também chamada de projecéo ortogonal, é a projecéo perpendicular
ao plano, sendo a mais precisa para desenhos técnicos.

Ortogonais Multiplas: Utiliza diferentes planos de projecdo para representar um
objeto sob diferentes vistas (como vistas frontal, lateral e superior).

Obliquas: Os raios projetantes ndo sdo perpendiculares ao plano de projecéo,

resultando em uma distorcéo da profundidade.

Dentre outras formas de projecdes, tem-se também as projecbes em perspectiva

(projecOes onde os raios projetantes convergem para um ponto de fuga, simulando a forma

como os olhos humanos enxergam):

>

Perspectiva de um ponto: Todas as linhas de profundidade convergem para um
Unico ponto de fuga.

Perspectiva de dois pontos: Utiliza dois pontos de fuga, geralmente aplicados a
objetos tridimensionais com arestas visiveis.

Perspectiva de trés pontos: Além dos dois pontos no horizonte, ha um terceiro ponto
de fuga acima ou abaixo da linha do horizonte, usado para representar vistas de

baixo ou de cima.

Com base na definicdo apresentada, tem-se que:

(i) Se uma reta é perpendicular a um plano, a projecéo ortogonal dessa reta sobre o

referido plano corresponde ao trago da reta no plano, isto é, ao ponto de intersecdo

entre a reta e o plano.
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Figura 44 — Ponto de intersecdo entre a reta e o plano.

P =proj,r

Fonte: O autor, 2025.

(i)  Se uma reta ndo é perpendicular ao plano, a projecdo ortogonal dessa reta sobre o
plano é definida como o traco de r no plano a, do plano B, perpendicular a a, tragado

pela reta r. Nesse caso, o € 0 plano de projecao e 3 é o plano projetante da retar.

Figura 45 — Plano de projecao e plano projetante

7

A

, .
r’= proj, r

Fonte: O autor, 2025.

Denomina-se proje¢do ortogonal sobre um plano a de um segmento AB, contido em
uma reta ndo perpendicular ao plano a, ao segmento A’B’, onde A’ é a projegdo ortogonal de A

sobre o0 plano a ¢ B’ ¢ a projegdo ortogonal de B sobre o mesmo plano.

Figura 46 — Projecéo de um segmento de reta

A’ =proj, A e B’=proj, B

Fonte: O autor, 2025.
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3.5.6 Projecéo ortogonal de uma figura sobre um plano

Definicdo. Denomina-se projecdo ortogonal de uma figura plana [forma geométrica
bidimensional, ou seja, possui apenas duas dimensdes (comprimento e largura), sem volume ou
profundidade] sobre um plano ao conjunto das projecdes ortogonais de todos os pontos dessa
figura sobre o plano em questdo. Ou seja, é a transformacdo da figura original em uma
representacdo no plano, onde cada ponto da figura é projetado ortogonalmente sobre o plano,

preservando a disposicdo relativa dos pontos na projecéo.

Figura 47 — Projecéo de uma figura

F’ = proj, F
Fonte: O autor, 2025.

Exemplo 6. Provar que a projecao ortogonal de um segmento obliquo a um plano, sobre esse

plano, é menor que o segmento.

Solucdo. Tracando-se a reta que é paralela a reta A'B"” e que corta a reta projetante

BB'” em B”’, tem-se que:

(i) Se o quadrilatero AA’B’B” é retdngulo, entdo os segmentos de reta A'B’ e AB" séo
congruentes;

(if) Se o triangulo AB”B ¢ retangulo no vértice B”, entdo 0 segmento de reta AB" é
menor do que o segmento AB;

(iii) Por transitividade, se AB e AB” sio congruentes, e se 0 segmento de reta AB” é

menor do que o segmento AB, entéo, A'B’ é menor do que AB.

Se alguma das extremidades, por exemplo, o ponto A, pertencer ao plano projetante,

tem-se que:
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(iv)Se o triangulo AB’B ¢ retangulo no vértice B’, entdo o segmento ¢ menor que o

segmento AB’ é menor que 0 segmento AB, isto €, também por transitividade, o

segmento A B’ é menor que o segmento AB.

De fato, verificou-se que a projecdo ortogonal de um segmento obliquo a um plano,

sobre esse plano, é menor que o segmento.

Figura 48 — Projec¢do ortogonal de um segmento obliquo a um plano
B

B

B”

(2]

Fonte: O autor, 2025.

Exemplo 7. Provar que se duas retas formam um angulo reto, sendo uma delas paralela ou
contida no plano de projecédo, e a outra ndo perpendicular a esse plano, entdo as projecoes
ortogonais dessas retas sobre o plano serdo perpendiculares entre si.

Solucéo. Para provar a afirmacdo apresentada, segue-se a sequéncia l6gica de passos,

explicando o raciocinio envolvido.

(i) Se o plano a ¢ paralelo a ou contém a reta s, e a reta s’ € a projeg¢ao ortogonal de s,
entdo a reta s’ serd paralela a reta s. Pois, se uma reta s esta contida no plano o ou é
paralela a ele, a projecdo ortogonal de s sobre o plano também sera paralela a s, pois
a projecao ortogonal preserva a direcdo da reta (mantendo-se o paralelismo);

(if) Se areta s’ € paralela a reta s, e r é uma reta que intercepta s em um ponto, entao r
intercepta s’ no ponto correspondente da projegdo de s. Pois, a relacdo de
paralelismo entre s’ e s implica que qualquer reta que intercepte s em um ponto
também ird interceptar s’ no ponto correspondente da projecdo. Isso acontece
devido a preservacdo da posicao relativa entre as retas na projecdo ortogonal;

(iii) Se i ¢ a intersecdo dos planos projetantes de r e s, e s’ esta contido no plano a, entdo
a intersecao 1 estara sobre a reta s'. Pois, a interse¢ao dos planos projetantes ¢ um
ponto onde as projecdes de r e s se encontram, o que implica que a projecao de s

(isto ¢, s") passara por esse ponto de interse¢ao i;
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(iv) Se as retas s', r, e i sdo concorrentes (ou seja, se se encontram no mesmo ponto),
entdo a reta s’ se comporta como a reta que passa pelos pontos de intersegédo r e i.
Pois, quando s, 1, € 1 sdo concorrentes, a projecao de s sobre o plano serd uma reta
que passa exatamente pelos pontos de interse¢ao de r e 1, isto ¢, a reta s’ € a uniao
dos pontos de intersecdo der e i;

(v) Ses’é areta que passa pelos pontos de intersecdo der e i, entdo a reta r’ ¢ uma reta
contida no plano gerado por r e i, e ela sera concorrente com s'. Pois, se a reta s’
passa pelos pontos de intersecdo r € 1, a reta r’, que esta contida nesse plano, sera
concorrente com a reta s’. Além disso, a reta 1’ estard contida na reta gerada pela

intersecéo de r e i, mantendo-se a relagdo de concorréncia entre s’ e r'.

De fato, se duas retas formam um angulo reto, sendo uma delas paralela ou contida no
plano de projecéo, e a outra ndo perpendicular a esse plano, entéo as projecdes ortogonais dessas
retas sobre o plano serdo perpendiculares entre si, tendo em vista que com base nas propriedades
geométricas de projecdo ortogonal e da relacdo entre as retas e planos projetantes, mostrou-se
que as retas e suas projecfes mantém uma relacdo de paralelismo e concorréncia conforme

descrito.

Figura 49 — Projecdes ortogonais de retas sobre o plano

Fonte: O autor, 2025.

3.5.7 Segmento perpendicular e segmentos obliquos a um plano por um ponto

Tomando-se um ponto P fora de um plano a, ao tragar-se os segmentos PP’, PA, PB,
PC, PD, ..., sendo o primeiro perpendicular e os demais obliquos ao plano a, com as

extremidades P’, A, B, C, D, ... no plano a, tem-se que:
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Figura 50 — Segmento perpendicular e segmentos obliquos a um plano por um ponto
P P

1)

Fonte: O autor, 2025.

O segmento que é perpendicular ao plano é sempre menor do que qualquer um
dos segmentos obliquos tracados.

De fato, o segmento PP’ corresponde ao cateto de triangulos retangulos, nos quais
0s segmentosPA, PB, PC, PD, ... atuam como hipotenusas. Assim sendo, conclui-
se que PP’ < PA, PP" < PB, PP’ < PC, PP'<PD, ...

Segmentos obliquos que possuem projecdes de mesmo comprimento também séo
congruentes.

Como o segmento PP’ é comum aos triangulos APP’A e A PP’B, e os segmentos
P'A e P'B sdo congruentes, segue-se que os triangulos APP’A e A PP’B sdo

congruentes. Assim sendo, conclui-se que os segmentos PA e PB s&o congruentes,

[11) Segmentos obliquos que sdo congruentes possuem projecdes também

congruentes.

Tem-se uma aplicacdo direta da propriedade anterior. Como o segmento PP’ é
comum aos triangulos APP’A e A PP’B, e os segmentos PA e PB séo congruentes,
segue-se que os triangulos APP’A ¢ A PP’B s3o congruentes. Assim sendo,

conclui-se que os segmentos P'A e P'B sdo congruentes.

IV) Dentre dois segmentos obliquos de projecdes ndo congruentes, 0 maior deles é o

de maior projecéo.

Considerando-se o ponto A’ pertencente ao segmento P'C, tal que 0s segmentos
P'A’ e P'A sdo congruentes, segue que se 0 segmento P’'A’ e 0 segmento P'A séo
congruentes, entdo os segmentos PA’ e PA sdo congruentes. O angulo PA’C ¢
obtuso, pois € um angulo externo ao triangulo APP’A’, no qual o angulo PP’A’ ¢é

reto. Portanto, no tridngulo APA’C, tem-se que o angulo PA’C é maior que o
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angulo PCA’. De acordo com a propriedade que relaciona angulos e lados em
triangulos, o maior angulo se opde ao maior lado. Assim sendo, conclui-se que
PC > PA',isto é, PC > PA.

V) Dentre dois segmentos obliquos que ndo sdo congruentes, aquele que o maior
deles possui maior projecéo.
Se o segmento P'C fosse menor que P'A, pelas propriedades anteriores, o
segmento PC seria menor que o segmento PA4, isto €, uma contradicdo em relacdo
a hipotese inicial. Diante disto, tem-se que o segmento P'C é maior que o
segmento P'A.

VI) Dentre dois segmentos obliquos ndo congruentes, o maior deles forma um angulo
menor com sua projecao.
Se 0 segmento PD é maior que o segmento PC, entdo o segmento P'D é maior
que o segmento P'C. Tomando-se um ponto C’ pertencente ao segmento de reta
P'D, sendo os segmentos P'C’ e P'C congruentes entre si, tem-se que os triangulos
APP’C e APP’C’ sdo congruentes, isto ¢, angulos PCP’ e PC’P’ também sao
congruentes. Ja no triangulo PC’D, tem-se que o angulo PDC’ ¢ menor que o
angulo PC’P’, pois, em qualquer tridngulo, um angulo externo € maior do que
qualquer um dos angulos internos ndo adjacentes a ele. Assim sendo, conclui-se
que se o angulo PDC’ ¢ menor que o angulo PC’P’, entdo o angulo PDP’ € menor
que o angulo PC’P’, isto €, o angulo PDP’ ¢ menor que o angulo PCP”’.

VII) Dentre dois segmentos obliquos ndo congruentes, o maior deles é aquele que
forma um angulo menor com a sua projecéao.
Se 0 segmento de reta PD fosse menor ou igual ao segmento de reta PC, como
consequéncia da propriedade anterior, o angulo o angulo PDP’ seria menor ou
igual ao angulo PCP’, isto é, uma contradi¢cdo em relac&o a hipétese inicial. Ou

seja, 0 segmento PD é maior que o segmento PC.

3.6 Superficies e Sélidos de Revolugao

As superficies e os solidos de revolucdo ocupam um papel de relevante destaque na
Geometria Espacial, especialmente devido a sua relevancia tanto no campo tedrico quanto nas
aplicacdes praticas. Esses conceitos envolvem a geracdo de superficies tridimensionais por

meio da rotacdo de figuras planas em torno de um eixo, proporcionando uma compreensao mais
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profunda das relacGes entre as dimensdes e a forma de objetos geométricos. A habilidade de
compreender superficies e solidos de revolugdo é fundamental tanto para a resolucdo de
problemas matematicos quanto para areas que exigem modelagem espacial, como engenharia,
arquitetura e design.

Ao tratar desse tema, € relevante observar que, no contexto educacional, a abordagem
de superficies e sélidos de revolugdo nem sempre recebe a devida atencdo. Foi realizada uma
anélise detalhada em dez livros didaticos de matematica utilizados no ensino medio,
abrangendo editoras amplamente reconhecidas, como FTD, Saraiva, Moderna, Atica, SM e
Leya. Os livros analisados foram os das seguintes colec¢des: Prisma — FTD (Bonjorno et al,
2020), Ciéncia e Aplicacbes — Saraiva (lezzi et al, 2016), Ciéncia e Aplicacdes | Conecte —
Saraiva (lezzi et al, 2014), Integracdo e Tecnologia — Leya (Balestri, 2016), Conexdes com a
Mateméatica — Moderna (De Leonardo e Silva, 2016), Contexto e Aplicacdes — Atica (Dante,
2016), Contato — FTD (Souza e Garcia, 2016), Conexdes — Moderna (De Leonardo, 2020),
Quadrante — SM (Chavante e Prestes, 2016) e Matematica Completa — FTD (Bonjorno et al,
2016).

A partir dessa analise, constatou-se que nenhum dos livros examinados apresenta um
capitulo especifico dedicado ao estudo aprofundado das superficies e sélidos de revolugdo. O
contetdo referente a esse tema é limitado a exploracéo de alguns sélidos mais comuns, como
cilindros retos, cones retos e esferas. Esses solidos séo introduzidos de forma isolada, com
descricdes que geralmente abordam o processo de geracdo e suas propriedades principais, como
volumes e areas.

Por exemplo, os cilindros retos sdo descritos como o resultado da rotagdo de um
retdngulo de 180° em torno de uma de suas mediatrizes ou de 360° em torno de um de seus
lados. Os cones retos sdo definidos como solidos gerados pela rotagdo de um triangulo retangulo
360° em torno de um de seus lados ou de um triangulo isésceles 180° em torno da mediatriz da
base. Por fim, as esferas s@o apresentadas como superficies de revolugdo obtidas pela rotacéo
de uma semicircunferéncia 360° em torno de seu didmetro ou de uma circunferéncia 180° em
torno de seu diametro.

Essa limitacdo nos materiais didaticos pode ser atribuida a uma abordagem mais
pragmatica, que privilegia contetdos frequentemente cobrados em exames como 0 ENEM e
outros vestibulares. No entanto, essa escolha restringe a oportunidade de os alunos explorarem
outras superficies de revolucdo, como toroides ou paraboloides, que, embora menos comuns,

apresentam aplicacGes relevantes em areas como fisica e engenharia.
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Portanto, o estudo das superficies e sélidos de revolucao vai além de um conhecimento
matematico pontual, constituindo uma oportunidade Unica de desenvolver o pensamento
espacial e a capacidade de abstracdo. Ao compreender as relacGes entre a figura plana geradora
e 0 solido resultante, os alunos sdo incentivados a refletir sobre como as transformacdes
geométricas podem ser aplicadas a diferentes contextos, contribuindo para uma formacgao mais
abrangente e critica.

3.6.1 Superficies de revolucao

As superficies de revolucdo constituem um objeto de estudo de relevante destaque na
geometria espacial estudada no ensino basico, sendo obtidas a partir da rotacdo de uma curva
plana em torno de um eixo fixo. A andlise dessas superficies revela propriedades essenciais
relacionadas a simetria, continuidade e curvatura, ampliando a compreensdo das interacdes
espaciais entre formas e estruturas. Esse estudo ndo se limita ao campo tedrico, pois encontra
aplicacdes relevantes em disciplinas como a arquitetura e a engenharia, onde a modelagem
precisa de superficies € indispensavel para o desenvolvimento de projetos que conciliam
funcionalidade e eficiéncia estrutural.

Essas superficies sdo estudadas de maneira mais basal no ensino basico, porém, no
ensino superior, conectam conceitos introdutorios de geometria plana a abordagens mais
avancadas de célculo diferencial e integral. No ensino bésico, sdo introduzidas de maneira
intuitiva, muitas vezes vinculadas a exemplos concretos do cotidiano, como superficies
cilindricas e esféricas. J& no ensino superior, essas superficies tornam-se objeto de estudo
rigoroso, sendo parametrizadas e analisadas em profundidade por meio de ferramentas
matematicas, como o célculo de areas de superficie e o0 estudo de curvas geradoras. Essa
transicdo ndo apenas promove uma compreensdo mais formal e técnica das superficies, mas
também serve de alicerce para aplicacdes praticas em disciplinas como fisica, engenharia e

design computacional

Definicdo. Considera-se um semiplano que possui a origem e o eixo (denotados por €).
Dentro desse semiplano, encontra-se uma curva g, a qual é considerada uma geratriz. Ao
realizar-se uma rotagédo deste semiplano em torno do eixo e, a curva g gera uma superficie, a
qual é denominada de superficie de revolucdo. A menos que explicitamente indicado em
contrario, assume-se que essa rotacdo é completa, ou seja, ocorre ao longo de um angulo de

360° em torno do eixo.
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Figura 51 — Superficie de revolucéo

Fonte: Dolce ; Pompeo, 1993.

Exemplos
1) A superficie lateral de um cilindro gerada pela rotacdo do segmento AB, conforme mostra a

Figura 52,

Figura 52 — Superficie lateral de um cilindro

i >

Fonte: O autor, 2025.

I1) A superficie total de um cilindro gerada pela rotacéo do retangulo ABCD (Fig. 53).

Figura 53 — Superficie total de um cilindro

D D
B A |
o =mm

Fonte: O autor, 2025.

I11) A superficie lateral de um cone gerada pela rotacdo do segmento AB (Fig. 54).
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Figura 54 — Superficie lateral de um cone

e e

Fonte: O autor, 2025.

IV) A superficie total de um cone gerada pela rotacdo do segmento AB (Fig. 55).

Figura 55 — Superficie total de um cone

e e
i '

g |

Fonte: O autor, 2025.

V) A superficie lateral de um tronco de cone gerada pela rotacdo do segmento AB (Fig. 56).

Figura 56 — Superficie lateral de um tronco de cone

e e

T

Fonte: O autor, 2025.

V1) A superficie total de um tronco de cone gerada pela rotagdo do segmento AB (Fig. 57).
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Figura 57 — Superficie total de um tronco de cone
e

e

Fonte: O autor, 2025.

VII) A superficie de uma esfera gerada pela rotacdo da semicircunferéncia de extremidades

situadas em A e B:

Figura 58 — Superficie de uma esfera

Fonte: O autor, 2025.

Areas das Superficies de Revolucdo

A determinacdo da area de uma superficie de revolugdo pode ser realizada utilizando-se
as formulas de area lateral e area total previamente conhecidas, abordadas em livros didaticos
de Ensino Basico (cilindros, cones, troncos de cones e esferas), tendo em vista que o enfoque
deste trabalho é a utilizacdo da Visualizagdo Geométrica nos estudos dos assuntos
contemplados (Projecdo ortogonal, Superficies e Sélidos de Revolugdo, e Truncamentos de
Sélidos).

(i)  Areas de um cilindro de revoluggo:
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Figura 59 — Planificacdo de um cilindro de revolugédo

2-T-r

Fonte: O autor, 2025.

> Avrea(s) da(s) Base(s): Aggse = 12
> Avrea Lateral: A;gpprq = 21Th
> AreaTotal: Appeq = 2nr? + 2nrh = 2mr - (r + h)

Observacdo: Na auséncia de uma das bases do cilindro, a area total sera a soma de #r? com
2nrh, que resulta em nir - (r + 2h). E, na auséncia de ambas as bases, o célculo da area total

sera dado pela prépria area lateral.

(i) Areas de um cone de revolucéo:

Figura 60 — Planificacdo de um cilindro de revolucgao

e

Fonte: O autor, 2025.

> AreadaBase: Aggg, = 12
> Area Lateral: Ajgorq = g

> AreaTotal: Apppq = nr? +mrg =mr - (r + g)

Observacéo: Na auséncia da base do cone, o calculo da area total sera dado pela propria area

lateral.

(iii)  Areas de um tronco de cone de revolugéo:
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Figura 61 — Planificacdo de um tronco de cone de revolugao

g

Fonte: O autor, 2025.

> Areas das Bases: Aggse maior = TR? € Apase Menor = TT2

> Area Lateral: Ajgorqy = TRG —nrg = - (RG —1g)

> AreaTotal: Arpeqy = TR+ nr? +mRG —nrg =m- (R* + 12+ RG —rg) =
n-[R-(R+G)+r-(r—g)]

Observacdo: Considerando-se a complexidade da utilizacdo de uma férmula para tal calculo,
convém calcular-se a area total do tronco de cone somando-se as areas das partes envolvidas

(&rea lateral e a area de uma ou duas bases, a depender da quantidade de bases existentes).
(iv)  Area de uma superficie esférica:

Figura 62 — Superficie esférica

Fonte: O autor, 2025.

> AreadaEsfera: Aggferg = 4 - - R? = 4mR?
3.6.2 Solidos de revolucao

Os sdlidos de revolugdo constituem, dentre outras caracteristicas, um elo entre o ensino

basico e o superior, possibilitando o aprofundamento gradual de conceitos geometricos e
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analiticos. No ensino bésico, o foco recai sobre sélidos como cilindros, cones e esferas,
explorando suas formas e volumes por meio de formulas diretas. No entanto, no ensino superior,
esses solidos sdo revisitados sob a ética do calculo integral, permitindo a deducdo de volumes
e areas de superficie a partir da rotacdo de funcbes em torno de eixos coordenados. Essa
abordagem interdisciplinar consolida a compreensdo geométrica adquirida no ensino médio e
expande seu alcance, preparando o estudante para aplicagbes em modelagem tridimensional,

otimizacao e outras areas que exigem precisdo analitica e geomeétrica.

Definicdo. Considere-se um semiplano com origem em e (no eixo) e contendo uma
superficie S. Quando esse semiplano € girado em torno de e, a superficie S forma um s6lido,

conhecido como sélido de revolucao.

Figura 63 — Solido de revolucao
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Fonte: Dolce, Pompeo, (1993).
Exemplos
)] Cilindro de revolucéo gerado pela rotagdo de um retangulo:

Figura 64 — Cilindro de revolugdo

Fonte: O autor, 2025.
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1)) Cone de revolugéo gerado pela rotagdo de um triangulo retangulo:

Figura 65 — Cone de revolugio

e

Fonte: O autor, 2025.

I11)  Tronco de cone de revolucdo gerado pela rotacdo de um triangulo retangulo:

Figura 66 — Tronco de cone de revolugéo

Fonte: O autor, 2025.

IV)  Esfera gerada pela rotacdo de um semicirculo:

Figura 67 — Esfera
e

Fonte: O autor, 2025.
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Volume dos Sélidos de Revolucéo

Bem como os célculos de areas das superficies de revolugdo, a determinagéo do volume
de um solido de revolucao pode ser realizada por meio das formulas ja estabelecidas para o
calculo de volumes, amplamente apresentadas em materiais didaticos do Ensino Bésico. Essas
férmulas abrangem solidos como cilindros, cones, troncos de cones e esferas. Dado que o foco
deste trabalho reside na aplicacdo da Visualizagdo Geométrica para a compreensao dos temas
abordados — Projecdo Ortogonal, Superficies e Solidos de Revolucdo, e Truncamentos de
Solidos —, essa abordagem se torna especialmente relevante para a analise e interpretacéo

geomeétrica desses conceitos.

Exemplos

(i) Volume de um cilindro gerado pela rotacdo de um retangulo:
Veitinaro = nR*h

Figura 68 — Cilindro gerado pela rotacdo de um retangulo

Fonte: O autor, 2025.

(ii) Volume de um cone gerado pela rotacdo de um tridngulo retangulo:

Veone = L TR?h
Cone 3
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Figura 69 — Cone gerado pela rotacédo de um triangulo retangulo
e

)

Fonte: O autor, 2025.

(iii) Volume de um tronco de cone gerado pela rotacdo de um trapézio retangulo:

1 1
Vironco de cone =§'7Th'(R2+r2+R'T) =§'7Th'(R2+RT+T2)

Figura 70 — Tronco de cone gerado pela rotacdo de um trapézio retangulo

Fonte: O autor, 2025.

(iv) Volume de uma esfera gerada pela rotacdo de um setor circular:

VEsfera = § -R3
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Figura 71 — Esfera gerada pela rotacéo de um setor circular

Fonte: O auto'r, 2025.

3.7 Truncamento de Sélidos

Para uma melhor compreensdo dos solidos truncados, em particular, os arquimedianos,
é relevante o conhecimento prévio dos sélidos platdnicos, visto que 0s primeiros se originaram
de operacdes ou extensdes realizadas sobre os segundos (Almeida, 2010). Nesse contexto, é
possivel observar que a autora faz referéncia direta aos solidos platnicos, uma vez que, ao
estudar os solidos arquimedianos, nota-se que alguns sdo gerados por truncamentos (operagédo
geométrica em que uma parte de um sélido é "cortada™ por um plano, removendo uma secéo do
solido original) realizados nos vértices dos solidos platénicos, enquanto outros resultam de uma
operacdo chamada snubificacdo (operacdo geométrica que transforma um sélido poliedro,
geralmente um solido platdnico, em um novo poliedro, ao aplicar uma combinacdo de duas

transformacdes: rotacionar e truncar), aplicada as suas faces.

3.7.1 Poliedros de Platao

Define-se poliedro como uma regido do espaco tridimensional cujas fronteiras séo
formadas por faces poligonais adjacentes, de modo que cada aresta seja compartilhada por
exatamente duas dessas faces. Nos poliedros convexos, é possivel verificar-se a Relacdo de
Euler, dada por V — A + F = 2, na qual, V, A e F correspondem, respectivamente, a0 nimero
de vértices, arestas e faces do poliedro. Um poliedro convexo é classificado como regular
quando satisfaz determinadas condicbes especificas, as quais podem ser explicitadas da

seguinte forma:

> Cada uma de suas faces é composta por poligonos regulares, sendo que todos esses

poligonos possuem um numero idéntico de arestas.
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> Em todos os vértices do poliedro, o nimero de arestas que se encontram incidentes

sobre cada um deles é invariavelmente o0 mesmo.

Esses poliedros que atendem a tais requisitos séo comumente denominados poliedros de
Platdo. Vale ressaltar que, para qualquer poliedro convexo que seja classificado como regular,
sua forma serd uma das cinco categorias geomeétricas classicas, a saber: o tetraedro, o hexaedro,
0 octaedro, o dodecaedro ou o icosaedro). Além disso, os vértices que compdem essas figuras
geomeétricas definem as distribui¢cGes mais simétricas que podem ser concebidas de quatro, seis,
oito, doze e vinte pontos situados sobre a superficie esférica (Carmo, 2023).

Os poliedros regulares, historicamente, foram associados a algumas caracteristicas do
ser humano devido as suas notaveis propriedades geomeétricas, que refletem a harmonia e a
simetria presentes na natureza e na concep¢do do universo. O filésofo grego Platdo
(aproximadamente 428-347 a.C.), em sua obra Timeu, estabelece uma conexdo entre cinco
solidos regulares — o tetraedro (composto por quatro tridngulos equilateros), o hexaedro
(formado por seis quadrados), o octaedro (composto por oito triangulos equilateros), o
icosaedro (constituido por vinte triangulos equilateros) e o dodecaedro (com doze pentagonos
regulares) — e os quatro elementos fundamentais da natureza: fogo, terra, ar e agua, associando
cada um desses sélidos a um desses elementos e, por extensdo, ao proprio universo. Platdo
propBe que o universo € constituido por um corpo e uma alma, com a matéria sendo segmentada
em por¢des limitadas por tridngulos e quadrados regulares, criando elementos que se
distinguem pela sua forma periférica. Os poliedros, termo derivado do grego poli (muitos) e
edros (faces), séo considerados convexos quando todas as suas faces estdo voltadas para o
mesmo lado em relacdo ao plano que contém qualquer uma de suas faces. No campo artistico,
os soOlidos platbnicos, com suas simetrias intrinsecas, foram amplamente valorizados e
estudados, especialmente durante o Renascimento, quando, em 1480, o pintor Piero della
Francesca (1415-1492) realizou um estudo aprofundado sobre esses solidos em sua obra
Libellus De Quinque Corporibus Regularibus. Nessa mesma obra, 0 autor também descreve
outros tipos de poliedros que, embora apresentem faces regulares, ndo sdo compostos
unicamente pelo mesmo tipo de poligono, sendo conhecidos como solidos arquimedianos
(Melo, 2014).

Os poliedros de Platéo séo solidos geométricos regulares, caracterizados por terem faces
gue sdo poligonos regulares idénticos e 0 mesmo numero de arestas incidindo sobre cada
vertice. Esses poliedros, que possuem simetria e harmonia, foram amplamente estudados e

associados aos elementos da natureza por ele, sendo considerados representacfes perfeitas de
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ordem e equilibrio. Tais sélidos sdo compostos por cinco figuras: o tetraedro, hexaedro,
octaedro, dodecaedro e icosaedro. A seguir, apresentamos as caracteristicas de cada um desses

solidos.

> Tetraedro: O tetraedro possui quatro faces, todas elas triangulos equilateros, seis
arestas e quatro vértices. E o poliedro de Platdo com o menor nimero de faces,
sendo também o mais simples em termos de estrutura geométrica. Seus angulos
diedros séo relativamente pequenos, o que confere a ele uma forma compacta e

equilibrada.

Figura 72 — Tetraedro

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

> Hexaedro (Cubo): O hexaedro, popularmente conhecido como cubo, é formado
por seis faces quadradas, doze arestas e oito vértices. E um dos solidos mais
conhecidos devido a sua simetria e a facilidade com que se relaciona com a
geometria do espaco tridimensional. Os angulos entre suas faces sdo retos (90°), o

que resulta em uma estrutura de grande estabilidade e simplicidade.

Figura 73 — Hexaedro

et

Fonte: Derivando a Matemética, 2019. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

> Octaedro: O octaedro € composto por oito faces, todas triangulos equilateros, doze

arestas e seis vértices. Ele pode ser visualizado como dois tetraedros unidos pela


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
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base. Seus angulos diedros sdo intermediarios entre os do tetraedro e do cubo,

conferindo-lhe uma forma bem definida e simétrica.

Figura 74 — Octaedro

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Dodecaedro: O dodecaedro possui doze faces, todas pentagonos regulares, vinte
arestas e vinte vértices. E o tnico poliedro de Platdo cujas faces ndo so tridngulos
ou quadrados, mas sim pentagonos. Os angulos entre suas faces sao relativamente

grandes, resultando em uma estrutura mais complexa e refinada.

Figura 75 — Dodecaedro

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Icosaedro: O icosaedro é formado por vinte faces, todas triangulos equilateros,
trinta arestas e doze vértices. E o poliedro com os maiores angulos diedros entre 0s
solidos de Platéo, o que implica que suas faces se encontram com maior "abertura”
nas arestas. Esse solido € frequentemente associado a perfeicdo geometrica devido

a sua grande quantidade

de faces e vértices distribuidos de maneira equilibrada.


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
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Figura 76 — Icosaedro

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Cada um desses solidos de Platdo, com sua estrutura geométrica Unica, é considerado
uma representacgao de perfei¢do e harmonia, tanto na filosofia quanto na matematica. No quadro
a seqguir, verifica-se as quantidades de elementos (vértices, faces e arestas), além dos nimeros

de vértices por faces e os encontros de faces em cada vertice.

Quadro 5 - Poliedros de Platdo

P Encontros
Vértices
N I F Arest Vérti de faces
ome magem aces restas értices fg?:; em cada
wvertice

tetraedro

cubo
(hexaedro)

dodecaedro 12 30 20 5 3

icosaedro 20 30 12 3 5

octaedro - 8 12 5] 3 4

Fonte: Adaptado de Alves, 2019.


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
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3.7.2 Poliedros de Arquimedes

Nesta secdo do presente trabalho, serdo apresentadas as defini¢des relacionadas aos
poliedros arquimedianos, além de abordar a comprovagdo de que existem exatamente treze
desses solidos geomeétricos, desconsiderando os prismas e anti-prismas. A nomenclatura
"poliedros arquimedianos™ foi atribuida pelo renomado astrénomo e matematico aleméo Johann
Kepler, que também foi responsavel por demonstrar a existéncia e a unicidade dos treze
exemplos conhecidos. Esses poliedros possuem a caracteristica de serem convexos,
apresentando faces formadas por diferentes tipos de poligonos regulares. Uma peculiaridade
relevante é que todos os vértices desses sélidos sdo congruentes, ou seja, 0 arranjo de poligonos
em torno de cada Vértice é idéntico, diferenciando-se apenas por rotacdes (Neves, 2017).

Um prisma é um poliedro que possui duas faces paralelas e congruentes (as bases) e
cujas faces laterais sdo paralelogramos. Um anti-prisma é um poliedro que possui duas faces
paralelas e congruentes (as bases) e cujas faces laterais sdo triangulos. Existem infinitos prismas
e anti-prismas. Os prismas regulares cujas faces laterais sdo quadrados, de acordo com a
definicdo, sdo poliedros arquimedianos. Do mesmo modo, 0s anti-prismas regulares cujas faces
laterais sdo triangulos equilateros também sdo arquimedianos. No entanto, neste trabalho
estamos interessados apenas em descrever os poliedros arquimedianos que ndo séo prismas e
nem anti-prismas regulares. Na figura 77, a seguir, encontram-se representados exemplos que
ilustram, respectivamente, um prisma arquimediano e um anti-prisma arquimediano. Essas
figuras destacam as caracteristicas peculiares de cada uma dessas categorias de poliedros,
evidenciando suas bases paralelas e congruentes, bem como as diferencas entre as faces laterais,
que sdo compostas por quadrados no caso dos prismas e por triangulos equilateros no caso dos

anti-prismas.

Figura 77 — Prisma e anti-prisma
Prisma Anti-Prisma
Octogonal Regular Hexagonal Regular

Fonte: Neves, 2017.



96

Na figura 78, ilustra-se um exemplo representativo de poliedro arquimediano: o
Icosaedro Truncado. Este s6lido geométrico possui 32 faces, distribuidas entre 12 pentdgonos
e 20 hexagonos. Ademais, na figura, observa-se uma bola de futebol cujo formato se baseia na
estrutura geométrica do Icosaedro Truncado. Esse design especifico foi introduzido, pela
primeira vez, na Copa do Mundo de 1970, e sua construcdo reflete as caracteristicas
mencionadas, com 32 gomos, igualmente divididos entre 12 pentagonos e 20 hexagonos, tal
como ocorre no poliedro geométrico que a inspira. Tal estrutura poliédrica foi utilizada nas

bolas das 8 copas do mundo subsequentes, tendo sido utilizada até 2002, (Freire, 2022).

Figura 78 — Icosaedro truncado e bola de futebol

Icosaedro Bola de
Truncado Futebol

.

Fonte: Siqueira, adaptado, 2019.

3.7.3 Construindo Poliedros de Arquimedes

De acordo com o dicionério Priberam (2025), o termo "truncar" provém do latim
truncare e é definido como: 1. Cortar ou separar do tronco. 2. Cortar uma parte qualquer de. 3.
No campo da geometria, refere-se a acdo de interceptar um sélido geométrico por um plano
secante. No que tange as diferentes técnicas de truncamento de poliedros, optou-se por duas
abordagens distintas, que serdo denominadas truncamento tipo 1 e tipo 2. No truncamento tipol,
0 corte é realizado através dos pontos meédios das arestas que se encontram em um mesmo
vértice. J& no truncamento tipo 2, a técnica empregada é tal que a face resultante do novo
poliedro seja um poligono regular, cuja quantidade de lados seja o dobro da quantidade de lados
da face do poliedro original, antes de sofrer o corte (Neves, 2017).

Independentemente do tipo de truncamento adotado, o processo resulta na
transformacdo de cada vértice em uma nova face. Adicionalmente, as por¢des removidas no
processo de truncamento correspondem, invariavelmente, a piramides regulares, nas quais o
numero de lados do poligono da base equivale ao nimero de arestas que se encontram em um

mesmo vértice. O corte é sempre perpendicular ao eixo da piramide.
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A operacdo de snubificacao de um poliedro regular é caracterizada pelo afastamento de
todas as suas faces, podendo ser acompanhada ou ndo de rotacdo, e o preenchimento dos
espacos resultantes com poligonos regulares. Quando ocorre a rotacdo, normalmente de 45
graus, a operacao é denominada snubificacdo. Caso ndo haja rotacdo, a operagdo é conhecida
como expansdo. Os poliedros formados por expansdo recebem a designacdo de "rombos",
enquanto os poliedros oriundos da snubificagédo sdo denominados "snub™.

Na expansao, o preenchimento entre as arestas afastadas é feito por um tnico quadrado,
e entre 0s vertices, o preenchimento é feito por um poligono regular com um nimero de lados
igual é igual a m (nimero de arestas que concorrem no mesmo vértice). Na snubificacdo, entre
as arestas afastadas, o preenchimento é realizado por dois triangulos equilateros, e entre 0s
vértices, o preenchimento é feito por poligonos regulares — triangulos, quadrados ou
pentagonos (Freitas, 2020).

A seqguir, serdo apresentadas as caracteristicas dos poliedros arquimedianos obtidos por
operacdes sobre os poliedros de Platéo.

Cuboctaedro

Ao realizar-se o0 truncamento tipo 1 no cubo ou no octaedro regular, obtém-se o
cuboctaedro (Figura 79). O octaedro, composto por 8 faces triangulares equilateras, 12 arestas
e 6 vertices, possui 0 valor m = 4. Apos a realizacdo do truncamento, obtém-se 8 faces
triangulares equilateras (mantendo-se a quantidade de faces do octaedro original) e 6 faces
quadradas, formadas pelos 6 vértices do octaedro. Assim, o poliedro resultante, o cuboctaedro,
apresenta-se com 14 faces.

Figura 79 — Octaedro (truncando) e cuboctaedro

Truncando o octaedro

Cuboctaedro

Fonte: Neves, 2017.

Considerando-se as formulas de Euler para poliedros, tem-se: 2A = 3F3 + 4F4= 3-8 +
4.6 = 48, onde A representa a quantidade de arestas, F3 0 nimero de faces triangulares e F4 0

numero de faces quadradas. Assim, A = 24 e, aplicando-se a férmula de Euler para poliedros,
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calcula-se o numero de vértices V da seguinte maneira: V =A-F +2 =24 - 14 + 2 = 12,
V=12

Portanto, o cuboctaedro obtido possui 12 veértices, 14 faces e 24 arestas.

Icosidodecaedro

Ao realizar-se o truncamento tipo 1 no dodecaedro regular ou no icosaedro regular,
obtém-se o icosidodecaedro (conforme Figura 80). O dodecaedro regular, composto por 12
faces pentagonais regulares, 30 arestas e 20 vértices, apresenta o valor m = 3. Apds a aplicagdo
do truncamento, obtém-se 12 faces pentagonais regulares (mantendo-se a quantidade de faces
do dodecaedro original) e 20 faces triangulares equilateras, formadas pelos 20 vértices do
dodecaedro. Dessa forma, o poliedro resultante, o icosidodecaedro, apresenta-se com 32 faces.

Figura 80 — Dodecaedro (truncando) e Icosidodecaedro

Truncando o dodecaedro Icosidodecaedro

Fonte: Neves, 2017.

Considerando-se as férmulas de Euler para poliedros, tem-se: 2A = 3F3 + 5Fs = 3-20 +
5-12 = 120, A = 120, onde A representa a quantidade de arestas, Fz 0 nimero de faces
triangulares e Fs 0 nimero de faces pentagonais. Assim, A = 60 e, aplicando-se a férmula de
Euler para poliedros, calcula-se 0 numero de vértices V da seguinte maneira: V=A -F + 2=
60 —32 +2 =30. V =30.

Portanto, o icosidodecaedro obtido possui 30 vértices, 32 faces e 60 arestas.

Agora, proceder-se-4 com o truncamento tipo 2 nos 5 poliedros regulares, bem como no
cuboctaedro e no icosidodecaedro. No truncamento tipo 2, o corte é realizado de modo que a
face do novo poliedro seja um poligono regular cujo nimero de lados seja o dobro do numero
de lados da face do poliedro original (antes do corte). Uma observacéo importante é que, sempre

que a palavra "truncado" aparecer no nome de um poliedro, se referira ao truncamento tipo 2.
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Tetraedro Truncado

O Tetraedro Truncado é obtido realizando-se o truncamento tipo 2 no tetraedro regular
(conforme ilustrado na Figura 81). O tetraedro regular € composto por 4 faces triangulares, 6
arestas e 4 vértices, apresentando o valor m = 3. Ao aplicar-se o truncamento tipo 2 neste
poliedro, obtém-se 4 faces hexagonais (mantendo-se a quantidade de faces do tetraedro) e 4
faces triangulares, formadas pelos 4 vértices do tetraedro. Dessa forma, o poliedro resultante, o
tetraedro truncado, possui um total de 8 faces.

Figura 81 — Tetraedro (truncando) e tetraedro truncado

Truncando o tetraedro
Tetraedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

Considerando-se as formulas de Euler para poliedros, tem-se: 2A = 3F3 + 6F¢ = 6:4 +
3:4=36, A =36, onde A representa a area total, F3 0 nimero de faces triangulares e Fs 0 nimero
de faces hexagonais. Assim, A = 18, e, aplicando-se a formula de Euler para poliedros, calcula-
se 0 numero de vértices V da seguinte maneira: V=A-F+2=18.V =12.

Portanto, o tetraedro truncado obtido apresenta 12 vértices, 8 faces e 18 arestas.

Cubo Truncado

O Cubo Truncado (Figura 82) € obtido realizando-se o truncamento tipo 2 no cubo. O
cubo original, composto por 6 faces quadradas, 12 arestas e 8 vértices, apresenta o valor m = 3.
Ao aplicar-se o truncamento tipo 2 neste poliedro, obtém-se 6 faces octogonais (mantendo-se a
quantidade de faces do cubo) e 8 faces triangulares, formadas pelos 8 vertices do cubo. Dessa
maneira, o poliedro resultante, o cubo truncado, apresenta-se com um total de 14 faces.
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Figura 82 — Cubo (truncando) e cubo truncado

Truncando o cubo Cubo Truncado

Fonte: Neves, 2017.

Considerando-se as formulas de Euler para poliedros, tem-se: 2A = 3F3 + 8Fg = 3-8 +
8-6 =72, A= 72, onde A representa a quantidade de arestas, F3 0 nimero de faces triangulares
e Fg 0 nimero de faces octogonais. Assim, A = 36, e, aplicando-se a formula de Euler para
poliedros, calcula-se 0 nimero de Vértices V da seguinte maneira: V=A-F+2=36-14 +2

=24.V = 24. Portanto, o cubo truncado obtido possui 24 vértices, 14 faces e 36 arestas.

Octaedro Truncado

O Octaedro Truncado (Figura 83) é obtido realizando-se o truncamento do tipo 2 no
octaedro regular. O octaedro regular € composto por 8 faces triangulares, 12 arestas e 6 vértices,
apresentando o valor m = 4. Ao aplicar-se o truncamento tipo-2 neste poliedro, obtém-se 8 faces
hexagonais (mantendo-se a quantidade de faces do octaedro) e 6 faces quadradas, formadas
pelos 6 vértices do octaedro. Dessa maneira, o poliedro resultante, o octaedro truncado, possui
um total de 14 faces.

Figura 83 — Octaedro (truncando) e octaedro truncado

Truncando o octaedro
Octaedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

Considerando-se as formulas de Euler para poliedros, tem-se: 2A = 4F4 + 6F¢ = 4.6 +
6-8 =72, A =72, onde A representa o total de arestas, F4 0 nimero de faces quadradas e Fs 0
numero de faces hexagonais. Assim, A = 36, e, aplicando-se a formula de Euler para poliedros,
calcula-se o numero de vertices V da seguinte maneira: V=A - F +2 =36 — 14 + 2 = 24,
V =24.
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Portanto, o octaedro truncado resultante possui 24 vértices, 14 faces e 36 arestas.

Dodecaedro Truncado

O Dodecaedro Truncado (Figura 84) é obtido realizando-se o truncamento tipo 2 no
dodecaedro regular. O dodecaedro regular possui 12 faces pentagonais, 30 arestas, 20 vértices
e m = 3. Ap6s o truncamento tipo 2, obtém-se 12 faces decagonais regulares (mantendo o
numero de faces do dodecaedro) e 20 faces triangulares equilateras, formadas pelos 20 vértices
do dodecaedro. Isso resulta em um total de 32 faces.

Figura 84 — Dodecaedro (truncando) e dodecaedro truncado

Truncando o dodecaedro Dodecaedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

A partir dessa configuracdo, pode-se calcular as arestas e vértices considerando-se as
formulas de Euler e a relagdo entre as faces: 2A = 3F3 + 10F = 3-20 + 10-12 = 180, A= 180.
Logo, A = 90 (total de arestas). Utilizando-se novamente a formula de Euler, o nimero de
vértices V é dado por: V=A-F+2=90-32+2=60.V =60.

Portanto, o Dodecaedro Truncado tem 60 vértices, 32 faces e 90 arestas.

Icosaedro Truncado

O Icosaedro Truncado (Figura 85) é obtido realizando-se o truncamento do tipo 2 no
icosaedro regular. O icosaedro regular possui 20 faces triangulares, 30 arestas, 12 vértices e m
= 5. Ap6s o truncamento tipo 2, obtém-se 20 faces hexagonais regulares (com a mesma
quantidade de faces do icosaedro), além de 12 faces pentagonais regulares, formadas a partir
dos 12 vértices do icosaedro, totalizando 32 faces.
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Figura 85 — Icosaedro (truncando) e icosaedro truncado

Truncando o icosaedro Icosaedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

A partir dessa configuracdo, as arestas e os Vvértices sdo calculados utilizando as
formulas de Euler e a relagéo entre as faces: 2A = 5Fs + 6Fs = 5-12 + 6-20 = 180, A = 180.

Logo, o numero de arestas A= 90. Utilizando-se a formula de Euler, o nimero de
vértices V é dado por: V=A-F+2=90-32+2=60.V =60.

Portanto, o Icosaedro Truncado possui 60 vertices, 32 faces e 90 arestas.

Cuboctaedro truncado

O Cuboctaedro Truncado, ou grande rombicuboctaedro, (Figura 87) obtém-se ao
realizar-se um truncamento no cuboctaedro original. Esse poliedro possui 6 faces quadradas, 8
faces triangulares equilateras, 24 arestas, 12 vértices e m = 3. Quando se aplica o truncamento
tipo 2 nesse poliedro, geram-se 6 faces octogonais, 8 faces hexagonais e 12 faces retangulares,
estas Ultimas provenientes dos 12 vértices originais, totalizando 26 faces no novo poliedro.

Ao truncar-se o cuboctaedro, o poliedro resultante ndo é considerado arquimediano, pois
algumas das faces obtidas ndo sdo poligonos regulares, como é o caso dos retangulos. Observa-
se que qualquer corte realizado em torno de um vértice, de forma perpendicular ao eixo da
piramide associada, forma um retangulo. O maior corte possivel, representado pelo quadrilatero
ABCD (Figura 86), resulta em um retdngulo com lados medindo L e LV2 . Adicionalmente,

qualquer outro corte similar produz retingulos com lados proporcionais a L e LV2.
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Figura 86 — Vista de um cuboctaedro a partir de um dos vértices
A L B

Fonte: Neves, 2017.

Para que o poliedro resultante se torne arquimediano, € necessario realizar um ajuste
que transforme as faces retangulares em quadrados. Apo6s essa modificacdo, o calculo do
namero total de arestas e veértices pode ser feito como segue: 2A = 4F; + 6F¢ + 8Fg = 4-12 +
6-8 + 8:6 = 144, o que implica A = 72. A partir disso, o nimero de vértices € dado por V = A —
F+2=72-26+2=48.

Figura 87 — Cuboctaedro truncado ou grande rombicuboctaedro

Fonte: Neves, 2017.

Assim, o poliedro ajustado atende as propriedades dos solidos arquimedianos.

Icosidodecaedro Truncado

O icosidodecaedro apresenta 20 faces triangulares equilateras, 12 faces pentagonais
regulares, 60 arestas, 30 vértices e m = 4. Realizando-se o truncamento do tipo 2 neste poliedro,
obtém-se o icosidodecaedro truncado, tambeém conhecido como grande rombicosidodecaedro
(Figura 88). Esse poliedro resultante possui 20 faces hexagonais regulares, 12 faces decagonais
regulares e 30 faces retangulares, totalizando 62 faces. Cabe destacar que o truncamento do
icosidodecaedro gera um poliedro que ndo é arquimediano, visto que algumas de suas faces,
sendo retangulares, ndo sdo poligonos regulares. Contudo, é possivel ajusta-lo para que se
transforme em um poliedro arquimediano. Isso pode ser feito convertendo as faces retangulares

em quadrados.
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Figura 88 — Icosidodecaedro truncado ou grande rombicosidodecaedro

Fonte: Neves, 2017.

Ap0s essa modificacdo, o calculo do numero total de arestas e vértices é dado por: 2A
= 4F4 + 6F¢ + 10F10 = 4-12 + 6-20 + 10-12 = 360, logo, A = 180.

Em seguida, o0 nimero de vértices pode ser determinado por: V=A - F + 2 =180 - 62
+2=120.V = 120.

Assim, o poliedro ajustado passa a satisfazer as caracteristicas dos solidos

arquimedianos.

Rombicuboctaedro

Ao realizar a expansdo no cubo ou no octaedro regular, obtém-se o rombicuboctaedro
(Figura 89). Para simplificar a anélise, tome-se como referéncia o cubo, que apresenta 6 faces
quadradas, 12 arestas, 8 veértices e m = 3. O mesmo raciocinio pode ser aplicado ao octaedro.
Durante a expansao das faces do cubo, as 12 arestas existentes formam mais 12 quadrados
adicionais. Assim, obtém-se um total de 18 quadrados (6 + 12 = 18) e, além disso, surgem 8
triangulos equilateros correspondentes aos 8 vértices do cubo. No total, o poliedro passa a
possuir 26 faces.

O célculo do namero total de arestas e vértices pode ser realizado da seguinte forma:

2A = 3F3 + 4F4 = 3-8 + 4-18 = 96, logo, A = 48. Em seguida, para determinar o numero de
vértices: V=A-F+2=48-26+2=24.V =24.

Figura 89 — Expanséo das faces do cubo e rombicuboctaedro

Fonte: Neves 2017.
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Portanto, o rombicuboctaedro resultante da expanséo apresenta 26 faces, 48 arestas e 24

vértices.

Rombicosidodecaedro (ou pequeno rombicosidodecaedro)

Ao realizar-se a expansao no dodecaedro regular ou no icosaedro regular, obtém-se o
rombicosidodecaedro (também conhecido como pequeno rombicosidodecaedro) (Figura 90).
Para simplificar o raciocinio, considere-se 0 dodecaedro regular, que apresenta 12 faces
pentagonais regulares, 30 arestas, 20 vértices e m = 3. O mesmo tipo de analise pode ser
aplicado ao icosaedro regular. Durante a expansao das faces do dodecaedro, as suas 30 arestas
originam 30 quadrados, e os 20 vértices geram 20 tridngulos equilateros adicionais. Dessa
forma, o poliedro resultante passa a apresentar 12 faces pentagonais regulares (correspondentes
as do dodecaedro original), 30 faces quadradas e 20 faces triangulares, totalizando 62 faces.

Para determinar-se o numero total de arestas e vertices do rombicosidodecaedro, utiliza-
se 0 seguinte calculo: 2A = 3F3 + 4F4 + 5F5 = 3x20 + 430 + 5-12 = 240, logo, A = 120. Em

seguida, calculando-se o nimero de vértices: V=A-F+2=120-62 + 2 =60. V = 60.

Figura 90 — Rombicosidodecaedro ou rombicosidodecaedro

Fonte: Neves, 2017.

Portanto, o rombicosidodecaedro resultante da expanséo apresenta 62 faces, 120 arestas

e 60 vértices.

Cubo snub (ou cuboctaedro snub)

Realizando-se a snubificacdo no cubo ou no octaedro regular, obtém-se o cubo snub
(também conhecido como cuboctaedro snub) (Figura 91). Para facilitar o raciocinio, considere-
se 0 cubo, que possui 6 faces quadradas, 12 arestas, 8 vértices e m=3. Esse mesmo processo
poderia ser realizado utilizando o octaedro regular. Com a snubificagdo do cubo, surgem 24
triangulos equilateros, que ocupam 0s espacos vazios formados entre as arestas afastadas do

cubo, e 8 triangulos equilateros adicionais, que se originam dos vértices (uma vez que m=3).
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Além disso, as 6 faces quadradas originais permanecem. Como resultado, o poliedro passa a ter
um total de 38 faces, sendo 32 tridngulos equiléteros e 6 quadrados.

O célculo do nimero de arestas (A) e vértices (V) é feito da seguinte maneira: 2A = 3F3
+4F4 =3-32 + 4-6 = 120, logo, A = 60. Para o0 numero de vértices, utiliza-se: V=A-F+2=
60-38+2=24.V =24

Figura 91 — Cubo snub ou cuboctaedro snub

Fonte: Neves, 2017.

Assim, o cubo snub possui 38 faces (32 triangulos equilateros e 6 quadrados), 60 arestas

e 24 vértices.

Dodecaedro snub (ou icosidoctaedro snub)

Realizando-se a snubificacdo no dodecaedro regular ou no icosaedro regular, obtém-se
0 dodecaedro snub (também denominado icosidodecaedro snub) (Figura 92). Para simplificar
o raciocinio, tome-se o dodecaedro como base, o qual possui 12 faces pentagonais regulares, m
= 3. O mesmo procedimento pode ser aplicado ao icosaedro. Com a snubificacdo do
dodecaedro, sdo formados 60 triangulos equilateros que ocupam 0s espagos vazios resultantes
da separacdo das arestas do dodecaedro, aléem de 20 triangulos equilateros adicionais gerados
nos vertices (m = 3). As 12 faces pentagonais regulares originais permanecem inalteradas. O
poliedro final, portanto, possui um total de 92 faces, sendo 80 triangulos equilateros e 12
pentagonos regulares.

Os célculos referentes ao numero de arestas (A) e vértices (V) sdo realizados como
segue: 2A = 3F3 + 5F5 = 3-80 + 5-12 = 300, logo, A=150. Para 0 nimero de vértices: V = A —
F+2=150-92+2=60.V =60.



Figura 92 — Dodecaedro snub ou icosidodecaedro snub

Fonte: Neves, 2017.
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Assim, o dodecaedro snub apresenta 92 faces (80 triangulos equilateros e 12 pentagonos

regulares), 150 arestas e 60 veértices.

Observacdo: Ao realizar-se o Truncamento tipo 1 no tetraedro regular, obtém-se o Octaedro

Regular. Com a Snubificacdo do tetraedro regular, obtém-se o Icosaedro Regular. J& com a

Expansao do tetraedro regular, resulta o Cuboctaedro.

No quadro seguinte, sdo apresentadas informacfes consideradas relevantes sobre 0s

treze poliedros de Arquimedes. O quadro foi organizado da seguinte maneira: Primeiramente,

foram listados os poliedros obtidos com o corte tipo 1 (2 poliedros). Em seguida, os poliedros

formados com o corte tipo 2 (7 poliedros). Apds, os poliedros obtidos por expansédo (2

poliedros). Por fim, os poliedros derivados pela snubificacéo (2 poliedros).

Quadro 6 - Caracteristicas dos treze poliedros de Arquimedes

n | nome do poliedro F |V A 'm As Faces

1 | Cuboctaedro 14| 12 | 24 | 4 8T e 6Q

2 | Icosidodecaedro 32| 30 | 60 | 4 20T e 12P

3 | Tetraedro Truncado 8 | 12 | 18 | 3 4T e 4H

4 | Cubo Truncado 14 ] 24 | 36 | 3 8T e 60

5 | Octaedro Truncado 14 | 24 | 36 | 3 6Q e 8H

6 | Dodecaedro Truncado 321 60 | 90 | 3 20T e 12D

7 | Icosaedro Truncado 32| 60 | 90 | 3 12P e 20H

8 | Cuboctaedro Truncado 26 | 48 | 72 | 3 12Q, 8H e 60

9 | Icosidodecaedro Truncado(ou grande | 62 | 120 | 180 | 3 | 30Q, 20H e 12D
rombicosidodecaedro)

10 | Rombicuboctaedro 26 | 24 | 48 | 4 8T e 18Q

11 | Rombicosidodecaedro(ou pequeno | 62 | 60 | 120 | 4 | 20T, 30Q e 12P
rombicosidodecaedro)

12 | Cubosnub(ou cuboctaedro snub) 38| 24 | 60 32T e 6Q

13 | Dodecaedrosnub(ou icosidodecaedro | 92 | 60 | 150 80T e 12P
snub)

Fonte: Neves, 2017.
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4 CONSTRUCAO DE HABILIDADES EM PERCEPCAO ESPACIAL

A teoria de van Hiele representa uma contribuicdo inestimavel para a educagdo
matematica, fornecendo um arcabouco robusto que permite a compreensdo profunda dos
processos de ensino e aprendizagem da geometria. Essa teoria ndo apenas sistematiza a
evolucdo do raciocinio geométrico, mas também se mostra essencial na formacao de praticas
pedagogicas que favorecem o desenvolvimento de habilidades criticas nos alunos. Sua
adaptabilidade aos diversos contextos de ensino a torna uma ferramenta relevante para
educadores que buscam enriquecer suas abordagens na disciplina. Além disso, ao enfatizar a
importancia dos diferentes niveis de raciocinio, a teoria estimula o pensamento critico e a
capacidade de andlise, fundamentais para um aprendizado eficaz. A teoria de van Hiele é crucial
para a formacéo de conceitos geométricos solidos, permitindo que os alunos desenvolvam uma
compreensdo integrada e significativa da geometria. Foi desenvolvida em 1957, na dissertacdo
de doutorado do casal holandés Dina van Hiele e Pierre van Hiele (De Oliveira ; Cristovéo,
2022). O desenvolvimento do presente Capitulo desta dissertacdo baseou-se nas abordagens e
metodologias propostas por De Oliveira e Cristovdo (2022), conforme descrito em Geometria
Espacial nas Questdes do Enem: uma analise a partir dos niveis de van Hiele.

O Modelo de van Hiele é amplamente reconhecido por descrever os estagios de
desenvolvimento do pensamento geométrico, sendo baseado em estudos de Dina van Hiele-
Geldof e Pierre van Hiele. Dina trouxe uma valiosa experiéncia em sala de aula, ao aplicar
praticas de ensino voltadas para a Geometria, enquanto Pierre elaborou um modelo tedrico com
0 objetivo de explicar as dificuldades encontradas pelos alunos no aprendizado dessa area.
Embora Dina tenha falecido logo ap6s concluir seu doutorado, Pierre continuou a desenvolver
e consolidar a teoria que passou a ser conhecida como Modelo de van Hiele (De Villiers, 2010;
Silva e Céandido, 2007).

Essa teoria propde cinco niveis distintos de pensamento geométrico que representam a
evolucgéo cognitiva do aluno ao longo de seu aprendizado: visualizagdo (ou reconhecimento),

analise, ordenacéo, deducéo e rigor (Mason, 1997):

> Nivel 1 — Visualizagdo ou Reconhecimento: Os alunos identificam formas geométricas
por meio da percepc¢édo sensorial, porém, sem compreender suas propriedades ou relagdes
entre as figuras. Descrevem objetos usando vocabulario basico, muitas vezes inadequado

do ponto de vista matematico.
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> Nivel 2 — Analise: Nesta fase, os alunos comegam a reconhecer algumas propriedades das
figuras geometricas, desenvolvendo um vocabulario mais apropriado. Contudo, eles ainda

ndo conseguem estabelecer relacdes entre as propriedades ou entre diferentes figuras.

> Nivel 3 — Ordenagéo: Neste nivel, o aluno demonstra habilidades de deducéo informal,
identificando propriedades e organizando-as de maneira logica. Ele ja& € capaz de
compreender pequenas demonstracGes e de elaborar deducbes simples, mas ainda nao

consegue formular demonstracGes rigorosas.

> Nivel 4 — Deducdo: Os estudantes sdo capazes de distinguir definicdes, postulados e
teoremas, compreendendo o significado de cada um. Eles desenvolvem a habilidade de
formular demonstrac6es formais e utilizar diferentes abordagens para alcancar conclusoes,

além de utilizar um vocabulério mais preciso.

> Nivel 5 — Rigor: No estagio mais avancado, o aluno é capaz de entender e trabalhar com
diferentes sistemas axiomaticos, incluindo geometrias ndo euclidianas. Ele também
consegue relacionar e comparar sistemas, demonstrando uma compreensdo profunda e
abstrata das estruturas geométricas.

Esses niveis proporcionam uma visao mais detalhada sobre o processo de aprendizado
da Geometria, permitindo que professores reflitam sobre os métodos de ensino e ajustem suas
abordagens de acordo com o nivel cognitivo de seus alunos. Como apontado por De Villiers
(2010) e Silva e Candido (2007), a teoria de van Hiele revela quatro importantes propriedades
sobre o aprendizado geométrico, que podem orientar praticas pedagogicas mais eficazes.

A Teoria de van Hiele estabelece quatro propriedades fundamentais que orientam o
processo de desenvolvimento do pensamento geométrico. A primeira delas é a ordenacéo dos
niveis, que determina que cada aluno deve dominar completamente um nivel antes de progredir
para 0 proximo. Isso significa que o entendimento de um novo nivel s6 é possivel apés a
assimilacdo completa do nivel anterior. A segunda propriedade destaca a linguagem proépria
de cada nivel, ou seja, conforme os alunos avangam nos niveis de pensamento geométrico, a
terminologia e os conceitos que utilizam também se tornam mais sofisticados. Assim, é
essencial que o professor identifique o nivel em que o aluno se encontra para adequar seu
discurso e promover o0 progresso continuo.

A terceira propriedade, conhecida como localidade, indica que o aluno pode exibir
niveis diferentes de compreensdo em conteudos variados, mas, ao atingir um nivel em
determinado conteudo, terd maior facilidade em alcanga-lo em outros. Por fim, a quarta
propriedade refere-se a continuidade entre os niveis, evidenciando que o progresso do aluno
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ocorre de forma gradual e continua, com uma fase de transi¢do que marca a passagem entre um
nivel e outro (Silva; Candido, 2007; Gutiérrez, 1992).

Entretanto, & importante mencionar que a maior parte das pesquisas baseadas na Teoria
de van Hiele concentra-se no estudo da Geometria Plana. Isso cria a necessidade de se recorrer
aoutros tedricos para estabelecer paralelos com a Geometria Espacial. Nesse contexto, o tedrico
francés Parzysz desenvolveu uma teoria inspirada no modelo de van Hiele, categorizando a

Geometria em quatro grupos distintos, conforme exposto por Parzysz (2006) e Oliveira (2016):

> GO0 - Geometria Concreta: Nesta fase, os aspectos fisicos dos objetos, como cor, material
e textura, ainda s&o considerados importantes, embora tecnicamente essa etapa nao
constitua uma geometria formal.

> G1 - Geometria Espaco-grafica: Os objetos fisicos passam a ser representados
graficamente, utilizando ferramentas geométricas como régua e compasso. A resolucédo de

problemas se da principalmente por meio de percepcfes visuais e representacdes.

> G2 — Geometria Protoaxiomatica: Nesta etapa, os alunos ja compreendem conceitos
tedricos, como teoremas e defini¢cGes basicas (ponto, reta, segmento etc.). Embora ainda
utilizem representacdes gréficas para apoiar a compreensdo, as validagcdes dos conceitos sao

de natureza teérica.

> G3 - Geometria Axiomatica: Aqui, 0s objetos geométricos assumem um carater
puramente tedrico, distanciando-se da realidade fisica. A validacdo e construcdo de
conhecimento ocorre por meio de deducdes rigorosas, fundamentadas em axiomas e

teoremas.

A teoria de Parzysz amplia as reflexdes sobre o ensino da Geometria Espacial,
oferecendo uma perspectiva mais aprofundada sobre como os alunos interagem com diferentes
niveis de abstragdo geomeétrica ao longo de seu aprendizado.

Essas classificacfes tém como objetivo facilitar a identificacdo do tipo de questdo e a
natureza de suas validacOes. Ao organizar-se as questdes de acordo com esses grupos, € possivel
compreender o tipo de raciocinio geométrico que esta sendo exigido do aluno e como ele deve
proceder para justificar suas respostas. No entanto, para realizar a correspondéncia entre 0s
diferentes grupos propostos por Parzysz e os Niveis de Pensamento Geomeétrico estabelecidos
por van Hiele, utiliza-se um instrumento especifico que estrutura essas informacfes em um

quadro comparativo, com tais correspondéncias. O Quadro 7, a seguir, apresenta um paralelo
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entre as duas teorias, permitindo estabelecer conexdes claras e identificar em qual nivel de van
Hiele se encontra cada tipo de questdo geométrica.

A incluséo desse quadro possibilita uma analise mais sistematica, ajudando a classificar
as tarefas e exercicios de acordo com os estagios de desenvolvimento cognitivo do aluno. Dessa
forma, o0 uso desse instrumento se torna essencial para uma abordagem didatica mais precisa,
que respeite o processo gradual e hierarquico de aquisi¢cdo de conhecimentos proposto pela

Teoria de van Hiele.

Quadro 7 - Correspondéncias entre as teorias de van Hiele e Parzysz

Nivel Van Hiele Parzysz Grupo Geométrico
Visualizacdo Concreto 0
2 Anélise Espaco-Gréfico 1
3 Ordenacdo | Protoaxiomatico 2
4 Dedugéo Axiomatico 3

Fonte: O autor, 2025.

Assim, ao analisar-se o contetdo de cada questdo geomeétrica, torna-se viavel identificar
a que nivel de pensamento geométrico, segundo a Teoria de Van Hiele, ou a qual grupo
geométrico, de acordo com a classificacdo de Parzysz, tal questdo se refere. Esse processo de
categorizacdo possibilita uma avaliacdo mais precisa das habilidades cognitivas exigidas em
cada tarefa, bem como a adequacao das estratégias de ensino para favorecer o desenvolvimento
gradual do pensamento geométrico dos alunos. A compreensdo dessas relacdes é relevante para
a aplicacdo pedagogica, permitindo que o professor adapte suas abordagens didaticas de forma
a atender melhor as necessidades de aprendizagem dos estudantes, segundo Gutiérrez (1992).

O pesquisador Gutierrez (1992) ampliou os niveis propostos por van Hiele, estendendo-
os para além das figuras planas. Segundo Gutierrez, a teoria mantém o0s niveis e serve como um
arcabouco para compreender os processos de aprendizagem da geometria espacial, abrangendo
tanto a aquisicdo de habilidades praticas quanto a compreensdo das inter-relagbes entre
conceitos. No nivel de visualizacédo, integram-se diversas habilidades, tais como a capacidade
de reconhecer um objeto independentemente de suas caracteristicas visuais — como cor,
tamanho, textura ou posi¢cdo —, a producdo de imagens mentais, a comparagéo e a relagéo entre
objetos, identificando semelhancas e diferencas, além da memorizacdo de um objeto e suas
caracteristicas, mesmo quando este é rotacionado ou parcialmente oculto.

Gutierrez (1996) enfatiza ainda a importancia de realizar atividades que possibilitem a

observacdo das conexdes entre as dimensdes bidimensional e tridimensional. Os niveis
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estabelecidos tanto na teoria de van Hiele quanto na adaptacdo proposta por Gutiérrez (1992)
configuram-se como um guia de aprendizagem e um instrumento de avaliagcdo das competéncias
dos alunos nas areas de geometria plana e espacial.

Neste contexto, o papel do professor € crucial, pois cabe a ele definir tarefas adequadas
que possibilitem aos alunos avancar para niveis superiores de raciocinio geométrico.

Para Gutiérrez (1996), a nocao de visualizacdo espacial se revela como um fenémeno
diversificado e de grande abrangéncia, cuja interpretacdo pode variar substancialmente de
acordo com a perspectiva adotada. Dentro do ambito da Educacdo Matematica, este conceito
esta intimamente relacionado a formacdo e a aplicacdo de representagdes mentais que dizem
respeito a informagGes matematicas (Sibemberg, 2019). Nesse contexto, é viavel categorizar 0s
diversos componentes que constituem a visualizacdo espacial em quatro elementos
fundamentais: imagens mentais, representacdes externas, o processo de visualizacdo e as
habilidades de visualizacao (Gutiérrez, 1996).

Segundo Gutiérrez (1996), a imagem mental se configura como o elemento primordial
que o estudante deve desenvolver para ser capaz de “construir, transformar e analisar objetos
geomeétricos (grifo do autor), visando-se, assim, a aquisi¢do de uma proficiéncia substancial em
visualizagdo espacial” (Gutiérrez, 1996, p. 25, tradugao propria).

Presmeg (1986) apresenta diferentes categorias de imagens mentais, destacando que a
imagem concreta representa a forma mais simples de representacdo mental, frequentemente
utilizada para ilustrar poliedros. Em contrapartida, a imagem dindmica envolve a concepcao de
um movimento mental de um determinado objeto, permitindo-se visualizar esse objeto em
diversas orientacOes. Por outro lado, a imagem cinestésica é caracterizada pelo movimento de
um objeto, utilizando partes do corpo, como as méos ou a cabeca.

A representacdo externa, por sua vez, ¢ definida como “qualquer tipo de representacio
verbal ou gréfica de conceitos ou caracteristicas, incluindo fotografias, ilustracdes, diagramas,
entre outros, que contribuem para a formacdo ou transformacdo de imagens mentais e para o
raciocinio visual” (Gutiérrez, 1996, p.9-10, traducéo propria).

O processo de visualizagdo se desdobra em dois processos interconectados: 0 primeiro
consiste na conversdo de dados abstratos e ndo figurativos em imagens visuais, além da
transformacdo de uma imagem mental em outra, 0 que Gutiérrez denomina como
processamento visual (Gutiérrez, 1996, p.26). O segundo envolve a interpretacdo de
informagdes figurativas, compreendendo “o processo de ler, analisar e compreender
representacdes espaciais, como as representacdes no plano ou as imagens mentais de poliedros,

com o intuito de extrair dados delas” (Gutiérrez, 1996, p.26).



113

Por fim, a altima componente do ato de visualizagdo refere-se as habilidades de

visualizagdo, sendo que “a aprendizagem e o aprimoramento dessas habilidades sdo essenciais

para o éxito de todo o processo de visualizagdo espacial” (Gutiérrez, 1996, p.26). Neste

contexto, é crucial que o aluno selecione a habilidade de visualizacdo mais apropriada, de

acordo com a natureza do desafio que estd sendo enfrentado. As habilidades de visualizagdo

delineadas por Gutiérrez (1996) sdo as seguintes:

>

Percepcao figura-fundo: Nesta habilidade, espera-se que o individuo tenha a capacidade
de distinguir um objeto especifico dentro de um contexto visual mais complexo, isolando-

0 de elementos que possam causar confusao.

Constancia perceptiva: Relaciona-se a habilidade de reconhecer que, independentemente
de variacbes em cor, dimensdo, textura ou posicionamento, algumas caracteristicas
essenciais de um objeto permanecem inalteradas, demonstrando a capacidade do sujeito de
compreender a constancia das propriedades dos objetos em diferentes condicdes de

visualizacdo.

Rotacdo mental: Esta habilidade envolve a capacidade de criar uma imagem mental
dindmica, permitindo que o sujeito visualize mentalmente 0s movimentos de um objeto em
sua mente, facilitando a interpretacdo de diferentes configuracdes e orientacOes desse
objeto.

Percepcdo de posicdes espaciais: Refere-se a capacidade do individuo de estabelecer
relacbes entre um objeto, figura ou imagem mental e a propria posicdo do sujeito,
promovendo uma compreensdo mais profunda do espaco em que o objeto esta situado.

Percepcdo de relagdes espaciais: Esta habilidade diz respeito a capacidade do sujeito de
estabelecer conexdes e relacGes entre diferentes objetos, figuras e/ou imagens mentais,

promovendo uma compreensdo mais ampla das interacdes espaciais.

Discriminacdo visual: Relaciona-se & capacidade de comparar objetos, figuras e/ou
imagens mentais para identificar semelhancas e diferencas, permitindo ao sujeito realizar
analises mais aprofundadas e detalhadas entre as representacfes visuais que observa
(Gutiérrez, 1996).

O diagrama apresentado na Figura 93, elaborado por Gutiérrez (1996), ilustra o processo

ideal para a resolucdo de uma tarefa que requer a utilizacéo da visualizacdo geomeétrica. Neste

contexto, inicialmente, a tarefa é interpretada por meio de representagdes externas, o que resulta
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na formagdo da primeira imagem mental. A partir dessa imagem, o aluno engaja-se em um
raciocinio visual que, dependendo da natureza da tarefa ou das habilidades do estudante, pode
levar & geracdo de novas imagens mentais e representacdes externas antes que uma resposta

definitiva seja alcancada (Gutiérrez, 1996).

Figura 93 — Principais elementos de visualizacao na solucdo de uma tarefa matematica

Interpretacdo de

Imagens Mentais
+ Habilidades
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Representacao
externa
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Interpretacdo Visual

da Informacao +
Habilidades

Fonte: Lemmertz, 2019 apud Gutiérrez (1996).

Na secdo subsequente, buscar-se-a aprofundar a compreensdo acerca de como 0s
recursos tecnoldgicos, especialmente a geometria dindmica, podem auxiliar tanto professores
qguanto alunos no processo de aprendizagem da geometria, enfatizando algumas das

potencialidades que tais recursos podem oferecer ao ambiente educacional.
4.1 Geometria Dindmica

Os recursos tecnoldgicos desempenham um papel crucial no processo de aprendizagem,
proporcionando ao professor oportunidades para interpretar, refletir e criar métodos de ensino
inovadores, de acordo com Santos e Moita (2016). Essas ferramentas possibilitam uma préatica
pedagogica dindmica e produtiva, permitindo uma reinvengdo do préprio ato de educar. Nesse
sentido, ao utilizar-se a geometria dindmica 3D oferecida pelo software GeoGebra, que sera
detalhada em secdo posterior deste capitulo, vislumbra-se uma maior integracdo entre a
tecnologia e o aprendizado. Espera-se que, com esse recurso, 0s alunos possam desenvolver
uma compreensdo mais profunda acerca da projecdo ortogonal e aprimorem suas habilidades
de visualizacdo de diferentes objetos geométricos em uma variedade de situacdes.

Ainda nesse contexto, verifica-se que,
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“O desenvolvimento de sistemas dindmicos voltados para a aprendizagem de
Matematica tem possibilitado novas formas de tratamento para problemas, pela
possibilidade de tornar acessiveis e manipulaveis objetos matematicos que até entéo
precisavam ser tratados de maneira estatica e abstrata.” (Notare ; Basso, 2016, p.2)

Dessa forma, os recursos oferecidos pela geometria dinamica 3D podem contribuir
significativamente para o desenvolvimento do raciocinio espacial dos alunos, promovendo
formas de pensamento que véo além das limitacdes impostas pelo uso tradicional de papel e
lapis. O uso de atividades em ambientes dindmicos estimula ndo apenas a participacao ativa dos
alunos, mas também favorece a autonomia intelectual, permitindo que eles valorizem mais sua
prépria capacidade de resolucdo de problemas.

Visando ilustrar essa contribuicdo, Notare ; Basso (2016) propuseram um problema de
geometria espacial (Figura 94) para um grupo de alunos de Mestrado Profissional. Observou-
se que, ao tentar resolver o problema utilizando apenas ferramentas tradicionais como papel e
lapis, muitos estudantes cometeram erros, uma vez que ‘construiram uma imagem
representativa equivocada dos solidos destacados” (Notare ; Basso, 2016, p.4).

Figura 94 - Questdo do Exame Nacional do Ensino Médio, 2014

1. (ENEM 2011 - Questéao 144)

Uma industria fabrica brindes promocionais em forma de piramide. A piramide € obtida a partir
de quatro cortes em um solido que tem a forma de um cubo. No esquema, estéo indicados o
sélido original e a piramide obtida a partir dele
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Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide s@o os mesmos. O ponto O é central na face
superior do cubo. Os quatro cortes saem de O em direcdo as arestas 45 BC, 4B e CD,
nessa ordem. Apds os cortes, séo descartados quatro solidos

Os formatos dos solidos descartados séo
(A) todos iguais

(B) todos diferentes

(C) trés iguais e um diferente

(D) apenas dois iguais

(E) iguais dois a dois

Fonte: Notare ; Basso, 2016.

Os estudantes foram incentivados a utilizar o GeoGebra 3D para representar a situagao-
problema, explorando as suas capacidades dinamicas, apds serem obtidos esses resultados. As
Figuras 95 e 96 exemplificam possibilidades de solucGes apresentadas por Notare ; Basso
(2016) que mostram como o uso do GeoGebra possibilita a construcdo de objetos dinamicos

analogos (utilizando-se de isomorfismo) a realidade do problema.
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Figura 95 — Solucéo do estudante A, com movimento de rotacéo

Fonte: Notare ; Basso, 2016.

Figura 96 — Solugéo do estudante B, com movimento de translagéo

Fonte: Notare ; Basso, 2016.

J& em 1996, Gutiérrez ressaltava a importancia do uso de ferramentas de geometria
dindmica como forma de potencializar o ensino de geometria, prevendo que as salas de aula do

futuro seriam equipadas com tecnologia avangada. Gutiérrez afirmava sobre as aulas futuras:

"[...] podemos imaginar salas de aula cheias de computadores, muitos CDs em uma
prateleira, e um grande armario contendo muitos aparatos e objetos manipulaveis"
(Gutierrez, 1996, p.33).

Gutiérrez conjecturava que, ao ensinar sobre sélidos geométricos, como piramides ou
cubos, os professores deveriam permitir que os alunos manuseassem 0s objetos por alguns
minutos e, em seguida, explorassem suas representacGes dindmicas nas telas de seus
computadores, promovendo discussdes sobre as propriedades que descobrissem.

Tal visdo de Gutiérrez ja indicava, no século passado, a necessidade de transcender-se
a pratica educacional centrada exclusivamente em livros didaticos, que, embora importantes,
ndo proporcionam a experiéncia completa necesséaria e suficiente para o aprendizado da
geometria espacial. Os livros oferecem roteiros organizados dos contetdos, permitindo que 0s
alunos sigam seu préprio ritmo, mesmo sem a mediacdo constante do professor. Entretanto,
como Gutiérrez (1996) argumenta, 0 uso exclusivo de livros apresenta limitacdes, uma vez que
as representacGes de solidos geométricos, apesar de coloridas e detalhadas, ndo conseguem
captar plenamente as propriedades tridimensionais dos objetos. A estatica dessas representaces
impede que o aluno tenha a experiéncia de manipular o sélido de forma a compreender suas
maltiplas facetas.
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Gutiérrez (1996) também salientava que, até aquele momento, o contato dos alunos com
abordagens dindmicas restringia-se a0 manuseio de solidos fisicos, 0 que apresentava
limitacGes. Os alunos frequentemente realizavam movimentos rapidos e superficiais, reduzindo
0 objeto as representacdes convencionais, sem explorar todo o potencial da abordagem
dindmica. Ele concluia que essa pratica, assim como o uso exclusivo de livros didaticos, tende
a gerar imagens estaticas nas mentes dos estudantes. Para reforcar-se a importancia dos
softwares de geometria dindmica, Gutiérrez (1996) traz exemplos de representacfes de
piramides, frequentemente utilizadas em livros didaticos (Figura 97). Ele argumenta que, com
0 auxilio de um computador, um aluno poderia reconhecer com mais facilidade que as imagens

representadas na Figura 98 também sdo diferentes perspectivas de uma piramide.

Figura 97 — Representacgdes convencionais de uma piramide

i AN

Fonte: Gutiérrez (1996).

Figura 98 — Representagdes ndo convencionais de uma piramide

OP AR

Fonte: Gutiérrez (1996).

Visando aprofundar-se a compreensé@o sobre como a geometria dindmica pode auxiliar
na analise e interpretacdo de representacGes bidimensionais de objetos tridimensionais, a se¢do

seguinte abordara estudos de Gutiérrez que discutem esse tema em detalhes.
4.2 Representacdes bidimensionais de objetos tridimensionais

Na secéo anterior, foi mencionado como os livros didaticos, embora bastante valiosos,
apresentam limitacdes significativas quando o foco é o aprendizado da geometria espacial,
especialmente no que tange a visualizacdo e compreensdo de objetos tridimensionais, segundo
Gutiérrez (1996). Contrapondo-se a isso, a geometria dindmica surge como um recurso
poderoso para amplificar a compreensdo dos alunos em diversos temas da geometria espacial.

Uma dessas vantagens € a capacidade de construir, transformar e analisar representacdes
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bidimensionais de objetos tridimensionais. Uma dessas representacdes €, notadamente, a
projecao ortogonal.

Em seu trabalho, Gutiérrez (1996) apresenta um exemplo ilustrativo que evidencia as
limitacOes das representacBes bidimensionais no contexto da geometria espacial. Ao observar
0 primeiro desenho da Figura 99-a, a interpretacdo pode variar de acordo com o observador: a
Figura 99-b, por exemplo, pode ser entendida como um quadrado externo representando a face
frontal de um cubo; ja a Figura 99-c, vista mais de perto, pode sugerir a face de um tronco de
piramide; enquanto a Figura 99-d pode ser interpretada como uma moldura, onde a parte

hachurada constitui o contorno e a area branca o quadro central, dentre outras possibilidades.

Figura 99 — Possibilidades de representacdes de um mesmo objeto

-a- -b- -C- -d-

Fonte: Gutiérrez (1996).

A partir dessa analise, conforme descrito por Gutiérrez (1996), percebe-se que uma das
formas mais frequentes de representar um objeto tridimensional no plano € por meio da projecéo
ortogonal. No entanto, a partir dessa representacdo plana, torna-se impossivel determinar com
precisdo qual era o solido tridimensional original. Como exemplo, pode-se observar a Figura
100, onde se apresentam duas projecGes ortogonais de um cilindro: uma delas resulta em um
retangulo, enquanto a outra se traduz em um circulo. Essa ambiguidade ilustra a necessidade de
ferramentas como a geometria dindmica para acessar e compreender a totalidade do objeto

tridimensional representado.

Figura 100 — Representac6es Ortogonais de Um Cilindro

Fonte: Colégio Web, 2025.
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Em suas investigacdes, Gutiérrez (1996) explora diferentes formas de visualizagGes
espaciais e busca analisar, bem como categorizar, o nivel de dificuldade que os alunos
enfrentam ao tentar interpretar as projecdes de um conjunto de cubos e deduzir como esse
conjunto esta estruturado no espaco tridimensional. Paralelamente, ele também se preocupa
com a capacidade dos alunos de, ao manipular o conjunto tridimensional, identificar e criar suas
respectivas projegdes ortogonais. Na Figura 101, observa-se um exemplo concreto desse tipo

de tarefa apresentado em seu estudo.

Figura 101 — RepresentacGes ortogonais de um conjunto de cubos

>

\

L Front Top Right

Fonte: Gutiérrez, 1996.

Objetivando avaliar as habilidades dos estudantes, Gutiérrez estava especialmente
interessado em dois aspectos fundamentais: "Os estudantes precisam aprender a desenhar as
representacdes de solidos dados e, igualmente, a construir os solidos a partir de representacdes
fornecidas (como, por exemplo, projecdes ortogonais)" (Gutiérrez, 1996, p.36). As tarefas
propostas seguiam em duas direcdes: oferecer aos alunos diferentes representacdes planas de
um conjunto de cubos e solicitar que eles reconstruissem os solidos a partir dessas
representagdes, ou, inversamente, fornecer um conjunto de cubos e pedir que desenhassem suas
respectivas projecdes no plano.

Nos resultados desse estudo, especificamente em relacdo as tarefas relacionadas a
projecdo ortogonal, Gutiérrez (1996) constatou que os alunos que apresentaram maior
dificuldade em realizar as projec6es ortogonais de um conjunto de cubos tinham problemas em
distinguir e isolar as faces visiveis das faces ocultas, localizadas em outros planos. A Figura
102 ilustra bem essa dificuldade. Gutiérrez observou que esses alunos careciam de uma
habilidade essencial conhecida como "figure-ground" (figura-fundo), que € descrita como "a
capacidade de identificar uma figura especifica, isolando-a de um fundo complexo” (Gutiérrez,
1996, p.26), habilidade essa ja discutida em se¢des anteriores.
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Figura 102 - O conjunto de cubos (a), a representacdo desejada (b) e o desenho do
estudante (c)

-a- -b- -C-
Fonte: Gutiérrez (1996).

Nas proximas secdes, serdo explorados, além dos conceitos acerca de Visualizacdo
Geométrica, a utilizacdo de softwares de visualizacdo tridimensional, em particular o
GeoGebra, software escolhido como recurso tecnoldgico que seré utilizado como suporte nas
atividades préaticas desta pesquisa, abordando como ele contribuird para o desenvolvimento

deste estudo.
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5 VISUALIZACAO GEOMETRICA

A visualizagdo geométrica desempenha um papel fundamental no entendimento dos
conceitos de geometria, especialmente no que diz respeito a percep¢do e manipulagéo de formas
no espaco. Ao longo da educacdo matematica, o desenvolvimento da capacidade de visualizar
objetos tridimensionais, suas relacfes espaciais e as transformacgdes que podem ocorrer com
eles € um aspecto crucial na formacdo do pensamento geométrico. A habilidade de gerar
imagens mentais e de manipula-las mentalmente é essencial para resolver problemas e
compreender as propriedades dos sélidos, das projecdes e das figuras geométricas em geral.
Esse processo ndo se limita apenas a observagdo passiva das formas, mas envolve a capacidade
de pensar e operar com essas imagens, muitas vezes em diferentes dimensdes.

A visualizacdo geométrica vai além da simples representacdo visual de objetos; ela
envolve um raciocinio espacial que permite ao individuo perceber como as figuras se
relacionam no espago, como podem ser transformadas ou manipuladas, e como suas
propriedades podem ser exploradas. A habilidade de visualizar geometria de maneira eficaz
estd ligada ao desenvolvimento de competéncias cognitivas que, ao longo da trajetéria
educacional, ajudam o estudante a construir uma compreensdo mais profunda e abstrata dos
conceitos matematicos. Assim, a visualizacdo geométrica é uma ferramenta poderosa no ensino
de geometria, pois facilita a compreensdo de conceitos complexos, promovendo uma

aprendizagem mais significativa e duradoura.
5.1 Visualizagdo

Sabendo-se que a Geometria, segundo Ferreira (1999, p.983), ¢

“a ciéncia que investiga as formas e as dimensdes dos seres matematicos” ou “um
ramo da matematica que estuda as formas, plana e espacial, com as suas propriedades,
ou, “ramo da matematica que estuda a extensdo e as propriedades das figuras
(geometria Plana) e dos solidos (geometria no espaco)”,

Entende-se que a geometria pode proporcionar ao estudante o desenvolvimento de
habilidades baseadas na observagdo e na experiéncia. Nesse sentido, compartilhando-se o

entendimento de Ferreira (2010, p. 26), é

(...) necessario investigar diferentes formas de trabalhar a geometria para atingir um
dos principais objetivos educacionais dessa disciplina: a capacidade de abstracéo
espacial a partir de projecdes nos espacos unidimensional, bidimensional e
tridimensional. Tal competéncia se incrementa com atividades que possibilitam o
desenvolvimento da habilidade de visualizacdo para a formacdo do pensamento
geomeétrico.
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Segundo a teoria de Van Hiele, que propde cinco niveis distintos de pensamento
geométrico representando a evolugdo cognitiva do aluno ao longo de seu aprendizado
[visualizacdo (ou reconhecimento), analise, ordenacao, deducéo e rigor] (Mason, 1997), no
primeiro estagio, denominado nivel de visualizacdo, os alunos reconhecem as figuras
geométricas pelas suas aparéncias e ndo por suas propriedades ou caracteristicas proprias. Por
exemplo, quando o estudante identifica um quadrado ou um retangulo, mas néo considera o
quadrado como retangulo, tendo em vista que possuem aparéncias distintas.

A palavra visualizacdo é empregada por varios autores baseando-se em semelhancas e
diferengas observadas nos diversos significados desta palavra nas obras literarias.
Referenciando-se nas defini¢cdes de visualizagdo pesquisadas neste trabalho, entende-se que
esta € uma habilidade que esta intimamente atrelada a capacidade de gerar uma imagem mental,
provocar transformac6es com o objeto da imagem, além de conservar alteracdes e modificacdes
sofridas por ele. Entre algumas das defini¢gdes encontradas sobre visualizagéo, destaca-se a de
Frota e Couy (2009, p.4), na qual

“visualizar é um processo de criar e/ou interpretar e registrar ideias e imagens, que
por sua vez podem desencadear novas ideias e imagens. Nessa perspectiva, a
visualizacdo € parte do conjunto de processos de fazer Matematica, ao lado da
intuicdo, criacdo, abstracdo, formalizagdo, comunicacgdo, entre outros, podendo ao
mesmo tempo impulsionar o desenvolvimento de tais processos.”

Johann Heinrich Pestalozzi, educador suico do século X1X, enfatizou que a visualiza¢do
desempenha um papel fundamental na educacdo e no desenvolvimento cognitivo. Para ele, o
aprendizado deveria ser baseado na observacdo e no contato direto com o0s objetos, pois
acreditava que o conhecimento comega com a experiéncia sensorial. Pestalozzi defendia que a
visualizacéo era essencial para que as criancas desenvolvessem uma compreensao concreta e
verdadeira do mundo, antes de serem introduzidas a conceitos abstratos. Ele considerava a
observacéo visual como a "base absoluta da cognic¢éo”, argumentando que os alunos deveriam
primeiro aprender através de seus sentidos, especialmente a viséo, antes de serem expostos a
conceitos tedricos ou abstratos. Dessa forma, a visualizagao se tornava um metodo central para
promover a compreensdo e a internalizacdo de informacgdes (Pestalozzi, 1894). Pestalozzi
influenciou profundamente a pedagogia moderna, inspirando métodos de ensino que enfatizam
a aprendizagem pratica e visual, promovendo um ambiente onde os estudantes podem observar,
experimentar e aprender com base em suas percepg¢des sensoriais.

Embora, segundo Gutiérrez (1996), Pestalozzi tenha sobrevalorizado a visualizagao ao
considera-la a base central da cognicdo, é inegavel que a visualizacdo desempenha um papel

essencial nesse processo. Ao adentrar o campo da visualizacdo, surgem de imediato diversos
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conceitos, como raciocinio visual, imaginacdo, pensamento espacial, imagens, imagens
mentais, visuais e espaciais, entre outros. Uma busca em bases de dados eletronicas por artigos
com os termos "visualiza¢do", "habilidade espacial” ou “imagem mental™ revela que a maior
parte desses estudos esta publicada em periddicos de psicologia, sendo ainda raro encontra-los
em revistas voltadas a educacdo matematica.

H4, entretanto, uma quantidade significativa de publica¢fes que discutem os diferentes
estagios de desenvolvimento cognitivo (da infancia a fase adulta), assim como a relacdo da
visualizacdo com atividades como desenho, escrita ou fala, além da manipulacdo de objetos
tridimensionais. Esses temas estdo associados a campos como a psicologia, matematica ou
educacdo matematica. Curiosamente, também ha trabalhos que relacionam a visualizacdo a
areas inesperadas como engenharia, arte, medicina, economia, quimica e até mesmo direcédo de
automoveis.

De acordo com Gutiérrez (1996), o campo da visualizagdo é muito vasto, tornando-se
tarefa inviavel tentar engloba-lo completamente. Profissionais de diferentes areas podem
atribuir significados diversos a termos aparentemente semelhantes. Psic6logos ha muito
reconhecem a relevancia da visualizacdo, tendo elaborado teorias consistentes e ferramentas
para observacao e teste. Assim sendo, a visualizagdo é fundamental para um leque mais amplo
de atividades do que geralmente se imagina, embora cada area se concentre em habilidades e
contextos especificos que dialogam com seus respectivos problemas de pesquisa.

Ainda segundo Gutiérrez (1996), ndo ha consenso sobre a terminologia adequada para
essa area. Por exemplo, um autor pode utilizar o termo "visualizacdo™ enquanto outro prefere
"pensamento espacial”, ainda que ambos estejam se referindo ao mesmo conceito. A0 mesmo
tempo, um termo como "imagem visual" pode ter diferentes interpretacfes dependendo de
guem o utiliza. Essa variedade terminoldgica reflete, em parte, a amplitude de areas em que a
visualizagdo € relevante e a diversidade de especialistas interessados no tema. A primeira se¢cdo
deste artigo se dedica a delimitar o campo de estudo e a esclarecer os termos que serdo
utilizados, baseando-se em um arcabouco tedrico que integra contribuicdes de pesquisadores
como Bishop (1983), Hoffer (1977), Presmeg (1986), e Yakimanskaya (1991), os quais
delinearam distintos aspectos da visualizag&o.

Embora a afirmacdo de Pestalozzi tenha sido feita ha mais de um século e meio, apenas
recentemente a visualizacdo passou a ser amplamente reconhecida por educadores matematicos.
Nos ultimos anos, houve uma crescente énfase na necessidade de incorporar mais elementos
visuais no ensino de matematica, em especial nos niveis médio e superior. No campo da

pesquisa, hd um volume crescente de estudos experimentais que mostram, em sua maioria, que
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0 uso de representagdes visuais facilita a compreensé@o dos conceitos a serem ensinados, ainda
que, em alguns casos, também possa gerar obstidculos. Em termos de desenvolvimento
curricular, ha um aumento no nimero de professores e autores de livros didaticos que tém se
atentado ao uso de ilustracdes, diagramas e imagens no ensino de matematica.

A geometria, por ser um dominio em que a visualizacdo é naturalmente presente, pode
ser vista como a raiz do uso de elementos visuais na matemética. Contudo, uma anélise dos
estudos recentes sobre visualizacdo na educacdao matematica revela que muitos se concentram
no ensino de calculo ou algebra, enquanto poucos abordam a geometria espacial. Essa
distribuicdo é compreensivel, visto que a visualizagdo sempre foi considerada essencial no
ensino de geometria, com excecdo do periodo da "matematica moderna". Apenas recentemente
a visualizacdo ganhou reconhecimento similar em outras areas da matematica. A revolucao
tecnoldgica da ultima década, marcada pela popularizacdo dos computadores e de ferramentas
multimidia, abriu novas possibilidades para a forma como a geometria espacial pode ser
ensinada. Essas oportunidades demandam uma anélise cuidadosa para que sejam efetivamente
implementadas nas salas de aula, Gutiérrez (1996).

Entre essas novas ferramentas, destacam-se programas de computador que permitem a
visualizacdo tridimensional de objetos espaciais, possibilitando a manipulacéo dindmica desses
objetos, por meio de rota¢des, translacdes, ampliagdes ou seccionamentos. Apesar da dimenséo
tridimensional dos objetos representados na tela, essas representacdes continuam sendo
imagens planas de objetos espaciais, 0 que significa que algumas dificuldades tipicas
enfrentadas pelos alunos ao interpretar desenhos bidimensionais de sélidos também surgem no

ambiente computacional.
5.2 Alguns Conceitos acerca de Visualizacdo Geométrica

Um dos significados de "imagem mental", na psicologia cognitiva, é o de uma quase-
imagem criada na mente a partir da memoria, sem nenhum suporte fisico. Tal conceito é
apoiado por Kosslyn (1980) e Denis (1989), entre outros.

Segundo Kosslyn (1980), em sua teoria das imagens mentais, a visualizacao estabelece-
se com base em dois componentes principais: uma representacao superficial (entidade quase-
pictdrica) presente na memdria ativa, e uma representacdo profunda (informagdo armazenada
na memoria de longo prazo), da qual a representacéo superficial é derivada. Pylyshyn (2003),
além de alguns outros cientistas cognitivos, posiciona-se de maneira contraria a esse conceito
de imagem mental devido as muitas falhas observadas por eles na metafora da imagem na mente

e a necessidade que sentem de uma defini¢cdo mais robusta e formal.
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Minsky e Papert (1969) também se posicionam de forma paralela a Pylyshyn,
manifestando certo ceticismo em relacdo ao papel das imagens mentais no raciocinio humano,
argumentando que, embora possamos ter a sensacdo subjetiva de visualizar imagens
internamente, o pensamento ndo depende delas, mas sim de representagdes simbolicas
abstratas. Eles acreditavam que a cogni¢do humana, assim como a inteligéncia artificial, poderia
ser mais bem explicada pela manipulacdo de simbolos e estruturas l6gicas, em vez de imagens
mentais vividas. Criticaram as redes neurais da época, que eram incapazes de resolver
problemas complexos, sugerindo que o raciocinio visual ndo poderia ser representado de
maneira eficiente por meio de imagens mentais diretas. Minsky (1988), ampliou essa viséo ao
propor que a mente funciona como uma sociedade de agentes, onde o pensamento é resultado
da colaboracdo de varias partes da mente, algumas das quais podem estar envolvidas com
processos que chamamos de "imagens mentais”, mas sem equivaléncia com as imagens
externas que percebemos.

Pesquisadores, independentemente de seu posicionamento em relacdo a visualizagéo,
interessam-se pelas formas com que as imagens mentais sdo formadas e memorizadas nas
mentes das pessoas. Comprovando tais interesses, varios testes sdo elaborados no intuito de
avaliar as habilidades dos alunos na formacéo de imagens mentais, sem que seja admitido o uso
de materiais escreventes ou tecnoldgicos no desenvolvimento das respostas (Zimmermann,
Cunningham 1991, p.3). Um razoavel detalhamento de alguns dos principais casos cléssicos de
testes usados por psicélogos encontra-se em Denis (1989) e Clements (1981).

Os significados atribuidos por Kosslyn ou Pylyshyn aos termos "visualizacdo",
"imagens mentais", etc. ndo sdo compartilhados por muitos psicologos educacionais, nem por
matematicos, professores de matematica ou educadores matematicos. Estes tendem a dar a esses
termos um significado mais simples e geral: uma "imagem mental” é uma representa¢do mental
de um conceito ou propriedade matematica que contém informagfes baseadas em elementos
pictoricos, graficos ou diagramaticos. "Visualizacdo"”, ou pensamento visual, € o tipo de
raciocinio baseado no uso de imagens mentais.

Uma das principais razdes para tal desacordo é que, em matematica, o uso de desenhos,
figuras, diagramas ou representa¢des computacionais faz parte da atividade cotidiana nas salas
de aula. Em oposicdo a abordagem dos psicologos cognitivos, os educadores matematicos
consideram que as imagens mentais e as representagdes externas (ou seja, ndo mentais) devem
interagir para alcangar uma melhor compreensdo e resolver problemas. A visualizagdo é o
contexto em que essa intera¢do acontece (Zimmermann, Cunningham 1991, p. 3). Além disso,

muitas imagens mentais usadas em matematica ndo tém uma base pictorica, uma vez que séo
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baseadas em diagramas, outras formas visuais de representacdo de conceitos ou até mesmo
informagdes textuais ou simbolicas.

Dentro da educacdo matematica, podemos encontrar varios trabalhos tedricos
interessantes sobre visualizacdo. Embora tenham elementos em comum, eles ndo foram
expressos como partes de um unico corpo teérico. Um dos objetivos da pesquisa que esta sendo
realizada é definir um arcabouco que integre essas pecas e fornecer suporte experimental para
a organizacao tedrica geral resultante.

Para Yakimanskaya (1991), uma "imagem espacial” é criada a partir da cognicao
sensorial das relacGes espaciais e pode ser expressa em uma variedade de formas verbais ou
gréaficas, incluindo diagramas, imagens, desenhos, esbogos etc., portanto, ela enfatiza a
interacdo mencionada entre imagens espaciais e representacdes externas. Além disso, as
imagens espaciais devem ser dinamicas, flexiveis e operacionais. Ela descreve o "pensamento
espacial” como uma forma de atividade mental que possibilita criar imagens espaciais e
manipula-las durante a resolucdo de varios problemas préticos e tedricos, incluindo-se
operacdes verbais e conceituais, e Varios eventos perceptuais necessarios para formar imagens
mentais. Yakimanskaya, portanto, considera que as imagens sdo as unidades operativas basicas
do pensamento espacial, e 0s objetos geométricos sdo o material basico usado para criar e
manipular imagens espaciais.

Ja Clements (1982, p. 36) considera que o conceito de “imagem” como uma imagem na
mente é valido na educacdo matematica. Lean e Clements (1981, p. 267-68), seguindo as teorias
psicologicas dominantes da época, definem: “Imaginagdo mental” como a ocorréncia de
atividade mental correspondente a percep¢do de um objeto, mas quando o objeto ndo esta
apresentado ao 6rgdo dos sentidos. “Imaginagdo visual” como a imaginacao mental que ocorre
como uma imagem na "visdo interna". “Habilidade espacial” como a capacidade de formular
imagens mentais e manipular essas imagens na mente.

Por outro lado, Presmeg (1986, p. 42) propde definir uma “imagem visual” como um
esquema mental que representa informagdes visuais ou espaciais, com ou sem a presenca de
um objeto ou outra representagéo externa. Assim como na definigcédo de Yakimanskaya, Presmeg
deseja incluir dentro do conceito de imagem visual todas aquelas imagens que tém um suporte
gréfico diferente de uma imagem na mente. Ela reconhece que essa defini¢do € mais ampla do
que a maioria das defini¢Ges anteriores, em particular a proposta por Lean, Clements (1981) e
Clements (1982). Na mesma linha, Dreyfus (1995, p. 3) define “imaginacao visual” como o uso

de imagens mentais com um forte componente visual.
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Essas amplas defini¢fes de imagens mentais permitem a possibilidade de haver varios
tipos de imagens. Presmeg (1986) relata os resultados de uma pesquisa que busca estabelecer
diferentes tipos de imagens visuais. Segundo Gutiérrez (1996), Presmeg classifica as defini¢des

imagens observadas em seus alunos sao classificadas como:

> Imagens concretas e pictéricas: O tipo de imagens de "imagem na mente" referidas por

outros autores.

> Imagens de padrdo: Imagens que representam relacbes matematicas abstratas de forma

visual.

> Imagens de formulas: Alguns alunos conseguem “ver” em suas mentes uma formula como

ela aparecia escrita no quadro-negro ou no livro didatico.

> Imagens cinestésicas: Aqueles que séo criados, transformados ou comunicados com a ajuda

de movimentos fisicos.
> Imagens dinamicas: Aqueles que tém movimento na mente.

Bishop (1983, p. 177), analisando o problema da visualizagdo de um ponto de vista

diferente, reconhece duas habilidades na visualizacdo:

> O “processamento visual” de informacdes (abreviado para VP), incluindo a tradugdo de
relagOes abstratas e dados ndo figurativos em termos visuais, a manipulagéo e extrapolagado
de imagens visuais e a transformacdo de uma imagem visual em outra.

> A “interpretacdo de informagdes figurativas” (abreviada para IFI), envolvendo

3

conhecimento das convengdes visuais € do “vocabulario” espacial usado em trabalhos
geométricos, graficos, tabelas e diagramas de todos os tipos ... € ... a “leitura” e interpretagcao
de imagens visuais, sejam mentais ou fisicas, para obter delas quaisquer informacgoes

relevantes que possam ajudar a resolver um problema.

Bishop apresenta IFI e VP como habilidades das pessoas, mas, como definidas, elas se
encaixam melhor na categoria de processos a serem realizados. A descri¢do de uma habilidade
deve incluir informacdes sobre a maneira como pode ser realizada ou as competéncias a serem
utilizadas. A descri¢do de um processo deve incluir informacdes sobre a acéo a ser feita, mas é
independente da maneira de realizad-la em um caso especifico. Por exemplo, o processo de
rotacdo de uma imagem mental, que € parte do processo IFI, consiste em converter a imagem
inicial em outra que apresenta 0 mesmo objeto visto enquanto a rotagdo ocorre ou apos ela ter

sido completada. A maneira como essa rotacdo mental é realizada, ou seja, a habilidade a ser
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usada, depende da dimensé&o da rotacédo (no plano ou no espaco), da posi¢éo do centro ou eixo
de rotacdo em relagdo a figura (interior ou exterior), da posicao do eixo de rotacdo em relacdo
ao sujeito (vertical, horizontal ou ortogonal ao plano de visdo), e das habilidades adquiridas
pelo sujeito. Pode-se observar a presenca de uma variedade de habilidades ao propor varios
problemas a diferentes alunos.

Yakimanskaya (1991, p. 101) descreve dois niveis de atividade no pensamento espacial:
a criacdo de imagens mentais e sua manipulacdo ou uso, como dois processos intimamente
inter-relacionados. A semelhanca desses processos com VP e IFI é evidente. Por outro lado,

Kosslyn (1980) identifica quatro processos aplicaveis a visualizacdo e as imagens mentais:

> Gerar uma imagem mental a partir de algumas informac6es dadas;

> Inspecionar uma imagem mental para observar sua posi¢do ou a presenca de partes ou
elementos;

> Transformar uma imagem mental girando, traduzindo, escalonando ou decompondo-g;

> Usar uma imagem mental para responder perguntas.

As transformacdes investigadas por Kosslyn sdo apenas parte daquelas realizadas com
imagens mentais em matematica. Por exemplo, é bastante comum deformar figuras para
resolver problemas de geometria. Como exemplo, quando os alunos estdo aprendendo relagdes
entre quadrilateros, eles podem imaginar um retangulo diminuindo para se tornar um quadrado
e depois novamente um retangulo. Embora o conceito de imagem mental de Kosslyn seja
diferente do dos educadores de matematica mencionados, exceto Clements, o primeiro processo
que ele define é equivalente ao processo VP, e 0s trés outros sdo partes do processo IFI mais
geral. Pode-se perceber, entdo, que Kosslyn, Yakimanskaya e Bishop se referem aos mesmos
processos de visualizagdo, com a Unica diferenca sendo que o modelo de Kosslyn é mais

detalhado do que os outros dois.
5.3 Potencial dos softwares de Geometria Dinamica

Segundo Mota, Pinto e Ferreira (2019, p. 192):

Os softwares de Geometria Dinamica proporcionam novas possibilidades de
exploracédo e experimentacao de estratégias didaticas a partir do movimento produzido
em construcdes geométricas. Essa estrutura dindmica proporciona a visualiza¢do das
construcdes, de seus elementos e propriedades, tanto no espago bidimensional quanto
no tridimensional. Os softwares graficos para ensino e aprendizagem de Matematica
possibilitam a visualizacdo das distintas representa¢des de um objeto simultaneamente
e, por conseguinte, a transi¢do entre as multiplas representagdes.
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Dada a quantidade e a qualidade dos produtos tecnoldgicos disponiveis destinados ao
ensino e a aprendizagem de matemaética, tanto para computadores (GeoGebra, MATLAB,
Wolfram Mathematica, Maple, Desmos), quanto para smartfones ou tablets (Photomath,
MalMath, Cymath, Mathway, GeoGebra Graphing Calculator), percebe-se a significativa
evolucdo na utilizagdo de tais recursos. Diversos educadores, estudiosos e especialistas em
tecnologia colaboram na criacdo de softwares de cddigo aberto, bem como no aprimoramento
de novas ferramentas que visam torna-los mais atrativos, eficientes e funcionais para aplicacédo
no ambiente educacional.

Conforme destacado por Melo e Fireman (2016, p. 14) em sua pratica de ensino:

“a utilizagdo de softwares relacionados ao ensino e aprendizagem deve-se a
capacidade de a maioria executar os mais diversos contelidos matematicos de forma
dindmica, fazendo com que o aluno enxergue o conteldo sob diversos angulos,
agucando seu espirito de observacdo e de pesquisa. (...) No entanto, é preciso que sua
a escolha pelo docente seja resultado de um planejamento didatico-pedagdgico,
analisado com cuidado para que se possa atingir aos objetivos de aprendizagem de
determinado contetido matematico.”

As criancas ndo se limitam a manusear controles remotos; elas também enviam
mensagens, criam diferentes codigos e interagem constantemente com o ambiente digital,
realizando a¢des como buscar, baixar, clicar, arrastar, maximizar e minimizar, segundo observa
Bairral (2012, p. 15-16). Diante disso, as escolas precisam se adaptar a esse novo cendrio,
incorporando tecnologias modernas para aprimorar a relacdo entre ensino e aprendizagem. A
educacdo matematica em ambientes tecnoldgicos requer acdes que envolvam fazer,
experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair e demonstrar o conhecimento
adquirido.

Os desafios enfrentados na realizacdo da integracdo da informatica e aplicacdo de
recursos tecnoldgicos sdo impulsionados por diversos fatores estruturais e pedagogicos, como
a dificuldade de acesso a ferramentas como computadores, calculadoras, internet e softwares,
além das barreiras na criagdo de recursos pedagogicos, como sequéncias didaticas,
desenvolvimento ou adaptacdo de atividades e adequacdo curricular. Borba et al. (2014)
discutem o uso das tecnologias na Educacdo Matematica no Brasil, propondo tal integracdo da
informatica e recursos tecnoldgicos no ensino de Matematica e ressaltando a complexidade de
tal implementacdo.

Nesse cenario, € essencial que os educadores implementem abordagens metodoldgicas
que integrem as novas tecnologias, visando promover uma interagdo mais rica e 0
aproveitamento das diversas oportunidades que essas ferramentas oferecem. Essa estratégia

busca a assimilacdo de novos conhecimentos, habilidades e atitudes em consonancia com as
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exigéncias do ambiente digital contemporaneo. O uso de recursos tecnolégicos no ensino de
Matematica facilita uma visualizacdo mais efetiva dos conceitos por parte dos alunos,
contribuindo assim para uma compreensdo mais aprofundada dos significados (Godino;
Batanero; Font, 2007). Com base nisso, os alunos podem desenvolver a competéncia de resolver
uma variedade de problemas que envolvem tais conceitos, empregando diferentes

representagdes, conforme enfatiza Duval (2012, p. 270):

“¢ essencial, na atividade matematica, poder mobilizar muitos registros de
representacdo semidtica (figuras, graficos, escrituras simbélicas, linguagem natural
etc.) no decorrer de um mesmo passo, poder escolher um registro no lugar de outro.
[...] O recurso a muitos registros parece mesmo uma condigao necesséria para que 0s
objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas representacdes e que possam
também ser reconhecidos em cada uma de suas representacées.”
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6 O USO DE UMA FERRAMENTA DIGITAL NO ENSINO DE GEOMETRIA
ESPACIAL: O GEOGEBRA

O ensino da Geometria no Ensino Médio enfrenta o desafio de conectar conceitos
abstratos a aplicacGes préticas e a realidade dos estudantes. Nesse contexto, 0 GeoGebra, um
software dinamico e interativo, desempenha um papel fundamental ao enriquecer o processo de
ensino-aprendizagem. Essa ferramenta possibilita a exploracdo visual e a manipulacdo direta
de figuras geométricas, promovendo maior compreensao e engajamento dos estudantes.

Uma das principais contribuicbes do GeoGebra é sua capacidade de dinamizar a
construcdo de figuras geométricas e a andlise de suas propriedades. Ao permitir que 0s
estudantes alterem pardmetros e observem as transformacGes em tempo real, o software
fomenta a experimentacdo e o raciocinio dedutivo, habilidades essenciais para o aprendizado
da Geometria. Por exemplo, a exploragdo de conceitos como congruéncia, semelhanca e
relagBes métricas em tridngulos pode ser realizada de forma interativa, tornando o aprendizado
mais acessivel e significativo.

Além disso, 0 GeoGebra viabiliza o estudo de s6lidos geométricos em um ambiente
tridimensional, superando as limitacGes de representacGes estaticas no plano. Os estudantes
podem rotacionar e manipular sélidos, visualizar secBes transversais e compreender
propriedades volumétricas e de area de forma mais concreta. Essa abordagem contribui para a
superacdo de dificuldades comuns no aprendizado da Geometria Espacial, favorecendo a
construcdo de uma visdo tridimensional.

Outro ponto de destaque é o potencial do GeoGebra para integrar Geometria com outras
areas da Matematica, como Algebra e Calculo. O software permite que fungbes sejam
visualizadas em conjunto com figuras geométricas, facilitando a compreensdo de conceitos
como é&reas delimitadas por curvas ou volumes de solidos de revolugdo. Essa
interdisciplinaridade refor¢a a importancia da Matematica como um campo unificado de
conhecimento.

Além disso, o GeoGebra incentiva o uso de metodologias ativas, como a resolugédo de
problemas e o0 aprendizado baseado em projetos. Por meio do software, os estudantes podem
criar e explorar modelos geométricos relacionados ao cotidiano, promovendo o
desenvolvimento do pensamento critico e da autonomia. Professores, por sua vez, podem
diversificar suas préaticas pedagogicas, utilizando a ferramenta para demonstrar conceitos,

propor atividades investigativas e avaliar a compreensao dos alunos.
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Em suma, o GeoGebra transforma o ensino da Geometria no Ensino Medio ao
proporcionar um ambiente dindmico, interativo e interdisciplinar. Sua utilizagdo promove nédo
apenas a compreensao dos conceitos geométricos, mas também o desenvolvimento de
competéncias como o pensamento logico, a criatividade e a capacidade de resolver problemas.
Essa ferramenta, portanto, é uma aliada indispensével para a construgdo de um ensino de

Matematica mais atrativo e eficaz.
6.1 Competéncias e Habilidades do Discente no Contexto Atual
6.1.1 Competéncias e Habilidades Profissionais

A educacdo estd em um processo continuo de transformacdo, o que implica constante
reconfiguragdo do papel do docente. Com 0 avango acelerado das tecnologias e a crescente
globalizacdo, é oportuno que o educador seja capaz de adquirir competéncias e habilidades
especificas para atender de maneira eficaz as demandas dos alunos e da sociedade.

Inicialmente, a alfabetizacdo digital surge como uma competéncia fundamental ao
desenvolvimento dos educadores, dado que se trata de uma habilidade indispensavel para a
pratica pedagdgica no contexto contemporaneo, caracterizado por uma imersao crescente nas
tecnologias da informacdo e comunicacdo. A evolucdo tecnoldgica tem impactado
significativamente as formas de aprendizagem, exigindo que os professores compreendam essas
transformacdes. Assim, é apropriado que os docentes possuam proficiéncia tecnoldgica e sejam
capazes de utilizar as tecnologias da informagdo e comunicagéo (TIC) para potencializar o
processo de aprendizagem dos alunos. Isso engloba o uso de ferramentas como redes sociais e
plataformas de ensino online (Costa Junior et al., 2023).

Outra competéncia importante € a capacidade de adaptar-se as mudancas. Com a rapida
evolucéo da tecnologia e as mudancas na sociedade, € conveniente que os professores estejam
prontos para mudar e se adaptar. Os professores precisam ser capazes de "mudar de forma
constante e continua" para atender as necessidades dos alunos e da sociedade (Costa Junior et
al., 2023).

Mais uma competéncia de relevancia crucial para os docentes do futuro consiste na
capacidade de ensinar habilidades associadas ao pensamento computacional e a programagao.
Considerando o papel cada vez mais premente da tecnologia na sociedade contemporanea, tais
habilidades tornam-se progressivamente indispensaveis. Os educadores devem reconhecer a

importancia do pensamento computacional e da programacao no contexto educacional, alem de
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estarem devidamente preparados para incorporar essas competéncias no processo de ensino-
aprendizagem em sala de aula (Queiroz, 2018).

Ademais, a capacidade de inovar e ser criativo torna-se cada vez mais essencial para 0s
educadores do futuro. E fundamental que os docentes possuam a habilidade de aplicar a
criatividade no desenvolvimento de métodos de ensino inovadores, além de promoverem o
aprimoramento das habilidades criativas nos alunos. Isso envolve, por exemplo, a incorporacgao
de tecnologias avangadas, como jogos educacionais, simulacées, realidade aumentada e virtual,
entre outras (Costa Junior et al., 2023).

De acordo com Mishra e Koehler (2006), é fundamental que o docente esteja capacitado
para utilizar, de maneira eficaz, as tecnologias disponiveis, além de desenvolver habilidades
relacionadas ao pensamento critico e criativo. Ademais, o professor deve ser capaz de lidar com
a diversidade cultural presente entre os alunos e estruturar ambientes de aprendizagem
colaborativos. Nesse contexto, torna-se indispensavel que os educadores aprimorem suas
competéncias digitais, compreendam a tecnologia como um instrumento pedagdgico e adotem
abordagens inovadoras e flexiveis no processo de ensino.

Com base nessas consideracbes, evidencia-se a necessidade de o professor
contemporaneo dominar um conjunto abrangente de competéncias e habilidades especificas.
Para assegurar uma formacdo docente alinhada as demandas do cenario atual, é essencial que
as instituigdes de ensino e as politicas publicas invistam em programas de formac&o inicial e
continuada que priorizem o desenvolvimento integral do educador, bem como o fortalecimento

de suas competéncias profissionais.
6.1.2 Competéncias e Habilidades Pedagdgicas

A sociedade contemporanea tem vivenciado transformacdes profundas, as quais
impactam diretamente os processos educativos e impdem a necessidade de novos saberes e
competéncias aos profissionais da area (Castells, 2001). Nesse cenario, torna-se indispensavel
que os professores desenvolvam competéncias pedagogicas que viabilizem a adocdo de
metodologias ativas, fomentando tanto a autonomia no aprendizado quanto a construcao
colaborativa do conhecimento.

Entre as competéncias fundamentais do educador, destaca-se a capacidade de planejar,
elaborar e implementar projetos pedagdgicos inovadores, que estejam em consonancia com as
demandas e expectativas dos estudantes. E igualmente crucial que os docentes desenvolvam

estratégias pedagdgicas capazes de promover a compreensdao dos conteudos de maneira
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significativa, além de estimular o engajamento dos alunos no processo educativo (Moran,
2012).

Adicionalmente, cabe ao professor criar oportunidades de aprendizagem que favorecam
0 desenvolvimento do pensamento critico e da criatividade nos discentes, assegurando uma
experiéncia educativa relevante e contextualizada. A integracdo critica e reflexiva de
tecnologias as praticas pedagoOgicas é outro aspecto imprescindivel, uma vez que tais
ferramentas tém o potencial de ampliar e qualificar o aprendizado dos alunos (Kenski, 2012).

A capacidade de adaptacdo as inovacOes e transformacbGes no campo educacional
desponta como uma habilidade indispensavel ao profissional da educacdo, que deve buscar o
constante aprimoramento de suas praticas. Paralelamente, é fundamental a habilidade de
trabalhar colaborativamente, articulando-se com outros educadores e profissionais de diferentes
areas, de modo a desenvolver projetos e estratégias pedagdgicas criativas e eficazes (Costa
Junior et al., 2023).

Compreender que o aprendizado estd intrinsecamente relacionado ao significado
atribuido pelo aluno aos contetdos explorados também é essencial. Nesse sentido, a educacao
significativa, que considera as vivéncias e o cotidiano do estudante, demonstra-se uma
abordagem promissora para tornar o processo de ensino mais dindmico e relevante. Conforme
argumentado por Costa Junior et al. (2022), a educacdo vai além dos limites fisicos das
instituicbes de ensino, envolvendo o desenvolvimento de aprendizagens contextualizadas e
significativas.

A teoria da aprendizagem significativa de Ausubel corrobora essa perspectiva, ao
destacar que o aprendizado ocorre de maneira mais efetiva quando novos conhecimentos séo
relacionados aos saberes prévios dos alunos. Essa abordagem valoriza tanto a compreensédo
guanto as experiéncias em diversos contextos, integrando o cotidiano a sala de aula como forma
de construir significados reais e aplicaveis a vida dos estudantes (Costa Junior et al, 2023).

Assim, diante do volume crescente de informacdes a que 0s estudantes sdo expostos,
cabe a educacéo criar condi¢des pedagogicas que nao apenas acompanhem essa realidade, mas
que a utilizem como um aliado no processo de ensino-aprendizagem. E necessario, portanto,
gue préaticas educativas considerem o uso regular das experiéncias e saberes prévios dos alunos
como fundamentos para a aquisi¢cdo de novos conhecimentos, potencializando o processo de

construcdo e reconstrucao de saberes (Costa Junior et al, 2022).
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6.1.3 Competéncias e Habilidades Técnicas e Tecnoldgicas

Nos altimos anos, a evolucéo tecnoldgica tem transformado de maneira significativa os
modos de comunicacdo, producdo e acesso a informacdo. Nesse cenario, a educagdo, enquanto
campo essencial para o desenvolvimento humano, também deve se adaptar, integrando novas
ferramentas que aprimorem o processo de ensino e aprendizagem. A tecnologia, por sua vez,
configura-se como um recurso de grande potencial pedagogico, desde que o professor esteja
apto a utiliza-la de forma eficiente e alinhada as demandas educacionais contemporaneas.

As competéncias técnicas, que incluem conhecimentos em informatica, software e
hardware, apresentam-se como imprescindiveis para que o professor integre a tecnologia ao
ambiente educacional. De acordo com Mishra e Koehler (2006), tais competéncias abrangem
desde o dominio basico de ferramentas de edicéo de textos e apresentacdes até a habilidade de
elaborar projetos educacionais que combinem a utilizacdo de recursos tecnoldgicos com
préticas pedagdgicas inovadoras.

A alfabetizacdo digital dos professores também ocupa posicéo central nesse contexto.
Conforme orientacbes da Unesco (2009), essa habilidade é uma das metas prioritarias nos
programas de formacdo docente, sendo necessaria para garantir que os professores estejam
aptos a implementar préaticas educacionais que utilizem a tecnologia de forma significativa.
Dessa forma, com base na proposta de alfabetizacdo em tecnologia e na alfabetizacdo digital,
0s primeiros passos no desenvolvimento das competéncias docentes voltadas para a integracéo
tecnoldgica envolvem o dominio inicial de habilidades digitais. Nesse sentido, € essencial que
os professores sejam capazes de selecionar e aplicar recursos tecnolégicos como tutoriais
educacionais, jogos interativos, atividades praticas e contetdos disponiveis na web, seja em
laboratérios de informaética, seja em salas de aula com estrutura mais limitada. Tais ferramentas
devem ser utilizadas de maneira a complementar os objetivos estabelecidos no curriculo,
alinhando-as as estratégias avaliativas, ao planejamento de unidades tematicas e as
metodologias de ensino adotadas. Além disso, 0s professores precisam dominar 0 uso das
tecnologias de informacgéo e comunicagéo (TIC) para gerenciar dados relacionados ao ambiente
escolar e, também, para aprimorar continuamente sua formacéo e desenvolvimento profissional
(Unesco, 2009).

Além dos conhecimentos técnicos, & essencial que os educadores desenvolvam
habilidades especificas voltadas ao uso de tecnologias educacionais, como plataformas virtuais
de aprendizagem e jogos pedagogicos. A aplicacdo dessas ferramentas contribui para o

engajamento dos estudantes, ao tornar as praticas educativas mais dindmicas e interativas.
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Contudo, como ressalta Castells (2001), a tecnologia ndo deve ser compreendida como uma
solugéo universal para os desafios educacionais, mas como um instrumento que, quando
empregado de forma criativa e inovadora, auxilia na concretizacdo de objetivos pedagdgicos
especificos.

Ademais, o professor do futuro deve incorporar em sua pratica habilidades
socioemocionais que o capacitem a enfrentar os desafios de uma sociedade cada vez mais
complexa e diversificada. Fullan (2010) destaca que a empatia, a colaboracéo e a lideranca séo
competéncias fundamentais para que o docente crie um ambiente educacional inclusivo, que
valorize a diversidade e promova a integracéo de diferentes perspectivas.

A atualizacdo constante do professor, fundamentada em uma formacdo continuada que
contemple tanto aspectos técnicos quanto pedagdgicos e socioemocionais, € essencial para que
ele atenda as demandas da contemporaneidade. Assim, torna-se necessario que a formacéo
docente inclua ndo apenas o dominio de novas tecnologias, mas também a promogao de valores
como inclusdo, diversidade e adaptabilidade.

Portanto, a formacdo de professores deve ser compreendida como um processo
abrangente, que va além do ensino de contedos técnicos e abarque o desenvolvimento de
competéncias que considerem as mudancas culturais, sociais e tecnoldgicas da sociedade atual.
Ao articular tais competéncias, serd possivel formar educadores capazes de atuar de maneira

eficaz, criativa e ética frente aos desafios impostos pela contemporaneidade.

6.2 O uso do GeoGebra no Ensino de Geometria Espacial

O GeoGebra € um software de matemética dindmica, desenvolvido por Markus
Hohenwarter em 2001, que se caracteriza pela integracdo de algebra, geometria e célculo,
oferecendo uma plataforma de ensino e aprendizagem que pode ser aplicada a todos 0s niveis
educacionais, do ensino fundamental ao superior. O nome do software resulta da fusdo das
palavras "geometria” e "algebra”, refletindo a proposta central do programa de interligar essas
duas disciplinas, com o intuito de proporcionar uma abordagem mais dindmica e interativa para
0 estudo da matematica. A utilizacdo dessa ferramenta no processo de ensino pode contribuir
significativamente para a melhoria da aprendizagem dos alunos, pois permite que o ensino da
matematica se torne mais fluido e dindmico, promovendo, dessa forma, a participagéo ativa dos
alunos e estimulando-os a desenvolverem suas proprias estratégias de resolucdo de problemas
geométricos. O uso do GeoGebra, portanto, visa engajar os estudantes, tornando-os mais

protagonistas em sua jornada de aprendizagem (Alexandre Janior, 2022).
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Santos e Moita (2016) destacam que 0s recursos tecnolégicos desempenham um papel
fundamental no processo educacional, uma vez que possibilitam ao professor uma abordagem
mais flexivel e interativa, além de oferecerem ferramentas que facilitam a criacdo e a
implementacdo de novas praticas pedagogicas. Essas praticas, por sua vez, podem tornar o
processo de ensino mais produtivo e dindmico, permitindo que os educadores reformulem e
reinvengam o ato de ensinar, com a utilizacdo de tecnologias que promovem o envolvimento
dos alunos de maneira mais significativa.

O GeoGebra se destaca por sua capacidade de manipular diversas variaveis
matematicas, como numeros, pontos e vetores, além de permitir a combinacdo de funcgdes
algébricas e a determinacéo de raizes e pontos de extremidade de uma fungdo. Uma das grandes
vantagens dessa ferramenta reside na possibilidade de demonstrar, de maneira clara e didatica,
a interacdo entre a algebra e a geometria. O software possibilita ao usuario visualizar, criar e
animar objetos geométricos em um ambiente tridimensional, proporcionando uma compreensao
mais profunda das inter-relacGes existentes entre os conceitos matematicos. Esse recurso torna
0 GeoGebra uma ferramenta poderosa para a constru¢do de um entendimento mais integrado e
visual dos conteudos abordados em sala de aula. Além disso, 0 GeoGebra permite que o
professor crie um ambiente de ensino mais ativo e interativo, no qual os alunos podem
manipular figuras geométricas em trés dimensdes, explorar as propriedades dessas figuras de
maneira visual e intuitiva e realizar comparacGes entre diferentes aspectos geométricos. Esse
tipo de interacdo torna o processo de aprendizagem mais envolvente e facilita a assimilacdo de
conceitos complexos de geometria, que muitas vezes sao dificeis de compreender apenas por
meio de métodos tradicionais, como o uso de quadros e papel (Alexandre Junior, 2022).

Outro ponto relevante é o fato de que o GeoGebra é um software gratuito, o que o torna
acessivel a um publico amplo. Ele pode ser utilizado tanto em computadores quanto em
dispositivos mdveis, 0 que amplia suas possibilidades de uso e facilita seu acesso. A interface
do software, embora rica em funcionalidades, é projetada para ser intuitiva e acessivel,
permitindo que tanto professores quanto alunos possam utilizd-lo de maneira eficaz, sem
necessidade de um treinamento complexo.

Neste trabalho, foi utilizada o “GeoGebra Classic 6”, na versdo 6.0.871.0 do GeoGebra
para o sistema operacional MacOS (Macintosh). Além da versdo classica, ha também
disponiveis para MacOS: “GeoGebra CAS Calculator” (calculadora CAS — GeoGebra),
GeoGebra Graphing Calculator (Calculadora Grafica — GeoGebra), GeoGebra Geometry,
Gréafico 3D, Geometria e Calculadora Grafica. Ha também disponivel no site oficial a versao

para o sistema Windows. Para o0s objetivos deste estudo, foi dada prioridade ao uso da opcéo



138

"Calculadora 3D", devido a sua aplicabilidade no contexto da exploracdo de conceitos
geomeétricos tridimensionais.

Além disso, 0 GeoGebra oferece uma série de manuais detalhados que explicam o
funcionamento de cada uma de suas ferramentas e funcionalidades. Esses manuais estdo
disponiveis no site oficial do software (https://www.geogebra.org/) e servem como um recurso
valioso para aqueles que desejam explorar o software de maneira mais aprofundada, seja do

ponto de vista técnico, seja no que tange a sua aplicacdo pedagogica.


https://www.geogebra.org/
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7 ATIVIDADES COM O USO DO GEOGEBRA

Este capitulo apresenta as atividades desenvolvidas nesta pesquisa, voltadas para a
exploracdo de conceitos fundamentais da Geometria Espacial, com énfase em projecédo
ortogonal, sélidos de revolugdo e truncamento de sélidos. O produto pedagdgico desenvolvido
é um e-book de atividades criado na plataforma GeoGebra (Figura 103) que tem como objetivo
fornecer um conjunto de atividades que auxiliem os professores na ministracdo dos conteudos
programaticos e, além disso, que permitam aos alunos uma melhor compreenséo dos assuntos,
favorecendo a visualizacao tridimensional dos conceitos abordados. Ressalta-se que a pesquisa
ndo foi testada em ambiente escolar. O acesso ao e-book pode ser feito pelo endereco

https://www.geogebra.org/m/twkxutg5.

Figura 103 - Capa do e-book de atividades no GeoGebra

” N \]

Fonte: O autor. 2025.

As atividades foram elaboradas considerando as diretrizes curriculares previstas na
BNCC e as necessidades dos alunos do Ensino Médio. Foram desenvolvidas e selecionadas
atividades que exploram a visualizagdo e compreensdo dos sélidos geométricos sob diferentes

perspectivas.


https://www.geogebra.org/m/twkxutq5
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Inicialmente, serdo trabalhadas as habilidades relacionadas as projecdes ortogonais,
explorando a representagdo bidimensional de objetos tridimensionais e a relagdo entre
diferentes vistas ortogonais. O uso do GeoGebra possibilitara a construcdo e manipulacéo de
solidos geomeétricos, permitindo a visualizacdo das projecdes em planos distintos e a analise
das variagOes decorrentes da posicdo e orientacdo do objeto. Pretende-se que essa abordagem
favoreca a compreensdo dos principios fundamentais da projecdo ortogonal, auxiliando na
interpretacdo espacial e na transicéo entre diferentes representacfes geométricas.

Em seguida, serdo explorados os sélidos de revolugdo, considerando a obtencéo de
cilindros, cones, troncos de cones e esferas a partir da rotacdo de figuras planas como
retangulos, tridngulos e circulos. O uso do GeoGebra possibilitard a visualizacdo do processo
de rotacdo e a anéalise de como a mudanca nos elementos geradores altera a forma final do
solido. Objetiva-se que este estudo proporcione uma abordagem dinamica, possibilitando o
desenvolvimento das habilidades inerentes a revolugao de solidos e de visualizagdo geométrica.

Na terceira etapa, sera abordado o truncamento de sélidos, destacando sua aplicacao na
construcdo de poliedros arquimedianos e na obtencdo de novas formas a partir de sélidos
regulares. Os professores poderdo utilizar o material para demonstrar cortes em poliedros,
analisando a modificacdo das faces, vértices e arestas e estudando as propriedades resultantes.
A atividade permitird um aprofundamento no conceito de transformacgao geométrica e na inter-
relacdo entre diferentes tipos de sélidos.

As atividades foram estruturadas com o objetivo de reforcar a compreensdo dos
conceitos geométricos, explorando propriedades fundamentais como simetria, relacGes
métricas, areas e volumes. Alem disso, a utilizagdo do GeoGebra proporcionard uma
experiéncia interativa, favorecendo a visualizagcdo tridimensional e promovendo um
aprendizado mais significativo.

A inser¢do de tecnologias no ensino da Matematica tem demonstrado um impacto
positivo na constru¢cdo do conhecimento, possibilitando aos alunos uma interacdo mais
dindmica com os conteidos. O uso do GeoGebra, em particular, permitira que os estudantes
experimentem, manipulem e analisem as propriedades geométricas de forma visual e interativa,
facilitando a compreensédo de conceitos muitas vezes abstratos.

Nas proximas secOes, serdo explicitadas cada uma das atividades desenvolvidas,
destacando-se 0s objetivos especificos, a metodologia sugerida para sua aplicagdo e as
principais observagdes que podem ser obtidas a partir do uso do material.

As atividades desenvolvidas no &mbito desta dissertacdo tém como propdsito central

contribuir significativamente para o ensino e a aprendizagem de conceitos fundamentais da
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Geometria Espacial, com énfase nos topicos de projecdo ortogonal, superficies e sdlidos de
revolugdo, bem como truncamento de solidos. Para alcancar tal finalidade, elaborou-se um
material didatico estruturado na forma de um livro de atividades disponibilizado na plataforma
GeoGebra, contendo construcdes interativas que fomentam a visualizacdo geométrica. Essas
construgdes incluem tanto modelos elaborados pelo préprio autor quanto outros ja existentes na
plataforma, além de um conjunto de questdes criteriosamente selecionadas, abrangendo tanto
problemas de autoria propria quanto questdes extraidas de exames vestibulares. A
intencionalidade pedagdgica subjacente a essa proposta reside na promocdo de um suporte
efetivo aos docentes, proporcionando-Ihes ferramentas que viabilizem uma abordagem didatica
mais intuitiva e dinamica desses conceitos espaciais.

Além do suporte oferecido ao professor, o material elaborado busca atender, de maneira
igualmente substancial, as necessidades dos alunos, auxiliando-os no desenvolvimento da
capacidade de abstracdo e na construcdo de uma percepcdo mais aprofundada acerca das
estruturas geométricas envolvidas nos problemas apresentados. O enfoque central do material
ndo se encontra na exploracao algébrica das resolucdes, mas, sim, na facilitacdo do processo de
compreensdo e visualizacdo das configuraces espaciais descritas em cada situacdo proposta.
Assim, ao permitir que o estudante explore interativamente os conceitos por meio do GeoGebra,
pretende-se minimizar dificuldades inerentes a assimilacdo de topicos da Geometria Espacial,
promovendo um aprendizado mais acessivel, significativo e alinhado ao desenvolvimento do

pensamento geomeétrico.

7.1 Atividades de Projecao Ortogonal

Nesta secdo, serdo abordadas as atividades associadas as projecOes ortogonais,
enfatizando a transposi¢do de formas tridimensionais para representagdes bidimensionais e a
inter-relagéo entre diferentes vistas ortogonais. Serdo apresentadas quinze (15) questdes de
vestibulares regulamentados e amplamente reconhecidos pelo sistema educacional brasileiro
(Fuvest e ENEM), presentes no e-book. Além das questdes, estdo presentes construgdes
interativas, que possibilitam uma melhor visualizacdo geométrica de projecfes ortogonais. A
utilizacdo do software GeoGebra nesse processo viabiliza a modelagem, manipulagéo e
exploracdo de solidos geometricos, o que possibilitara a observacao dindmica das projecdes em
distintos planos de referéncia. Além disso, essa metodologia permitira a analise minuciosa das
transformac0es visuais resultantes das variagdes na posicao e na orientacdo do objeto no espago
tridimensional. Objetiva-se que tal abordagem contribua significativamente para a assimilagéo
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dos fundamentos teoéricos e préticos inerentes a projecdo ortogonal, fomentando o
desenvolvimento da capacidade de interpretacdo espacial e facilitando a transi¢ao entre distintas

formas de representacdo geométrica.

7.1.1 Roteiro de Aplicacdo das Atividades de Projecdo Ortogonal para Professores

1. Objetivo Didético
Antes de iniciar, explicitar aos alunos:
e O que é projecdo ortogonal;
e Por que ela é importante em geometria espacial;
e Como essa técnica aparece em contextos reais e em vestibulares.
Sugestao: Apresentar imagens ou animacdes de objetos reais com suas vistas ortogonais

(frontal, lateral e superior).

2. Introducdo Conceitual
Reserve um momento da aula para:
e O que é projecdo ortogonal;
e Revisar 0s conceitos basicos de projecdo ortogonal,
e Apresentar os planos de projecéo (horizontal, vertical e lateral);
e Mostrar exemplos de objetos simples e suas respectivas projecdes.
Sugestdo: Usar alguns sélidos geométricos simples, como caixa de sapato, lata de
refrigerante... para demonstrar fisicamente as projecfes (com a luz da sala de aula

apagada e a lanterna do celular sendo a fonte de iluminag&o).

3. Apresentacdo da Atividade
Projetar ou apresentar a(s) questdo(des) selecionada(s) do e-book:
e Leiae interprete o enunciado com os alunos;
e Destaque os elementos importantes (tipo de sélido, pontos de interesse, plano de

projecéo).

4. Exploracdo com o GeoGebra
Utilizar a construcdo interativa associada a atividade:
e Abrir 0 arquivo correspondente;

e Orientar os alunos a explorar diferentes angulos, planos e projecdes;
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Estimular que facam previsdes antes de executar os movimentos com o controle

deslizante ou girar o sélido.

Sugestao: Antes de executar os movimentos com o controle deslizante ou girar o sélido,

perguntar '‘Como vocé imagina que sera a projecao no plano horizontal?'

5. Roteiro de Investigacdo Guiada (perguntas-chave)

Durante a atividade, propor perguntas como:

Qual vista esta sendo representada? Frontal, superior ou lateral?
Que partes do objeto séo visiveis nessa proje¢do?

O gue muda na imagem projetada ao alterar o plano projetante?
Ha perda de informacg0es visuais ao projetar? Por qué?

Se 0 objeto for rotacionado, a projecdo muda? Como?

6. Atividade em Dupla ou Grupos

Dividir os alunos para resolver as atividades juntos nas quais cada grupo pode discutir

suas interpretacdes e comparar as projecdes com as dos outros.

7. Sistematizacdo

Ap0s a resolucdo dos problemas:

Retomar os conceitos trabalhados;
Mostrar a solugédo correta com base na projecdo construida no GeoGebra;
Pedir que os alunos expliqguem com palavras o raciocinio por tras da construcao da

projecéo.

8. Ampliacéo e Avaliacdo

e Propor uma nova situacdo-problema semelhante para resolucéo individual,

e Estimular que os alunos criem seus préprios exemplos de trajetos ou solidos para

serem projetados.

9. Reflexdo Final

Finalizar a aula com uma discussao breve:

e O que foi mais dificil na projecédo ortogonal?

e Em que situacbes do cotidiano, em outras areas da matematica ou em outras

disciplinas isso pode ser util?

e O que o uso da ferramenta digital te ajudou a compreender melhor?
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10. Estimulo & Producdo de RepresentacGes Alternativas

Incentivar os alunos a criarem representacGes ortogonais de solidos do cotidiano,
diferentes dos ja explorados. Solicitar que justifiquem suas escolhas com base nas vistas
geradas. Essa proposta estimula a autonomia, criatividade e reforca a compreensdo das

projecdes ortogonais.

1. (Fuvest-SP) Uma formiga resolveu andar de um vértice a outro do prisma reto de bases
triangulares ABC e DEG (Figura 104), seguindo um trajeto especial. Ela partiu do vértice
G, percorreu toda a aresta perpendicular a base ABC, para em seguida caminhar toda a
diagonal da face ADGC e, finalmente, completou seu passeio percorrendo a aresta reversa

a CG. A formiga chegou ao vértice:

Figura 104 - Prisma reto de bases triangulares ABC e DEG
G

|
I
|
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I
I
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A B

Fonte: Fuvest (1997).

(A) A
(B) B
©C
(D) D
(E) E

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 105, o ponto verde
que representa a formiga, desloca-se pelo trajeto descrito no enunciado, conforme ilustra a
Figura 106.
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Figura 105 - Atividade do GeoGebra (trajetoria da formiga)
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Fonte: O autor, 2025.

Figura 106 - Deslocamentos da formiga

aal i
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Fonte: O autor, 2025.

(ENEM) Um inseto percorreu sobre a superficie de um objeto, em formato de um prisma
reto ABCDEFGH, com base retangular (Figura 107), uma trajetoria poligonal, com vértices
nos pontos: A-X-Y-G-F-E-X-G-E, na ordem em que foram apresentados.
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Figura 107 - Objeto em formato de prisma reto
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Fonte: INEP, 2021.

E necessario representar a projecdo ortogonal do trajeto percorrido pelo inseto sobre o
plano determinado pela base do prisma. A representacdo da projecdo ortogonal do trajeto

percorrido pelo inseto é

@ C
o
S
©) | |
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(E)

A

Orientacdo: Alterando-se a posicao do solido descrito no enunciado, em relacdo ao plano
horizontal (clicando com o mouse na imagem e movendo para as direcOes desejadas),
percebe-se a representacdo da projecdo ortogonal do trajeto percorrido pelo inseto,
conforme ilustram as Figuras 108 e 1009.

Figura 108 - Trajetdria do inseto

F

G

Y

Fonte: Mariana Soriano, 2023. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/wvtwptwd.

Acesso em: 12 ago. 2024.

Figura 109 - Representacdo da projecédo ortogonal do trajeto percorrido pelo inseto

F

Fonte: Mariana Soriano, adaptado, 2025.

3. (ENEM) Uma lagartixa est no interior de um quarto e comeca a se deslocar. Esse quarto,
apresentando o formato de um paralelepipedo retangular, é representado pela Figura 110.
A lagartixa parte do ponto B e vai até o ponto A. A seguir, de A ela se desloca, pela parede,
até o ponto M, que é o ponto médio do segmento EF. Finalmente, pelo teto, ela vai do


https://www.geogebra.org/m/wvtwptwd
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ponto M até o ponto H. Considere que todos esses deslocamentos foram feitos pelo caminho

de menor distancia entre os respectivos pontos envolvidos.

Figura 110 - quarto no formato de um paralelepipedo retangular
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Fonte: INEP, 2017.

G

A projecdo ortogonal desses deslocamentos no plano que contém o chdo do quarto é dada

por:

(A)

(B)

AN

(©)

(D)
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(E)

Orientacdo: Movendo-se o ponto “L” (Figura 111) pelo deslocamento da lagartixa descrito
no enunciado, a projecdo ortogonal da trajetdria é simultaneamente representada em

vermelho no plano horizontal (chdo), conforme ilustra a Figura 112.

Figura 111 - Trajetoria da Lagartixa
H

Fonte: Francisco Dias, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/uuhe4j3v.
Acesso em: 15 ago. 2024.

Figura 112 - Representacdo da projecao ortogonal do trajeto percorrido pela lagartixa

o0

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025.

4. (ENEM) O Museu do Louvre, localizado em Paris, na Franga, € um dos museus mais
visitados do mundo. Uma de suas atracGes € a Piramide de Vidro, construida no final da
década de 1980. Tem-se, na Figura 113 (a), uma foto da Pirdamide de Vidro do Louvre e, na
Figura 113 (b), uma piramide reta de base quadrada que a ilustra.

Considere os pontos A, B, C, D como na Figura 113 (b). Suponha que alguns reparos devem
ser efetuados na piramide. Para isso, uma pessoa fara o seguinte deslocamento:

1) partir do ponto A e ir até o ponto B, deslocando-se pela aresta AB;


https://www.geogebra.org/m/uuhe4j3v

150

2) ir de B até C, deslocando-se pela aresta que contém esses dois pontos;
3) ir de C até D, pelo caminho de menor comprimento;

4) deslocar-se de D até B pela aresta que contém esses dois pontos.

Figura 113 - Piramide de Vidro do Louvre e piramide reta de base quadrada

(a) (b)

Fonte: INEP adaptada, 2017.

A projecdo do trajeto da pessoa no plano da base da piramide € melhor representada por

(A)

(B)

(©)

(D)
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(E)

Orientacdo: Alterando-se a posicdo da piramide descrita no enunciado (ja com o0s
deslocamentos tracados), em relacdo ao plano horizontal (clicando com o mouse na
imagem e movendo para as dire¢des desejadas), percebe-se a representacdo da projecédo
ortogonal do trajeto da pessoa no plano da base da piramide, conforme ilustram as Figuras
114 e 115 a seguir.

Figura 114 - Trajeto da pessoa

Fonte: Mariana Soriano, 2021. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/tkv7nx4x.

Acesso em: 12 ago. 2024.

Figura 115 - Projecao ortogonal do trajeto da pessoa no plano da base da piramide

Fonte: Mariana Soriano, adaptado, 2024.

5. (ENEM) Gangorra € um brinquedo que consiste em uma tabua longa e estreita equilibrada
e fixada no seu ponto central (piv6). Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se nas
extremidades e, alternadamente, impulsionam-se para cima, fazendo descer a extremidade
oposta, realizando, assim, 0 movimento da gangorra. Considere a gangorra representada na

Figura 116, em que os pontos A e B sdo equidistantes do pivo:


https://www.geogebra.org/m/tkv7nx4x
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Figura 116 - Gangorra

Pivd

Fonte: INEP, 2013.

A projecdo ortogonal da trajetdria dos pontos A e B, sobre o plano do chao da gangorra,

guando esta se encontra em movimento, é:

(A)
A B
(B)
A B
©)
<A B>
(D)
A B
(E

| A/\ \/B

Orientacdo: Movendo-se o ponto “amarelo” pelo movimento da gangorra descrito no
enunciado, a projecdo ortogonal da trajetoria é simultaneamente representada em preto no

plano horizontal (chdo), conforme ilustram as Figuras 117 e 118 a seguir.
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Figura 117 - Gangorra (atividade no GeoGebra)

Fonte: Professor Yudi, 2022. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/g26k3dbz
Acesso em: 18 ago. 2024.

Figura 118 - Representacao da projecdo ortogonal da trajetdria dos pontos A e B
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Fonte: Professor Yudi, adaptado, 2025.

6. (ENEM) O Atomium, representado na imagem (Figura 119), € um dos principais pontos
turisticos de Bruxelas. Ele foi construido em 1958 para a primeira grande exposi¢ao mundial
depois da Segunda Guerra Mundial, a Feira Mundial de Bruxelas. Trata-se de uma estrutura
metalica construida no formato de um cubo. Essa estrutura esta apoiada por um dos vértices
sobre uma base paralela ao plano do solo e a diagonal do cubo, contendo esse vértice, é
ortogonal ao plano da base. Centradas nos vértices desse cubo, foram construidas oito
esferas metalicas, e uma outra esfera foi construida centrada no ponto de interse¢do das
diagonais do cubo. As oito esferas sobre os vértices sdo interligadas segundo suas arestas,
e a esfera central se conecta a elas pelas diagonais do cubo.

Todas essas interligagdes sdo feitas por tubos cilindricos que possuem escadas em seu
interior, permitindo o deslocamento de pessoas pela parte interna da estrutura. Na diagonal
ortogonal a base, o deslocamento € feito por um elevador, que permite o deslocamento entre
as esferas da base e a esfera do ponto mais alto, passando pela esfera central. Considere um
visitante que se deslocou pelo interior do Atomium sempre em linha reta e seguindo 0 menor

trajeto entre dois vertices, passando por todas as arestas e todas as diagonais do cubo.


https://www.geogebra.org/m/g26k3dbz
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Figura 119 - Atomium

Fonte: INEP, 2021.

A projecdo ortogonal sobre o plano do solo do trajeto percorrido por esse visitante é

representada por

”) %
AN

(B) /

(©)

(D)

(E)
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Orientacédo: Alterando-se a posi¢do do Atomium, em relacdo ao plano horizontal (clicando
com 0 mouse na imagem e movendo para as diregcdes desejadas), percebe-se a representacao
da projecdo ortogonal sobre o plano do solo do trajeto percorrido por esse visitante,

conforme ilustra a Figura 120 a seguir.

Figura 120 - Representacdo da projecdo ortogonal da trajetéria do Atomium

Fonte: Raul Manuel Falcén Ganfornina, adaptado, 2025. Disponivel em;

https://www.geogebra.org/m/qn98DEbW. Acesso em: 21 ago. 2024.

(ENEM) O acesso entre os dois andares de uma casa é feito através de uma escada circular
(escada caracol), representada na Figura 121. Os cincos A, B, C, D, E sobre o corriméo
estdo igualmente espacados, e 0s pontos P, A e E estdo em uma mesma reta. Nessa escada,

uma pessoa caminha deslizando ponto A até o ponto D.

Figura 121 - Escada caracol

C

E
J '

/B

=24
Fonte: INEP, 2014.

A figura que melhor representa a projecdo ortogonal, sobre o piso da casa (plano), do

caminho percorrido pela mao dessa pessoa é:

(A)


https://www.geogebra.org/m/qn98DEbW
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(B)
(©) /)
(D)
(E)

Orientacdo: Movendo-se o ponto “A” pelo deslocamento da pessoa descrito no enunciado,
a projecdo ortogonal da trajetdria é simultaneamente representada em vermelho no plano

horizontal (ch&o), conforme ilustra a Figura 122 a seguir.

Figura 122 - Projecdo ortogonal da trajetdria da pessoa

2

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ud5mw3eb.

Acesso em: 24 ago. 2024.

(ENEM, adaptada) Uma torneira do tipo 1/4 de volta € mais econdmica, ja que seu registro
abre e fecha bem mais rapidamente do que o de uma torneira comum. A Figura 123 ilustra
uma torneira do tipo 1/4 de volta a qual tem um ponto preto marcado na extremidade da

haste de seu registro, que se encontra na posi¢do fechado e, para abri-lo completamente, é


https://www.geogebra.org/m/ud5mw3eb
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necessario girar a haste 1/4 de volta no sentido anti-horério. Considere que a haste esteja
paralela ao plano da parede.

Figura 123 - Torneira do tipo 1/4 de volta

/ : parede
| ]
‘ A4

| T~ == haste
L
s

Fonte: INEP, 2018.

Qual das imagens representa a posicao ortogonal, na parede, da trajetdria tracada pelo ponto

preto quando o registro é aberto completamente?

(A)

(B)

(©)

(D)

AU AN

(E) —

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 124, o ponto preto que
representa a trajetoria tracada pelo registro, tem a representacdo de sua proje¢éo ortogonal

(na parede), sendo esbocada em vermelho, conforme ilustra a Figura 124 a seguir.
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Figura 124 - Representacéo da projecédo ortogonal da torneira (na parede)

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/kwu8ngkd.

Acesso em: 24 ago. 2024.

9. (ENEM) Os alunos de uma escola utilizaram cadeiras iguais as da Figura 125 para uma aula
ao ar livre. A professora, ao final da aula, solicitou que os alunos fechassem as cadeiras para
guarda-las. Depois de guardadas, os alunos fizeram um esboco da vista lateral da cadeira

fechada.
Figura 125 - Cadeira

Fonte: INEP, 2016.

Qual é o eshbogo obtido pelos alunos?

(A)

(B)


https://www.geogebra.org/m/kwu8nqkd
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(E)

Orientacdo: Alterando-se a posicdo da cadeira, em relacdo ao plano vertical, (clicando com
0 mouse na imagem e movendo para as direcdes desejadas), percebe-se a representacdo do
equivalente a projecdo ortogonal sobre o plano vertical (parede), relativo ao esboco da vista

lateral da cadeira fechada, conforme ilustra a Figura 126 a seguir.

Figura 126 - Vista lateral da cadeira fechada

doduln

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/material/show/id/mzhdjvb6.

Acesso em: 30 ago. 2024.

10. (ENEM, adaptada) O globo da morte é uma atragcdo muito usada em circos. Ele consiste em
uma espécie de jaula em forma de uma superficie esférica feita de aco, onde motoqueiros
andam com suas motos por dentro. A seguir, tem-se, na Figura 127 (a), uma foto de um

globo da morte e, na Figural27 (b), uma esfera que ilustra um globo da morte.


https://www.geogebra.org/material/show/id/mzhdjvb6
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Figura 127 - Globo da morte

Fonte: INEP adaptada, 2012.

Na Figura 127 (b), o ponto A esta no plano do ch&o onde esté colocado o globo da morte e
0 segmento AB passa pelo centro da esfera e € perpendicular ao plano do chdo. Suponha
que h& um foco de luz direcionado para o chdo colocado no ponto B e que um motogueiro
faca um trajeto dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia que passa pelos pontos A
e B. Alimagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chao é melhor representada por
(A)

(B)
(©) O
© @

(E)
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Orientacdo: Movendo-se o ponto “M” pelo deslocamento do motoqueiro descrito no
enunciado, a projecao ortogonal da trajetdria é simultaneamente representada em vermelho

no plano horizontal (ch&@o), conforme ilustra a Figura 128 a seguir.

Figura 128 - Projecdo ortogonal da trajetoria descrita pelo motoqueiro

a 2 8 &

= = =

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/frzszqgw.
Acesso em: 02 set. 2024.

11. (ENEM) Um robd, que tem um ima em sua base, se desloca sobre a superficie externa de
um cubo metélico, ao longo de segmentos de reta cujas extremidades sdo pontos médios de
arestas e centros de faces. Ele inicia seu deslocamento no ponto P, centro da face superior
do cubo, segue para o centro da proxima face, converte a esquerda e segue para o centro da
face seguinte, converte a direita e continua sua movimentacdo, sempre alternando entre
conversdes a esquerda e a direita quando alcanca o centro de uma face. O rob6 s6 termina
sua movimentacdo quando retorna ao ponto P. A Figura 129 apresenta os deslocamentos

iniciais desse robd.

Figura 129 - Deslocamento do rob6

P

A

PR T -———-

Fonte: INEP, 2022.

A projecdo ortogonal do trajeto descrito por esse robd sobre o plano da base, apds
terminada sua movimentacao, visualizada da posi¢cdo em que se esta enxergando esse cubo,

é


https://www.geogebra.org/m/frzszqgw
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(A) /ﬁ

(B) / /

o L 7

L / /
) / /

Orientacédo: Alterando-se a posi¢éo do cubo, de modo a observar quais séo as direcdes dos
deslocamentos do robd, tendo em vista a alternancia entre conversdes a esquerda e a direita
quando alcanca o centro de uma face (clicando com o0 mouse na imagem e movendo para
as direcOes desejadas), percebe-se a representacdo do equivalente a projecao ortogonal do
trajeto descrito por esse robd sobre o plano da base (chéo), conforme ilustra a Figura 130 a

sequir.

Figura 130 - Trajetdria do deslocamento

Fonte: Vitor Souza, 2023. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/twkxutg5#material/wrwjnayr.
Acesso em: 05 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/twkxutq5#material/wrwjnayr
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12. (ENEM) A figura representa o globo terrestre e nela estdo marcados os pontos A, B e C. Os
pontos A e B estdo localizados sobre um mesmo paralelo, e os pontos B e C, sobre um
mesmo meridiano. E tracado um caminho do ponto A até C, pela superficie do globo,
passando por B, de forma que o trecho de A até B se dé sobre o paralelo que passa por A e
B e, o trecho de B até C se dé sobre o meridiano que passa por B e C. Considere que o plano

a ¢ paralelo a linha do equador na Figura 131.

Figura 131 - Globo terrestre

/ 5 Y
£ S
£ Cl
\ Linha do equador
\\

/
/
/
\‘ //
\A B y
\ /
y
7
L /

y N

Fonte: INEP, 2016.

A projecao ortogonal, no plano a, do caminho tragado no globo pode ser representada por

;
(A)

1]
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Orientacdo: Movendo-se o ponto “S” pelo deslocamento descrito no enunciado, a proje¢ao
ortogonal da trajetéria é simultaneamente representada em vermelho no plano horizontal

(chéo), conforme ilustra a Figura 132 a seguir.

Figura 132 - Projecao ortogonal da trajetdria descrita

L =l &

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/twkxutg5#material/wrwjnayr.
Acesso em: 08 set. 2024.

13. (ENEM) Um grupo de paises criou uma instituicdo responsavel por organizar o Programa
Internacional de Nivelamento de Estudos (PINE) com o objetivo de melhorar os indices
mundiais de educacdo. Em sua sede foi construida uma escultura suspensa, com a
logomarca oficial do programa, em trés dimensbes, que é formada por suas iniciais,
conforme mostrada na figura. Essa escultura esta suspensa por cabos de aco, de maneira
gue o espacamento entre letras adjacentes € 0 mesmo, todas tém igual espessura e ficam

dispostas em posicao ortogonal ao solo, como ilustrado na Figura 133 a seguir.

Figura 133 - Escultura (PINE)

Fonte: INEP, 2019.

Ao meio-dia, com o sol a pino, as letras que formam essa escultura projetam

ortogonalmente suas sombras sobre o solo. A sombra projetada no solo €


https://www.geogebra.org/m/twkxutq5#material/wrwjnayr
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(B) _—
©) ‘w
(D) - e

(B)
f

Orientacdo: Alterando-se a posicdo de visualizagcdo da escultura, em relacdo ao plano
horizontal, de modo a observar A sombra projetada no solo, pela projecdo ortogonal das

letras que que a compBdem, conforme ilustra a Figura 134 a seguir, obtém-se:

Figura 134 - Projecao ortogonal das letras da escultura

.

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/vmj5kms;j.
Acesso em: 11 set. 2024.

14. (ENEM) Jodo propds um desafio a Bruno, seu colega de classe: ele iria descrever um
deslocamento pela piramide a seguir (Figura 135) e Bruno deveria desenhar a projecéo
desse deslocamento no plano da base da pirdmide.


https://www.geogebra.org/m/vmj5kmsj
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Figura 135 - Piramide de base quadrada
E

B
Fonte: INEP, 2019.

O deslocamento descrito por Jodo foi: mova-se pela pirdmide, sempre em linha reta,
do ponto A ao ponto E, a seguir do ponto E ao ponto M, e depois de M a C.O desenho que

Bruno deve fazer é
(A)
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Orientacdo: Movendo-se o ponto “X” pelo deslocamento descrito por Jodo no enunciado,
a projecdo ortogonal da trajetoria é simultaneamente representada em vermelho no plano

horizontal (chdo), conforme ilustra a Figura 136 a seguir.

Figura 136 - Projecao ortogonal da trajetdria representada no plano horizontal

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/geyaf8cj.
Acesso em: 14 set. 2024.

15. (ENEM adaptada) Um grupo de escoteiros mirins, numa atividade no parque da cidade
onde moram, montou uma barraca conforme a foto da Figura 137 (a). A Figura 137 (b)
mostra o esquema da estrutura dessa barraca, em forma de um prisma reto, em que foram

usadas hastes metalicas.

Figura 137 - Barraca em forma de um prisma reto

(.

(a) (b)
Fonte: INEP, 2016.
Apo0s a armacdo das hastes, um dos escoteiros observou um inseto deslocar-se sobre elas,
partindo do vértice A em direcéo ao vértice B, deste em direcdo ao vértice E e, finalmente,

fez o trajeto do vértice E ao C. Considere que todos esses deslocamentos foram feitos pelo


https://www.geogebra.org/m/geyaf8cj
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caminho de menor distancia entre os pontos. A projecao do deslocamento do inseto no plano
que contém a base ABCD é dada por

* /\
(B) /o \

(©) ;
(D)

(E)

Orientacdo: Movendo-se o ponto “I” pelo deslocamento do inseto, a proje¢do ortogonal da
trajetoria € simultaneamente representada em vermelho no plano horizontal (chéo),

conforme ilustra a Figura 138 a sequir.

Figura 138 - Projecéo ortogonal da trajetoria no plano horizontal

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/tdkjywah.
Acesso em: 20 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/tdkjywah
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7.2 Atividades de Sélidos de Revolugao

Esta secdo do estudo sera dedicada a abordagem dos sélidos de revolugdo, com énfase
no processo de geracdo de cilindros, cones, troncos de cone e esferas a partir da rotacdo de
figuras planas, com a utilizacdo do software GeoGebra permitindo a simulacao interativa do
movimento de rotacdo e a analise detalhada das transformagdes geométricas decorrentes da
variacdo dos elementos geradores. Serdo apresentadas treze (13) questdes de vestibulares
regulamentados e amplamente reconhecidos pelo sistema educacional brasileiro (ENEM, PUC-
SP, MACKENZIE-SP, UFMG e FATEC-SP), de instituto federal (IFAL), de livros didaticos e
também questdes autorais, presentes no e-book. A abordagem proposta visa proporcionar uma
experiéncia didatica dindmica e intuitiva, favorecendo ndo apenas a compreensao dos principios
matematicos subjacentes a revolucao de solidos, mas também o aprimoramento das habilidades
associadas a visualizacdo espacial e a interpretacdo geomeétrica de diferentes configuracbes

tridimensionais.

7.2.1 Roteiro Didatico — Atividades com Sélidos de Revolugdo no GeoGebra

1. Objetivo didatico

e Compreender o conceito de sélido de revolucéo a partir da rotacdo de figuras planas
em torno de um eixo fixo.

e Explorar visualmente como a rotagdo de segmentos, tridngulos, retangulos e
semicircunferéncias geram cilindros, cones, troncos de cone e esferas.

e Desenvolver a capacidade de correlacionar representacdes planas e espaciais,
promovendo a visualizagcdo geométrica.

2. Contextualizagdo inicial

e Iniciar a aula com uma breve conversa sobre objetos do cotidiano que podem ter
sido gerados por rotacdo (copos, tacas, latas, bolas etc.).

e Mostrar imagens reais e modelos fisicos, relacionando com as formas geométricas
planas que poderiam originar esses solidos.

e Propor perguntas como: “Qual figura plana vocé€ acha que, ao girar, forma um
copo?”’ ou “Como uma meia circunferéncia vira uma esfera?”

3. Apresentacdo do software GeoGebra

e Orientar os alunos sobre o uso basico do GeoGebra 3D: movimentagdo da cena,
controle deslizante, rotacdo da figura e ocultagéo de objetos.

e Demonstrar, com um projetor ou compartilhamento de tela, como visualizar uma
figura plana e sua rotagdo formando um sélido.



170

4. Atividades exploratorias com rotagdo

Orientar os alunos a iniciarem pelas atividades que tratam da geracao do cilindro a
partir de um retangulo.

Em seguida, conduzi-los a explorar as rotagdes que formam cone, tronco de cone e
esfera.

Pedir que manipulem os controles deslizantes, observem os efeitos e respondam
perguntas sobre as transformacdes.

5. Andlise guiada das construgoes

Propor que os alunos descrevam o passo a passo da geracdo do solido, mencionando
a figura plana, o eixo de rotacao e o resultado.

Pedir que fagam prints das etapas da construcao e escrevam breves descricoes.
Estimula-los a utilizar o vocabulario técnico: raio, eixo, geratriz, base, altura.

6. Leitura e resolucdo de questdes

Selecionar de 3 a 5 questbes do e-book e projetar uma por vez.

Orientar os alunos a lerem cuidadosamente os enunciados e identificarem qual
solido de revolucdo estad em jogo.

Pedir que utilizem as animacdes para testar hipdteses e compreender o problema
tridimensional de forma visual antes de resolvé-lo.

7. Interpretacdo geométrica

Orientar os estudantes a descreverem, com palavras préprias, 0 que ocorre com a
figura plana ao girar.

Estimula-los a refletirem: “O que aconteceria se girassemos essa figura em torno de
outro eixo?”

Promover discussdes orais e breves relatos escritos para consolidar o raciocinio
espacial.

8. Atividade de criacdo autoral

Propor que os alunos criem, no GeoGebra, uma nova figura plana e explorem sua
rotacéo.

Orienta-los a justificar: “Por que escolhi essa figura?”, “Qual s6lido espero gerar?”,
“O que aprendi com essa exploracdo?”. Essa etapa desenvolve criatividade,
autonomia e aplicacdo préatica dos conceitos aprendidos.

9. Avaliacdo formativa

Acompanhar as interagdes dos alunos com as construcfes e questione-os sobre 0s
conceitos envolvidos.

Avaliar se eles conseguem descrever o processo de geracdo de um solido de
revolucdo, identificar figuras planas geradoras e interpretar variacdes de altura, raio
e eixo.
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10. Encerramento e retomada dos conceitos

e Finalizar a sequéncia com uma retomada das figuras estudadas e suas rotagdes
correspondentes.

e Projetar um quadro resumo com as associagdes: figura plana — eixo de rotagdo —
solido gerado.

e Sugerir uma atividade extra: mencionar objetos do cotidiano real que represente um
solido de revolucéo e explicar qual figura plana o teria gerado.

7.2.2 Questdes sobre Sélidos de Revolugéo

1. Calcule, em cm3, o volume do s6lido de revolucdo gerado pela rotacdo completa de um
quadrado de lado 4 cm em torno de um de seus lados.
(a)lém
(b)32 =
(c)48
(d) 64w
() 128w
Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 140, a rotacdo
completa do quadrado em torno de um de seus lados (Figura 139) origina um cilindro,

conforme ilustra a Figura 140.

Figura 139 - Quadrado perpendicular ao plano

Fonte: O autor, 2025.

Figura 140 - Rotacao do quadrado

a = 359°

Fonte: O autor, 2025.
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(Dolce; Pompeo, 1993) Na Figura 141 seguinte, as medidas estdo em cm.

Figura 141 - Trapézio e eixo de rotacao

e
|
I

Q‘)

10cm

i
i
Fonte: Dolce; Pompeo, 1993.

Calcule, em cms3, o volume do solido gerado pela rotacédo do trapézio em torno do eixo

e.

(a) 810
(b) 702 &t
(c)648
(d)s522n
(e)484 n

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 142, a rotacéo do
trapézio em torno do lado de medida 6¢cm origina um cilindro com um cone retirado de

uma de suas bases, conforme ilustra a Figura 142 a seguir.

Figura 142 - Trapézio rotacionando gerando sélido de revolucéo

a=-360
360 @ 360 2360 @~ 360 -360 @ 360

Fonte: O autor, 2025.
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3. Um triangulo retangulo tem catetos medindo 5 cm e 12 cm. Esse tridngulo é rotacionado
em torno do seu maior cateto, gerando um solido de revolucao. Calcule a area total do sélido
de revolucédo gerado, em cmz2,

(a)65m
(b) 70 &
(c) 80 7
(d) 85
()90 =w
Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 143, a rotacdo do
triangulo em torno do seu maior cateto origina um cone, conforme ilustrado na mesma

figura.

Figura 143 - Triangulo retédngulo rotacionando gerando sélido de revolugao

a = -360 a=230
360 @ 360 -360

Fonte: O autor, 2025.

4. (Dolce; Pompeo, 2024) A figura a seguir (Figura 144) foi rotacionada em torno do eixo e.
O sélido de revolucdo gerado é uma sucessao de trés sélidos circulares conhecidos. Assinale
a alternativa que indica a sequéncia dos nomes desses solidos circulares formados, no

sentido da esquerda para a direita.

Figura 144 - Figura plana e eixo de rotagdo

———

Fonte: Dolce ; Pompeo (1993).

(@) Tronco de cone reto, cone reto, tronco de cone reto.
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(b) Cilindro reto, cone reto, tronco de cone.
(c) Cone reto, cilindro reto, cone reto.
(d) Cilindro reto, cone reto, cone reto.

(e) Tronco de cone reto, cone reto, cilindro reto.

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 145, a rotacdo da
figura em torno do eixo e origina um sélido que é a justaposic¢ao de um cilindro, um cone e

um tronco de cone, respectivamente, conforme ilustra a Figura 145.

Figura 145 - Figura plana rotacionando gerando sélido de revolugéo

2 =-360

30 @ 360, 2360 @~ 360 -360 ® 360

Fonte: O autor, 2025.

(IFAL) Girando, em uma volta completa, um triangulo retdngulo de catetos 3 cm e 4 cm,
em torno de seu cateto maior, teremos o sélido a seguir com suas caracteristicas:

(a) piramide com area lateral 30 cm2 e volume 10 cm?,

(b) cone com 4rea lateral 15m cm2 e volume 127 cm®,

(c) cone com area da base 16w cm2 e volume 127 cm?.

(d) piramide com area da base e area lateral iguais a 12 cm?,

(e) cone com area da base e 4rea lateral iguais a 15t cm?®.

Orientacdo: Movendo-se cada “controle deslizante” destacado na Figura 146 (r, s, ou t), a
rotacdo do tridngulo retangulo origina um sélido distinto, a depender do lado do triangulo
situado no eixo de rotacdo estabelecido, conforme ilustram as quatro préximas figuras a
sequir (Figuras 146 a 149).



Figura 146 - Triangulo retédngulo e controles deslizantes

r = -360
360 @— 360 Q
s = -360
360  (@— 360 [C
t =-360
360 (@ 360 @

Reta

f: Reta(A, B)

= X=(0,-1,0)+A(0,04)

Fonte: O autor, 2025.
Figura 147 - Triangulo rotacionando em torno do cateto maior

r = 360
360 ) 360 (]
s = -360
360 @ 360 (0
t = -360
360 @—— 360 (i

Reta

f : Reta(A,B)

= X=(0,-1,0) + A (0,0, 4)

Fonte: O autor, 2025.
Figura 148 - Triangulo rotacionando em torno do cateto menor

s = -360
360 (@—— 360 ¢
t = 360
2360 m—r 360 0

Jeta
f : Reta(A, B)
= X=(0,-1,0)+A (0,04
g : Reta(B.C)

= X =(0,-1,4) + A (03, -4)

h : Reta(A,C)

= X=(0,-1,0)+A (0,30

Fonte: O autor, 2025.
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Figura 149 - Triangulo rotacionando em torno da hipotenusa

r = -360

-360 @ 360
s = 360
-360 @ 360
t = -360
-360 @ 360

Reta
f: Reta(A, B)
= X=(0,-1,0)+A(0.0,4)
g : Reta(B.C)

= X=(0,-1,4) + A (0, 3, -4)

Fonte:

O autor, 2025.
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(Fatec — SP) Considere o losango cujos lados medem 6 cm e um dos angulos internos mede

60°. A rotacdo desse losango em torno de um de seus lados gera um solido cujo volume, em

centimetros cubicos, é:
(a) 146m3

(b) 162n

(c) 1627\3

(d) 178n

(e) 178m3

Orientacdo: Movendo-se cada “controle deslizante” (a e b) destacado nas Figuras 151 ou

Figural52, a rotacdo da figura em torno de qualquer um de seus lados, gera um solido

que sera sempre 0 mesmo em termos de volume. Isso ocorre porque o losango é uma figura

simétrica, e independentemente de qual lado seja tomado como eixo de rotacdo, o sélido

obtido sera sempre um sélido equivalente (de mesmo volume) a um cilindro, conforme

ilustram as trés figuras a seguir (Figuras 150 a 152).

Figura 150 - Losango perpendicular ao plano

a=-360

10 @ 0 @
Girar(ql,a".f)

= 3118

K+ Reta(B.C)

= X = (0.0,6) + A(0.52,-3)

b=0

0@ - 360 G

ql} = Girar(ql, b, k)

= 3118

a = Angulo(C.B,D)

= 120°
Angulo(B, D. A)

= 60°

Fonte:

O autor, 2025.
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Figura 151 - Losango rotacionando (1)

3283 :
360 = o 30 ()
ql’ = Girar(ql.a".f)

= 3118

k: Reta(8, C)

= X=(0.0.6) + A (0.52.-3)

b=0 :
0 @ 360 (3)
ql} = Girar(q1,b". k) H

= 3118

o = Angulo(C.B, D)

= 120°

Fonte: O autor, 2025.

Figura 152 - Losango rotacionando (I1)

a=-360
30 @-

ql' = Girar(ql.2".f)
=318

k: Reta(B, C)

= X=(0,0,6)+A(0,52.3)

b = 360

0 — 360 (D)
ql} = Girar(ql,b", k)

= 3118

+ = Angulo(C.B,D)

= 120"

3 = Angulo(B.D.A)

= 60°

Fonte: O autor, 2025.

(UFMG) Observe a figura a seguir (Figura 153):

Figura 153 - Quadrado interno ao quadrante de circulo

F (
Fonte: Soares, 2025.

Nessa figura (Fig. 153), ABC é um quadrante de circulo de raio 3 cm e ADEF é um
quadrado cujo lado mede 1 cm. Considere o sélido gerado pela rotagéo de 360°, em torno
da reta AB, da regido hachurada na figura. Sabe-se que o volume de uma esfera de raio r é

igual a (4”3—#) Dessa forma, esse sélido tem um volume de
(@) 14=n
(b) 15x
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(c) 16m
(d)17x

Orientacdo: Movendo-se os “controles deslizantes” (a e d) destacados nas Figuras 154 e
155, a rotacdo da regido hachurada, na Figura 154, em torno da reta AB, origina uma

semiesfera com um “furo” cilindrico em seu centro, conforme ilustra a Figura 155.

Figura 154 - Quadrante de circulo perpendicular ao plano

al = Poligona(A, B.D, €, A)

=1

f: Reta(, B)

= X={0,00)+A(001)

a=-360 1

360 @ 80 (5 u
ql" = Girar{ql, ", ) H

=1

¢ - SetorCircular(A, E_F)

= 1257

d =360

0 @ w ©

Fonte: O autor, 2025.

Figura 155 - Quadrante de circulo rotacionando

q1 = Poligenc(A.B.D.C,A)
=1
£ Reta(A, B)

X = (0,0,0) +A(0,0,1)

360 @ 10 G

Fonte: O autor, 2025.

(Mackenzie — SP) Na rotacdo do triangulo ABC da figura a seguir, em torno da reta r, o

lado AB descreve um angulo de 270°. Qual o volume do so6lido obtido?

Figura 156 - Triangulo ABC

o)
C

Fonte: Dudow, 2025.



179

(A) 48
(B) 144n
(C) 108x
(D) 72n

Orientacdo: Movendo-se os “controles deslizantes”, a rotagao do triangulo em torno do eixo
origina um cone cuja base ¢ um setor circular de 270°, conforme ilustram as Figuras 157 e
158:

Figura 157 - Triangulo perpendicular ao plano

o

A

Fonte: O autor, 2025.

Figura 158 - Triangulo ABC rotacionando 270° e gerando solido

Fonte: O autor, 2025.

9. [PUC — SP (adaptada)] O retangulo ABCD seguinte, representado num sistema de
coordenadas cartesianas tridimensionais, é tal que A=(2,0,8),B=(4,0,8),C=(4,0,0)
eD=(2,0,0).

Figura 159 - Retangulo ABCD representado no sistema de coordenadas tridimensionais

A B

Fonte: O autor, 2025.
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Girando-se esse retdngulo em torno do eixo das cotas (eixo z), obtém-se um sélido de
revolucdo cujo volume é:

(A)24n

(B) 32n

(C)36m

(D)42n

(E) 48n

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado, € possivel visualizar a formagao
da regido compreendida entre dois cilindros concéntricos, chamada de **casca cilindrica"

ou "anel cilindrico™, conforme ilustram as Figuras 160 e 161.

Figura 160 - Retangulo perpendicular ao plano

i = Segmento(D, A)
a = Segmento(A, B,gl}

b = Segmenta(B, C,q1)
=8
¢ = Segmento(C, D, a1}
=2
4 = Segmenta(D, A, q1)

]

al = Poligana(A,B.C,D)

=16

=0

360 . w0 ©

Fonte: O autor, 2025.

Figura 161 - Retangulo rotacionando e gerando um sélido

b = Segmento(B.C,q1)

d = Segmento(D. A,q1)

a1 - Poligona(A. 6.C.0)

=16

t= 360

S 2
® ¥ ©

Fonte: O autor, 2025.

360

10. (Autor, 2024) Em uma piramide de base quadrada, as faces laterais sdo triangulos
equilateros e todas as oito arestas sdo iguais a 4.

a) Calcule a altura e o volume da piramide.
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b) Mostre que a semiesfera centrada no centro da base da pirdmide, que tangencia as

arestas da base, também tangencia as laterais.

c) Calcule o raio do circulo interseccao da esfera com cada face lateral da piramide.

Orientacdo: E possivel visualizar, manipulando-se os “controles deslizantes”, nas Figuras

162 a 165 a seguir, que:

>
>

A semiesfera de raio igual & metade da medida de cada aresta, tangencia a piramide;
A semiesfera de raio menor que metade da medida de cada aresta, é interior a
piramide;

A semiesfera de raio maior que metade da medida de cada aresta, intersecta cada

aresta lateral da piramide em dois pontos.

Figura 162 - Semiesfera tangenciando a piramide

a; = Segmento(V.D.t4)

d = Segmento(A, V. 14)

A

7N
A
LN

vy = Segmento(D. A, 14)

t4 = Poligono{D. A, V)

Fonte: O autor, 2025.

Figura 163 - Semiesfera interior a pirdmide

v = (0.0,2+2)
= (0,0,283)

a = Segmento(A, B.q1)

Fonte: O autor, 2025.

Figura 164 — semiesfera intersectando arestas laterais da piramide em dois pontos (I)

a Segmento(V, D, t4) i

Vs = Segmento(D. A, 4)

14 = Poligono(D, A.V)

=69

r=22 H
0 o 283 (®

Fonte: O autor, 2025.
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Figura 165 - semiesfera intersectando arestas laterais da piramide em dois pontos (1)

s = Segmento(D. A, t4)

t4 = Poligono{D. A, V)

0 e 283 ()

Fonte: O autor, 2025.

11. (ENEM) Na reforma e estilizagdo de um instrumento de percussdo, em formato cilindrico
(bumbo), sera colada uma faixa decorativa retangular, como a indicada na Figura 166,

suficiente para cobrir integralmente, e sem sobra, toda a superficie lateral do instrumento.

Figura 166 - Faixa decorativa retangular
z

Fonte: INEP, 2016.

Como ficara o instrumento apos a colagem?

(A)
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(©)

Orientacdo: Girando-se a construcdo, € possivel visualizar perfeitamente como ficard o

instrumento apds a colagem, conforme ilustra a Figura 167 a seguir.

Figura 167 - Faixa decorativa colada em instrumento de formato cilindrico (bumbo)

P2

Fonte: O autor, 2025.

12. (ENEM) Numa feira de artesanato, uma pessoa constréi formas geométricas de avides,
bicicletas, carros e outros engenhos com arame inextensivel. Em certo momento, ele
construiu uma forma tendo como eixo de apoio outro arame retilineo e rigido, cuja aparéncia

€ mostrada na figura seguinte (Fig. 168).
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Figura 168 - Arame rigido (forma)

5 C E F Arame rigido
/ D L/ % ;

S
A G
Fonte: INEP, 2010.

Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-se a imagem de um foguete, que pode ser
pensado como composicdo, por justaposicdo, de diversos sélidos basicos de revolucao.
Sabendo que, na figura, os pontos B, C, E e F séo colineares, AB = 4FG, BC = 3FG, EF =
2FG, e utilizando-se daquela forma de pensar o foguete, a decomposicdo deste, no sentido
da ponta para a cauda, é formada pela seguinte sequéncia de sélidos:

(A) piramide, cilindro reto, cone reto, cilindro reto.

(B) cilindro reto, tronco de cone, cilindro reto, cone equilatero

(C) cone reto, cilindro reto, tronco de cone e cilindro equilatero.

(D) cone equilétero, cilindro reto, piramide, cilindro.

(E) cone, cilindro equilatero, tronco de piramide, cilindro.

Orientacdo: Ao visualizar a figura formada pela rotacdo da forma em torno do eixo, observa-
se a construcdo do foguete, conforme o enunciado, justapondo-se, da ponta para a cauda,
respectivamente, um cone reto, um cilindro reto, um tronco de cone e um cilindro equilétero,

conforme ilustrado nas Figuras 169 e 170.

Figura 169 - Visualizacdo do foguete (1)

A

o

Fonte: Mariana Soriano, 2023. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mtccgyrg.
Acesso em: 23 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/mtccgyrg

185

Figura 170 - Visualizacdo do foguete (11)

A

Fonte: Mariana Soriano, 2023. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/mtccgyrg.
Acesso em: 23 set. 2024.

13. (ENEM) A figura mostra uma anticlepsidra, que é um sélido geométrico obtido ao se retirar
dois cones opostos pelos vértices de um cilindro equilatero, cujas bases coincidam com as
bases desse cilindro. A anticlepsidra pode ser considerada, também, como o sélido

resultante da rotacdo de uma figura plana em torno de um eixo.

Figura 171 — Anticlepsidra

Fonte: INEP, 2018.

A figura plana cuja rotacdo em torno do eixo indicado gera uma anticlepsidra como a da

figura acima é



https://www.geogebra.org/m/mtccgyrg
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(9

(D)

(E)

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” destacado na Figura 172, visualiza-se qual
figura plana, ao ser rotacionada em torno de um eixo, dando uma volta completa, origina a

referida anticlepsidra, conforme ilustram as Figuras 172 e 173 a seguir.

Figura 172 - Triangulo isdsceles e eixo de rotacdo paralelo a base, tocando o vértice

A
Mova o Controle Deslizante
n=0

Fonte: Francisco Daniel Souza de Lima, 2018. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/rv5sv3ds.
Acesso em: 26 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/rv5sv3ds
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Figura 173 - Triangulo isésceles gerando a Anticlepsidra

Mova o Controle Deslizante
n =200

Fonte: Francisco Daniel Souza de Lima, 2018. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/rv5sv3ds.

Acesso em: 26 set. 2024.

7.3 Atividades de truncamento de solidos

Neste conjunto de atividades, o objetivo é desenvolver as habilidades de truncamento

de sélidos, para isto, tais atividades do GeoGebra foram dispostas da seguinte maneira:

> Atividades de 1 a5 — Questdes da Fuvest e do ENEM sobre truncamento de sélidos

(as orientacGes quanto a manipulacdo de cada uma das construgdes, encontram-se
nas proprias atividades).

Atividades de 6 a 10 — Poliedros de Platdo (composicéo; quantidade de arestas,
faces e vertices; planificagdo), clicando-se em cada uma das “caixinhas” exibir
planificacdo, exibir detalhes ou exibir poliedro, € possivel visualizar cada um
destes componentes;

Atividades 11 e 12 — Prisma e Antiprisma, movendo-se os “controles deslizantes”
de cada uma das figuras, é possivel ajustar, da maneira que julgar conveniente,
medidas dos lados da base, quantidade de lados do poligono da base e alturas dos
solidos;

Atividades 13 a 25 — Poliedros de Arquimedes, clicando-se em cada uma das
“caixinhas” exibir faces, exibir poliedros ou exibir detalhes, é possivel visualizar
cada um destes componentes (tipos de faces, poliedros que originam os poliedros

truncados e poliedros truncados).

7.3.1 Roteiro Didatico — Conjunto de Atividades sobre Truncamento de Solidos (GeoGebra)

1. Objetivo Didatico

Desenvolver a capacidade de visualizar e compreender transformacgdes espaciais

por meio do truncamento de sélidos.


https://www.geogebra.org/m/rv5sv3ds
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Explorar relagcdes entre sélidos regulares e seus truncamentos, reconhecendo
propriedades geométricas envolvidas.

Estimular o raciocinio geométrico, a criatividade e a modelagem tridimensional.

2. Apresentacdo do Tema

Apresentar aos alunos o conceito de truncamento de solidos, destacando sua
definicdo e aplicacdes préaticas (ex.: arquitetura, design e natureza).

Exibir modelos fisicos ou digitais que exemplifiquem solidos truncados,
comparando-0s aos solidos originais.

Contextualizar o tema com questdes do ENEM e vestibulares, destacando sua

relevancia educacional.

3. Questdes da FUVEST e ENEM (Atividades 1 a 5)

Orientar os alunos na resolucédo das atividades propostas, enfatizando o raciocinio
espacial.

Mostrar como manipular as constru¢ées no GeoGebra (com base nas orientacdes
contidas nas proprias atividades).

Estimular a analise das alteracbes causadas pelos cortes, identificando novos

vértices, arestas e faces.

4. Estudo dos Poliedros de Platdo (Atividades 6 a 10)

Pedir que explorem cada poliedro utilizando os botdes interativos "exibir
planificacdo", "exibir detalhes™ e "exibir poliedro".

Orientar a identificacdo da quantidade de vértices, arestas e faces em cada figura.
Propor reflexdes sobre a regularidade e a simetria desses sélidos e como se

relacionam com os truncamentos.

5. Manipulagédo de Prismas e Antiprismas (Atividades 11 e 12)

Instruir os alunos a usar os "controles deslizantes™ para alterar lados da base e altura
dos sélidos.

Promover a andlise da influéncia dessas alteragdes na forma tridimensional dos
prismas e antiprismas.

Relacionar as mudangas com as possibilidades de truncamentos futuros e a

complexidade gerada.



189

6. Exploragéo dos Poliedros de Arquimedes (Atividades 13 a 25)

Promover a andlise da influéncia dessas alteracdes na forma tridimensional dos
prismas e antiprismas.

Orientar a utilizacdo das opcdes "exibir faces"”, "exibir detalhes™ e "exibir poliedros™
para aprofundar a anélise visual.

Solicitar que observem os tipos de poligonos resultantes ap6s o truncamento dos
poliedros regulares.

Estimular a comparacdo entre as estruturas originais e suas versoes truncadas.

7. Conexdes entre Poliedros Regulares e Truncados

Estimular a comparagao entre as estruturas originais e suas versdes truncadas.
Propor uma investigacdo sobre qual poliedro regular originou cada poliedro de
Arquimedes.

Refletir com os alunos sobre o impacto dos cortes nas propriedades dos sélidos
(simetria, namero de faces etc.).

Discutir os critérios para a obtencdo de truncamentos regulares e as diferentes

formas possiveis.

8. Construcdo e Modelagem de Sdélidos Truncados

Incentivar os alunos a construirem modelos fisicos com papel, cartolina ou
materiais alternativos.

Sugerir, aos mais interessados, a criacdo digital de sélidos truncados por meio de
softwares de geometria dindmica (como o préprio GeoGebra ou sugerir que
pesquisem alguns outros).

Propor a representacdo das planificagdes e das vistas ortogonais desses modelos

construidos.

9. Socializacdo das Producdes e Discussao Coletiva

Promover a apresentacdo das construcdes realizadas pelos alunos (individuais ou
em grupo).

Estimular o compartilhamento de estratégias utilizadas, dificuldades enfrentadas e
solugdes encontradas.

Valorizar a criatividade, a clareza das representacdes e 0 dominio dos conceitos de

truncamento.



190

10. Avaliacdo Criativa e Reflexiva

Proposta de Aplicacao Criativa: Solicitar que os alunos mencionem algum objeto
do cotidiano (pode ser um movel, uma estrutura arquitetébnica ou um utensilio) e
imaginar como ele ficaria se ndo fosse truncado.

Reflex&o sobre o Processo de Criagdo: Apés a execucdo da atividade, propor que
os alunos escrevam uma breve reflexdo sobre o que aprenderam durante a
construcdo do modelo truncado, respondendo a perguntas do tipo “Como a escolha
do objeto influenciou as decisdes sobre os cortes e truncamentos?”, “Quais foram
os desafios encontrados ao representar a projecéo ortogonal do objeto truncado?”,
“De que maneira a atividade os ajudou a visualizar melhor os conceitos de
truncamento e projecdo ortogonal?”

Conexdo com o Mundo Real: Incentivar os alunos a conectar o exercicio com
aplicacdes reais do conceito de truncamento, como no design de objetos ou em
construcdes arquitetonicas. Isso pode incluir, por exemplo, pensar sobre como os
truncamentos sdo usados em design industrial ou em arte tridimensional.
Avaliacdo Formativa: A avaliagéo dessa atividade deve ser formativa, focando no
entendimento do processo de truncamento e na capacidade de aplicacdo dos
conceitos geométricos em contextos reais. Reforcar que o objetivo é avaliar a
evolucdo no entendimento da geometria espacial e a habilidade de pensar

criticamente sobre formas geométricas.

7.3.2 Questdes sobre Truncamento de Sélidos

1. (ENEM) As luminarias para um laboratorio de matematica serdo fabricadas em forma de

solidos geomeétricos. Uma delas tera a forma de um tetraedro truncado. Esse solido é gerado

a partir de seccOes paralelas a cada uma das faces de um tetraedro regular. Para essa

luminéria, as seccdes serdo feitas de maneira que, em cada corte, um terco das arestas

seccionadas serdo removidas. Uma dessas secgdes esta indicada na Figura 174.



191

Figura 174 - Luminaria em forma de tetraedro truncado

Fonte: INEP, 2019.

Essa luminaria tera por faces

(A) 4 hexagonos regulares e 4 tridngulos equilateros.
(B) 2 hexagonos regulares e 4 triangulos equilateros.
(C) 4 quadrilateros e 4 triangulos isosceles.

(D) 3 quadrilateros e 4 tridngulos isosceles.

(E) 3 hexéagonos regulares e 4 tridngulos equilateros.

Orientacdo: Movendo-se a construcdo geomeétrica, visualiza-se, no lugar das faces que eram
inicialmente tridngulos equiléteros, o formato de cada uma das novas faces formadas
(hexégonos) e a formacdo, no lugar dos vértices iniciais, de faces triangulares regulares,

conforme ilustra a Figura 175 a sequir.

Figura 175 - Visualizacdo do tetraedro truncado

Fonte: O autor, 2025.

(ENEM) Para o modelo de um troféu foi escolhido um poliedro P, obtido a partir de cortes
nos vertices de um cubo. Com um corte plano em cada um dos cantos do cubo, retira-se o
canto, que € um tetraedro de arestas menores do que metade da aresta do cubo. Cada face

do poliedro P, entdo, é pintada usando uma cor distinta das demais faces. Com base nas
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informagdes, qual é a quantidade de cores que serdo utilizadas na pintura das faces do
troféu?

(A)6.

(B)8

(C)14.

(D) 24.

(E) 30.

Orientacdo: Clicando-se no icone “cubo circunscrito” da construgdo geométrica (Figura
176), de modo a deixa-lo marcado, visualiza-se o cubo sem os truncamentos, clicando-se
outra vez, visualiza-se o0 cubo truncado. Movendo-se a posi¢do de visualizacdo da
construcdo é possivel contar a quantidade de cores que serdo utilizadas na pintura das faces

do troféu (faces hexagonais e triangulares).

Figura 176 - Modelo de troféu obtido a partir de cortes nos vértices de um cubo

C»bocim:mho
Fonte: Mariana Soriano, 2023. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/y77wesyb.

Acesso em: 29 set. 2024.

3. (ENEM) Uma industria fabrica brindes promocionais em forma de pirdmide. A piramide é
obtida a partir de quatro cortes em um solido que tem a forma de um cubo. No esquema

(Figura 177), estdo indicados o s6lido original (cubo) e a piramide obtida a partir dele.

Figura 177 - Brindes promocionais em forma de piramide

Fonte: INEP, 2011.


https://www.geogebra.org/m/y77wesyb
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Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide sdo os mesmos. O ponto O é central na
face superior do cubo. Os quatro cortes saem de O em dire¢do as arestas AD, BC, AB e CD,
nessa ordem. Ap0s os cortes, sdo descartados quatro sélidos

(A)todos iguais.

(B) todos diferentes.

(C) trés iguais e um diferente.

(D) apenas dois iguais.

(E) iguais dois a dois.

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” da construg¢do geométrica (Figura 178), 0s
solidos geométricos correspondentes aos cortes feitos (Figura 179) afastam-se do sélido a

ser formado, uma piramide (Figura 180), de modo a deixa-la visivel.

Figura 178 - Solido em formato de cubo

F=0
0 @ 2
g=0

0 @ 2

Fonte: Diego Monteiro, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/q6fgxufm.
Acesso em: 29 set. 2024.

Figura 179 - Sélidos formados a partir dos cortes feitos (1)

Fonte: Diego Monteiro, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/q6fgxufm.
Acesso em: 29 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/q6fgxufm
https://www.geogebra.org/m/q6fgxufm
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Figura 180 - Solidos formados a partir dos cortes feitos (11)

Fonte: Diego Monteiro, adaptado, 2025. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/q6fgxufm.
Acesso em: 29 set. 2024,

4. (Fuvest) Os segmentos VA, VB e VC sdo arestas de um cubo. Um plano o, paralelo ao
plano ABC, divide esse cubo em duas partes iguais. A intersec¢do do plano o com o cubo
é um:
(A) triangulo.
(B) quadrado.
(C) retangulo.
(D) pentagono.
(E) hexagono.

Orientacdo: Movendo-se o “controle deslizante” da construgdo geométrica (Figura 181), o
plano se move do vértice V ao vértice oposto, formando figuras geométricas planas a
depender do afastamento (tridngulos ou hexagonos). Quando o “controle deslizante”
encontra-se exatamente ao centro, sdo formados dois sélidos geométricos congruentes e

opostos, ambos compartilhando uma face hexagonal (Figura 182).

Figura 181 - Cubos de arestas VA, VB e VC

Fonte: O autor, 2025.


https://www.geogebra.org/m/q6fgxufm
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Figura 182 - Cubo dividido, por um plano mediador, em duas partes iguais

Fonte: O autor, 2025.

(ENEM) Um artesdo construiu pecas de artesanato interceptando uma piramide de base
quadrada com um plano. Ap6s fazer um estudo das diferentes pecas que poderia obter, ele
concluiu que uma delas poderia ter uma das faces pentagonal.

Qual dos argumentos a seguir justifica a conclusdo do artesdo?

(A) Uma piramide de base quadrada tem 4 arestas laterais e a intersecao de um plano com a
piramide intercepta suas arestas laterais. Assim, esses pontos formam um poligono de 4
lados.

(B) Uma piramide de base quadrada tem 4 faces triangulares e, quando um plano intercepta
essa piramide, divide cada face em um tridngulo e um trapézio. Logo, um dos poligonos
tem 4 lados.

(C) Uma piramide de base quadrada tem 5 faces e a interse¢do de uma face com um plano
é um segmento de reta. Assim, se o0 plano interceptar todas as faces, o poligono obtido
nessa intersecdo tem 5 lados.

(D) O nimero de lados de qualquer poligono obtido como interse¢do de uma piramide com
um plano é igual ao nimero de faces da pirdmide. Como a pirdmide tem 5 faces, o
poligono tem 5 lados.

(E) O nimero de lados de qualquer poligono obtido interceptando-se uma piramide por um
plano € igual ao nimero de arestas laterais da piramide. Como a piramide tem 4 arestas

laterais, o poligono tem 4 lados.

Orientacdo: Movendo-se a construcdo geometrica em diferentes direcdes, verifica-se que é

possivel haver um plano que intercepte todas as faces, e que o poligono obtido nessa intersecao

é um pentagono, Figuras 183 e 184. Este plano pode ficar oculto ou aparente, clicando-se no

botdo referente a ele.
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Figura 183 - Piramide de base quadrada com plano intersectando todas as faces

Fonte: O autor, 2025.

Figura 184 - Plano intersectando todas as faces da piramide de base quadrada

Fonte: O autor, 2025.

6. Tetraedro Regular — Nessa construcdo, clicando-se em cada um dos botBes disponiveis
(Figuras 185 e 186) é possivel exibir:
> Planificagéo;
> O tetraedro;
> As quantidades de elementos (detalhes) como: composicdo (tipos de poligonos que
dao forma as faces), sequéncia (ordem e ao tipo das faces que se encontram em torno

de um vértice), além de arestas, faces e vértices.

Figura 185 - Visualizagao do Tetraedro regular (1)

Tetraedro Regular

D Exibir planificagao Composicdo : 4 faces triangulares
Sequéncia : (3.3.3)

Exibir Tetraedro Arestas : 6
Faces : 4

Vértices : 4
Exibir detalhes

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.
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Figura 186 — Visualizacdo do Tetraedro regular (I1)

Tetraedro Regular

Exibir planificagéo Composigio : 4 faces triangulares
Sequéncia - (3,3,3)

Exibir Tetrasdro Arestas : 6
Faces: 4
Vérti 4

Exibir detalhes e

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

7. Hexaedro Regular — Nessa construcao, clicando-se em cada um dos botbes disponiveis
(Figuras 187 e 188) é possivel exibir:
> Planificagéo;
> O hexaedro;
>  As quantidades de elementos (detalhes) como: composicao (tipos de poligonos que
dao forma as faces), sequéncia (ordem e ao tipo das faces que se encontram em torno

de um vértice), além de arestas, faces e vértices.

Figura 187 - Visualizacdo do Hexaedro regular (1)

Hezxaedro Regular

Exibir Hexaedro Composigao « 6 faces quadradas
Sequéncia : (4.4.4)

D Exibir planificagac Arestas @ 12
Faces : 6

Exibir detalhes Vértices : 8

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 188 - Visualizagdo do Hexaedro regular (1)

Hexaedro Regular

Exibir Hexaedro Composicio - 6 faces quadradas
Sequéncia : (4.4,4)

Exibir planificagao Arestas : 12
Faces : 6

Exibi detalhes Veértices : 8

o

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

8. Octaedro Regular — Nessa construcdo (Figuras 189 e 190), clicando-se em cada um dos

botGes disponiveis é possivel exibir:
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> Planificagéo;

> O octaedro;

>  As quantidades de elementos (detalhes) como: composicédo (tipos de poligonos que
dao forma as faces), sequéncia (ordem e ao tipo das faces que se encontram em torno

de um vértice), além de arestas, faces e vértices.

Figura 189 - Visualizagcdo do Octaedro regular (1)
Octaedro Regular

Exibir Octaedro Composicio : & faces triangulares
Sequéncia: (3.3.3.3)

Exibir planificagan Arestas © 12
Faces - &
Exibir detalnos Vértices - 6 .A

O

®
Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 190 - Visualizacdo do Octaedro regular (1)
Octaedro Regular

Exibir Octaedro Composicio : 8 faces triangulares
Sequéncia : (3.3.3.3)
Arestas : 12

Faces : 8
Exibir detalhes Vértices : 6

D Exibir planificagao

2

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

9. Dodecaedro Regular — Nessa construcdo, clicando-se em cada um dos botdes disponiveis é
possivel exibir:
> Planificacdo;
> O dodecaedro;
> As quantidades de elementos (detalhes) como: composicéo (tipos de poligonos que dao
forma as faces), sequéncia (ordem e ao tipo das faces que se encontram em torno de um

vértice), além de arestas, faces e vértices.
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Figura 191 - Visualizacdo do dodecaedro regular (1)

Dodecaedro Regular
9

Exibir Dodecaedro Composicao : 12 faces pentagonais.
Sequéncia : (5.5.5)

[ exvic pariticagao Faces: 12
Arestas : 30

Exibir detalhes Veértices : 20

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em:

https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica. Acesso em: 12 out. 2024,

Figura 192 - Visualizacdo do dodecaedro regular (1)

Dodecaedro Regular

Exibir Dodecaedro Composigdo : 12 faces pentagonais
Sequéncia : (5.5.5)

Exibir planificagio Faces- 12
Arestas : 30
Exibir detaihes Veértices : 20

°

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

10. Icosaedro Regular — Nessa construgdo (Figuras 193 e 194), clicando-se em cada um dos
botdes disponiveis é possivel exibir:
> Planificagéo;
> O icosaedro;
> As quantidades de elementos (detalhes) como: composicdo (tipos de poligonos que dao
forma as faces), sequéncia (ordem e ao tipo das faces que se encontram em torno de um

vertice), além de arestas, faces e vértices.

Figura 193 - Visualiza¢do do icosaedro regular (I)

Icosaedro Regular

Exibir Icosaedro Composicao : 20 faces triangulares
Sequéncia : (3,3.3,3.3)
Faces : 20

N Arestas : 30
[ Exivic detaines Veértices - 12

[T Exivie planificagéio

©

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.
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Figura 194 - Visualizacdo do icosaedro regular (I1)

Exibir Icosaedio
Exibir planificagao

Exibir detalhes

o

®

Icosaedro Regular

Composic3o : 20 faces triangulares
Sequéncia : (3,3.3.3.3)
Faces : 20

Arestas : 30
Veértices : 12

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

11. Prisma — Nessa construcdo, movendo-se cada um dos controles deslizantes (Figura 195), é

possivel alterar as seguintes caracteristicas dos prismas a serem gerados:

> Medidas dos lados das bases;
> Quantidade de lados das bases;

> Altura do prisma.

Figura 195 — Visualizacédo do prisma

Temos um 12 — prisma

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

12. Antiprisma — Nessa constru¢do, movendo-se cada um dos controles deslizantes (Figura

196), é possivel alterar as seguintes caracteristicas dos prismas a serem gerados:

» Medidas dos lados das bases;
> Quantidade de lados das bases;

> Altura do antiprisma.
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Figura 196 - Visualizacdo do antiprisma

Temos um 8 antiprisma

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

13. Cuboctaedro — Nessa construcao (Figura 197), clicando-se no botao “exibir detalhes” ¢
possivel exibir as quantidades de cada um dos componentes a seguir:
> Configuracao (tipos de faces que se encontram nos vértices);

Composicdo (formas das faces que compdem o cuboctaedro);

Arestas;

Faces;

YV V VY V

Vértices.

Além disso, movendo-se os controles deslizantes (Figura 197), é possivel afastar ou girar

faces;

Figura 197 - Visualizagdo do cuboctaedro

Cuboctaedro

Temos a configuragao (3.4.3.4) em cada
vértice. 0 que quer dizer que em cada vértice
temos duas faces triangulares e duas quadradas.
R B detanes Composigao : 8 tridngulos equildteros
6 quadrados.
Q Faces: 14
Girar faces Arestas: 24
® Veértices : 12

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024,

14. Icosidodecaedro — Nessa construgdo (Figuras 198 e 199), clicando-se em cada um dos
botdes “exibir” € possivel visualizar:
> [Faces pentagonais;

> Faces triangulares;
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> O dodecaedro que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao icosidodecaedro;

> Detalhes (configuracdo e composi¢éo, além das quantidades de faces, arestas e vértices).

Figura 198 - Visualizacdo do icosidodecaedro (1)

Exibir faces pentagonais
Exibir faces triangulares
Exibir Dodecaedro

Exibir detalhes

Icosidodecaedro

Temos a configuracao (3.5,3.5) em cada vértice,
o que quer dizer que em cada vértice temos

duas faces pentagonais e duas triangulares.
Composicao : 20 triangulos equilateros e

12 pentagonos regulares.

Faces : 32

Arestas : 60
Veértices : 30

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 199 - Visualizacdo do icosidodecaedro (I1)

Exibir faces pentagonais
Exibir faces triangulares
[ Exivir Dodecaedro

Exibir detalhes

Icosidodecaedro

Temos a configuracao (3.5.3.5) em cada vértice.
0 que quer dizer que em cada vértice temos

duas faces pentagonais e duas triangulares.
Composigao : 20 triangulos equilateros e

12 pentagonos regulares.

Faces : 32

Arestas : 60
Vértices : 30

p

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

15. Tetraedro truncado — Nessa construcdo (Figuras 200 e 201), clicando-se em cada um dos

botbes “exibir” é possivel visualizar:

> Faces triangulares;

> Faces hexagonais;

> O tetraedro que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao tetraedro truncado;

> Detalhes (configuracdo e composicao, além das quantidades de faces, arestas e vértices).
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Figura 200 - Visualizacdo do tetraedro truncado (1)

Exibir faces trangulares
Exibir faces hexagonais
Exibir Tetraedro

Exibir detalhes

Tetraedro Truncado

Temos a configuragac (3,6.6) em cada vértice,
o que quer dizer que em cada vértice temos
uma face triangulares e duas hexagonais.
Composiao : 4 triangulos equilatercs

4 hexdgenos regulares.

Faces: 8

Arestas : 18
Viértices : 12

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 201 - Visualizacédo do tetraedro truncado (I1)

Exibir faces triangulares
Exibir faces hexagonais
Exibir Tetragdro

Exioir detalhes

Temos a configuragao (3,6,6) em cada vértice,
o que quer dizer que em cada vértice temos
uma face triangulares e duas hexaganais
Composicso - 4 tridngulos equilateros e

4 hexdgonos regulares

Faces

Arestas: 18
Wértices : 12

Tetraedro Truncado

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

16. Cubo truncado — Nessa construcéo, clicando-se em cada um dos botdes “exibir” (Figuras

202 e 203), é possivel visualizar:

> Faces triangulares;

> [Faces octogonais;

> O cubo que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao cubo truncado;

> Detalhes (configuracdo e composi¢do, além das quantidades de faces, arestas e vértices).

Figura 202 - Visualizagdo do cubo truncado (1)

Exibir faces triangulares
Exibir faces octogonais
Exibir Cubo

Exibir detalhes

Cubo Truncado

Temos a configuragao (3.8.8) em cada vértice,
o que quer dizer que em cada vértice temos
duas faces octogonais e uma triangular
Composicao : 8 tridngulos equilateros e

6 octégonos regulares.

Faces: 14

Arestas : 36

Vértices : 24

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em:

https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.
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Figura 203 - Visualizacdo do cubo truncado (I1)

Exibir faces triangulares
Exibir faces octogonais
[ Exivir cubo

Exibir detalhes

Cubo Truncado

Temos a configuragao (3.8,8) em cada vértice.
o que quer dizer que em cada vértice temos
duas faces octogonais e uma triangular
Composigao : 8 tridngulos equilateros e

6 octégonos regulares

Faces: 14

Arestas : 36
Vértices : 24

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

17. Octaedro truncado — Nessa construcao (Figuras 204 e 205), clicando-se em cada um dos

botdes “exibir” € possivel visualizar:

> Faces quadradas;

> Faces hexagonais;

> O octaedro que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao octaedro truncado;

> Detalhes (configuracdo e composicao, além das quantidades de faces, arestas e vértices).

Figura 204 - Visualizacdo do Octaedro truncado (1)

Exibir faces quadradas
Exibir faces hexagonais
Exibir Octaedro

Exibir detalhes

Octaedro Truncado

Temos a configuragao (4.6.6) em cada vértice,
o0 que quer dizer que em cada vértice temos
uma face quadrada e duas hexagonais
Composicao : 6 quadrados e

8 hexdgonos regulares

Faces: 14

Arestas : 36
Vértices : 24

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 205 - Visualizagdo do Octaedro truncado (1)

Exibir faces quadradas
Exibir faces hexagonais
[ Exivir Octaedro

Exibir detalhes

Octaedro Truncado

Temos a configuragao (4.6.6) em cada vértice.
o que quer dizer que em cada vértice temos
uma face quadrada e duas hexagonais
Composicao : 6 quadrados e

8 hexagonos regulares.

Faces: 14

Arestas : 36
Vértices : 24

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.

Acesso em: 12 out. 2024.
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18. Dodecaedro truncado — Nessa construcao (Figuras 206 e 207), clicando-se em cada um dos
botdes “exibir” é possivel visualizar:
> Faces triangulares;
> [Faces decagonais;
> O dodecaedro que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao dodecaedro
truncado;

> Detalhes (configuracdo e composic¢do, além das quantidades de faces, arestas e vértices).

Figura 206 - Dodecaedro truncado (1)

Dodecaedro Truncado 4 . B
A\
A

Exibir laces riangulares Temos a configuragao (3. 10. 10) em cada f

vértice, o que quer dizer que em cada vértice .
Exibi faces decagonais temos uma face triangular e duas decagonais »\"\
W Exibi Dodecasdro Composicdo : 20 tridngulos equiliteros A ]
& 12 decigonos regulares A
Exibir detalhes Faces: 32 - '

Arestas © 90 w V

Vértices : 60 4

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 207 - Dodecaedro truncado (11)

Dodecaedro Truncado ‘ T
Exibir faces triangulares Temos a configuragao (3.10.10) em cada {

vértice. o que quer dizer que em cada vértice
Exibir faces decagonals temos uma face triangular e duas decagenais.

" C 30 : 20 tridngul 12 ‘-1
(] Exivir Dodecasdro ‘amposicao : 20 tridngulos equiliteras ]

12 decigonos regulares

Exibir detalhes Faces: 32
Arestas : 90 ' r 4
Veértices : 60 . b
e

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

19. Icosaedro truncado — Nessa construcdo (Figuras 208 e 209), clicando-se em cada um dos
botdes “exibir” € possivel visualizar:
>  Faces pentagonais;
>  Faces hexagonais;
> Detalhes (configuracdo e composicdo, além das quantidades de faces, arestas e

veértices).
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Figura 208 - Icosaedro truncado (1)

Icosaedro Truncado

Exibir faces pentagonais Temos a configuracao (5.6.6) em cada vértice,
<

Exibir faces hexagonais
Composigao : 12 pentagonos regulares e
s 20 hexigonos regulares.
Faces: 32

Arestas : 90
(% Exivir detaines Vértices : 60

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 209 - Icosaedro truncado (11)

Icosaedro Truncado

Exibir faces pentagonais
Exitie faces hexagonsis

[ Exibir icosaedro

Exibir detalhes

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

20. Cuboctaedro truncado — Nessa construcao (Figuras 210 e 211), clicando-se em cada um dos
botdes “exibir” é possivel visualizar:
> Faces hexagonais;

Faces quadradas;

Faces octogonais;

O cubo que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao cuboctaedro truncado;

v V VYV V

Detalhes (configuracdo e composicéao, além das quantidades de faces, arestas e vértices).

Figura 210 - Cuboctaedro truncado (1)

Cuboctaedro truncado

Exibir faces hexagonais Ll L

Temos a configuracao (4,6.8) em cada vértice.
ou seja. em cada vértice temos uma face quadrada.
uma face hexagonal e uma octogonal

Exibir faces quadradas W

Exibir faces octogonais
Composig3o : 12 quadrados, 6 octégonos regulares
Exibir cubo & 8 hexagonos regulares
Faces: 26
Exibir detalnes Arestas - 72
Vértices : 48

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024,
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Figura 211 - Cuboctaedro truncado (I1)

Cuboctaedro truncado

<« 4~. »
Exibir faces hexagonais -
Temos a configuracao (4,6.8) em cada vértice, .
Exibir faces quadradas ou seja. em cada vértice temos uma face quadrada. i
S s uma face hexagonal e uma octogonal
Composicio : 12 quadrados, 6 octégonos regulares

.
.
[T Exivir cubo € 8 hexdgonos regulares 2 a
Faces: 26 y
Exibir detalhes Arestas : 72 S 4 ,
Vértices : 48 .

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

21. Icosidodecaedro truncado — Nessa construcdo (Figuras 212 e 213), clicando-se em cada um
dos botdes “exibir” ¢ possivel visualizar:
> Faces decagonais;
> Faces quadradas;
> Faces hexagonais;
> O dodecaedro que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao icosidodecaedro
truncado;
> Detalhes (configuracdo e composicao, além das quantidades de faces, arestas e veértices).

Figura 212 - Icosidodecaedro truncado (1)

Icosidodecaedro truncado

s aces decagonals Temos a configuracao (4.6.10) em cada vértice,
o que quer dizer que em cada vértice temos
[TR— uma face quadrada, uma hexagonal e uma decagonal
c 50 : 30 quadrados, 20 hexégonos regulares e
Exbir acos hexagonals 12 decigonos regulares.
Faces : 62
e Oosacsaro Arestas - 180

Veértices : 120
Foap—

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 213 - Icosidodecaedro (11)

Teosidodecaedro truncado

[o— Temos a configuragao (4,6.10) em cada vértice,
o que quer dizer que em cada vértice temos
Exbi focss uadrades. uma face quadrada, uma hexagonal e uma decagonal
Composicdo : 30 quadrados. 20 hexdgonos regulares &
Exbir faces hensgenas 12 decigonos regulares
Faces : 62
[0 st dotecc Arestas : 180
Wértices : 120
et

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.
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22. Rombicuboctaedro — Nessa construgédo (Figuras 214 e 215), clicando-se em cada um dos
botdes “exibir” ¢ possivel visualizar:
> Faces quadradas;
> Faces triangulares;
> O cubo que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao rombicuboctaedro;

> Detalhes (configuracdo e composi¢éo, além das quantidades de faces, arestas e vértices).

Figura 214 - Rombicuboctaedro

Rombicuboctaedro

Exibir faces quadradas

Exibir faces triangulares

Temos a configuracao (3.4.4,4) em cada vértice

ou seja. em cada vértice temos trés faces quadradas.

Exibir cubo ¢ uma triangular
Composigio : 18 quadrados, e 8 tridngulos
Exiir dotalhos equiliteros
Faces: 26
Arestas : 48
Glrar tampa Vértices : 24
L2

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

Figura 215 - Rombicuboctaedro

Rombicuboctaedro

Exibir faces quadradas

»

Exibir faces triangulares

Temos a configuragao (3.4.4.4) em cada vértice.
ou seja. em cada vértice temos trés faces quadradas

\
-\
v

(] o cuwo ¢ uma triangular
Composicio : 18 quadrados. e 8 tridngulos
Exibir detalhes equiliteros
Faces : 26
Arestas . 48
Girar tampa Vértices © 24
L ‘

Fonte: Derivando a Matemaética, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

23. Rombicosidodecaedro — Nessa construcao (Figura 216), clicando-se em cada um dos botdes
“exibir” € possivel visualizar:
> Faces quadradas;
> [Faces pentagonais;
> Faces triangulares;
> O cubo que, efetuando-se os devidos truncamentos, da forma ao cubo truncado;

> Detalhes (configuracdo e composicado, além das quantidades de faces, arestas e vértices).
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Figura 216 - Rombicosidodecaedro

Rombicosidodecaedro

Exibir faces quadradas Temos a configuragao (3.4.,4.5) em cada
vértice, o que quer dizer que em cada vértice

Exibir faces pentagonais temos uma face triangular, duas quadradas e
uma pentagonal.

Exibir faces triangulares Composicao : 20 triangulos equilateros
30 quadrados e 12 ]

Exibir detalhes Faces : 62
Arestas : 120

Vértices : 60

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

24. Cubo snub — Nessa construgdo (Figura 217), movendo-se em cada um dos ‘“controles
deslizantes™ ¢ possivel:
> Girar faces;

> Afastar faces.

Figura 217 - Cubo snub

Cubo Snub

Temos a configuracao (3.3.3.3.4) em cada
vértice, ou seja, em cada vértice temos uma
face quadrada, e quatro faces triangulares.

Composicao : 6 quadrados e 32 triangulos

At T equilateros..
Faces: 38
Arestas : 60
Vértices : 24

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.

25. Dodecaedro snub — Nessa construgdo (Figura 218), clicando-se em cada um dos botGes
“exibir” € possivel visualizar:
> Faces triangulares;
> Faces pentagonais;

> Detalhes (configuragdo e composi¢éo, alem das quantidades de faces, arestas e vertices).
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Figura 218 - Dodecaedro snub

p=081

Dodecaedro Snub

Exibir faces triangulares Temos a configuracao (3,3.3.3.5) em cada
vértice, o que quer dizer que em cada vértice
Exibir faces pentagonais temos quatro faces triangulares e uma pentagonal.

W— Composicao : 80 tridngulos equilateros
g 12 pentagonos regulares

Faces : 92
Arestas : 150
Vértices : 60

Fonte: Derivando a Matematica, 2019. Disponivel em: https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica.
Acesso em: 12 out. 2024.


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática

211

8 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve como propdsito explorar de maneira profunda e detalhada as
diversas possibilidades que 0 GeoGebra oferece para o ensino da Geometria Espacial, com foco
especifico na visualizacdo tridimensional de solidos geomeétricos, projecfes ortogonais,
truncamento de sélidos e solidos de revolucdo. A partir de uma abordagem teorica robusta, que
incluiu a andlise de legislacBes educacionais, diretrizes curriculares e 0s parametros
educacionais vigentes no Brasil, foi possivel fundamentar e justificar a relevancia da integracao
das tecnologias de ensino no processo pedagogico, particularmente no que tange ao ensino da
Matemaética e, mais especificamente, da Geometria Espacial.

A revisdo das normativas educacionais brasileiras, incluindo a Lei de Diretrizes e
Bases, os Parametros Curriculares Nacionais e a Base Nacional Comum Curricular,
demonstrou que o ensino da Matematica, e da Geometria em particular, exige a adocdo de
préticas pedagogicas inovadoras, que favoregam a compreensdo dos contelldos por meio de
uma abordagem mais visual e interativa. Nesse contexto, a utilizagdo de ferramentas de
Geometria Dinamica, como o GeoGebra, revela-se de suma importancia, pois permite aos
alunos uma experiéncia ativa e imersiva na construcao de conceitos geomeétricos, favorecendo
0 desenvolvimento de habilidades cognitivas essenciais, como 0 pensamento espacial e a
capacidade de abstracdo.

No que diz respeito ao desenvolvimento das atividades e propostas pedagogicas, ficou
evidente que o uso do GeoGebra como ferramenta no ensino de Geometria Espacial oferece
inimeras possibilidades para a visualizacdo e a exploracdo de conceitos tridimensionais.
Embora a pesquisa tenha proporcionado uma base tedrica sélida e tenha elaborado atividades
praticas que exploram essas potencialidades, é importante destacar que essas atividades ainda
ndo foram validadas por meio de testes praticos em contextos reais de sala de aula. Portanto, a
avaliacdo da eficacia dessas atividades requer a implementagdo em ambiente educacional, o
que permitira uma analise mais precisa de seu impacto no processo de ensino e aprendizagem.

A principal contribuicdo deste trabalho reside na elaboracdo de um material didatico
inovador e acessivel, que ndo apenas oferece uma visdo tedrica aprofundada sobre os conceitos
de Geometria Espacial, mas também disponibiliza atividades praticas que facilitam a
compreensdo dos alunos por meio da visualizagcdo dinamica e da interagdo com o conteudo.
Essa proposta pedagogica, ao integrar tecnologias digitais no processo de ensino, permite que

os professores disponham de um recurso avangado e contemporaneo, que favoreca uma
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aprendizagem mais eficaz, dindmica e envolvente, ao mesmo tempo que possibilita aos alunos
uma experiéncia mais rica e concreta no dominio da Geometria Espacial.

Além disso, o uso de programas de Geometria Dinamica como o GeoGebra contribui
substancialmente para a superacdo das limitacGes das representacdes tradicionais, oferecendo
uma alternativa que ndo apenas enriquece o0 ensino, mas também amplia as possibilidades de
abordagem de temas complexos, como os sélidos de revolucdo e o truncamento de solidos.
Dessa maneira, o trabalho ndo so6 se alinha com as necessidades contemporaneas de inovagédo
pedagdgica, mas também proporciona uma base solida para o desenvolvimento de futuras
praticas de ensino que possam ser aplicadas em diferentes contextos educacionais.

Em concluséo, espera-se que as contribui¢fes deste estudo possam servir como ponto
de partida para futuras investigacOes e experimentacGes no campo do ensino da Geometria,
estimulando a adocdo de praticas pedagdgicas que utilizem a tecnologia como um meio de
aprimorar a compreensdo dos conceitos geométricos pelos estudantes. Ao integrar as novas
tecnologias no curriculo de Matematica, este trabalho ndo apenas contribui para a formagéo de
uma geracdo de discentes mais apta a enfrentar as demandas complexas e multifacetadas do
contexto contemporaneo, tanto nas dimensGes pedagogicas curriculares quanto nas
circunstancias cotidianas, mas também abre caminho para um ensino de Geometria mais

acessivel, eficaz e, acima de tudo, visual e intuitivo.
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