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RESUMO

ANDRADE, Victéria Gentil. Revisitando as ciclides de Dupin através do GeoGebra 3D:
um passeio pela historia da geometria das superficies. 2026. 224 f. Dissertacao (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Pos-Graduagdo, Pesquisa, Extensao e Cultura, Programa de

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2026.

Esta dissertac@o tem como objetivo elaborar um percurso tedrico-didatico voltado a ampliacao
da cultura geométrica do professor de Matematica, tomando as ciclides de Dupin como objeto
de estudo. A pesquisa articula Histéria da Matemaética, Geometria Diferencial, visualiza¢ao
dindmica no GeoGebra 3D e divulgacdo cientifica, buscando aproximar professores de um
objeto geométrico pouco presente na formacao inicial. O trabalho possui carater qualitativo e
natureza bibliogréfica, documental e exploratéria. A investigagcdo parte do estudo histérico das
ciclides no contexto da Geometria Diferencial do século XIX, com destaque para as contribuicdes
de Charles Dupin, James Clerk Maxwell, Arthur Cayley e Gaston Darboux, e avanga para o
estudo de aspectos matematicos relacionados a superficies parametrizadas, linhas de curvatura,
curvas focais, familias de esferas e configuracdes morfoldgicas das ciclides. O GeoGebra 3D foi
utilizado como recurso de investigacdo, constru¢do e visualizacao, possibilitando a manipulagdo
de modelos dindmicos dessas superficies e a observagao das alteracdes produzidas pela variagcdo
de seus parametros. A partir desse percurso, foram elaboradas atividades voltadas a professores
de Matematica, envolvendo a leitura orientada de um texto histérico, a exploracdo de superficies
no GeoGebra 3D e o estudo dos parametros, das equacdes, das curvas focais e das diferentes
configuracdes das ciclides de Dupin. Como produto educacional, foi desenvolvida a segunda
edicdo da revista Trajetorias — Historia da Matemdtica e Divulgacdo Cientifica, que retine
textos histdricos e matemdticos, imagens, atividades, construcdes digitais, entrevistas e modelos
impressos em 3D. A pesquisa apresenta, assim, uma proposta de aproximagdo entre textos
classicos e recursos contemporaneos de visualizagdo, oferecendo diferentes caminhos para o
contato de professores, licenciandos e estudantes com a Geometria Diferencial e contribuindo

para a valoriza¢ao da Matemaética como produgao histdrica, visual, cultural e investigativa.

Palavras-chave: Ciclides de Dupin; Histéria da Matematica; Geometria Diferencial; GeoGebra

3D; Formacao de professores.



ABSTRACT

ANDRADE, Victéria Gentil. Revisiting Dupin cyclides through GeoGebra 3D: a journey
through the history of surface geometry. 2026. 224 f. Dissertation (Professional Master’s
Degree) — Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria de Pos-Graduagdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura,

Programa de Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2026.

This dissertation aims to develop a theoretical and didactic pathway designed to broaden the geo-
metric culture of Mathematics teachers, taking Dupin cyclides as its central object of study. The
research brings together the History of Mathematics, Differential Geometry, dynamic visualiza-
tion in GeoGebra 3D, and science communication, seeking to introduce teachers to a geometric
object that is rarely addressed in initial teacher education. The study adopts a qualitative approach
and is bibliographic, documentary, and exploratory in nature. The investigation begins with
a historical study of cyclides within the context of nineteenth-century Differential Geometry,
highlighting the contributions of Charles Dupin, James Clerk Maxwell, Arthur Cayley, and
Gaston Darboux. It then examines mathematical aspects related to parametrized surfaces, lines
of curvature, focal curves, families of spheres, and the different morphological configurations of
cyclides. GeoGebra 3D was used as a resource for investigation, construction, and visualization,
enabling the manipulation of dynamic models of these surfaces and the observation of changes
produced by varying their parameters. Based on this pathway, activities for Mathematics teachers
were developed, including the guided reading of a historical text, the exploration of surfaces in
GeoGebra 3D, and the study of parameters, equations, focal curves, and different configurations
of Dupin cyclides. As an educational product, the second edition of the magazine Trajetorias —
History of Mathematics and Science Communication was developed, bringing together historical
and mathematical texts, images, activities, digital constructions, interviews, and 3D-printed
models. The research therefore presents a proposal that connects classical texts with contempo-
rary visualization resources, offering different pathways through which teachers, undergraduate
students, and school students may engage with Differential Geometry and contributing to the

appreciation of Mathematics as a historical, visual, cultural, and investigative form of knowledge.

Keywords: Dupin cyclides; History of Mathematics; Differential Geometry; GeoGebra 3D;

Mathematics teacher education.
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1 INTRODUCAO

A Histéria da Matemética permite compreender que os conceitos, os métodos e os objetos
matemadticos sdo produzidos em determinados contextos, por meio de problemas, linguagens e
formas de representacao proprias de cada época. Ao entrar em contato com textos matematicos
antigos, o leitor contemporaneo frequentemente se depara com desafios de interpretacdo: a
notacdo pode ser diferente da atual, os argumentos podem pressupor conhecimentos geométricos

especificos e as representacdes visuais, muitas vezes, Sa0 escassas ou inexistentes.

No caso da Geometria Diferencial do século XIX, essa dificuldade torna-se especialmente
significativa. Textos cldssicos sobre curvas e superficies apresentam descri¢cdes densas, com forte
presenca de argumentos geométricos e analiticos. A compreensdo desses documentos exige,
além da leitura do texto, a constru¢do de imagens mentais, a interpretacio de relagdes espaciais

e a articulacdo entre equagdes, curvas, superficies e propriedades geométricas.

Esta disserta¢do ndo se configura como um estudo exclusivamente historiografico sobre
as ciclides de Dupin, tampouco como uma pesquisa destinada ao desenvolvimento especializado
da Geometria Diferencial ou a anélise das tecnologias digitais como objeto central. O trabalho
situa-se na articulagdo entre esses campos, investigando como a Histéria da Matematica, os
conhecimentos geométricos e os recursos contemporaneos de visualiza¢do podem ser reunidos

na constru¢ao de um percurso formativo para professores de Matematica.

Nessa perspectiva, os textos historicos, as propriedades matematicas das ciclides e as
construgdes no GeoGebra 3D atuam de forma complementar. O interesse principal ndo esta
em produzir uma histéria completa dessas superficies, desenvolver exaustivamente sua teoria
matemadtica ou avaliar uma tecnologia especifica, mas em compreender como esses elementos
podem dialogar na elaboragdo de mediagdes que ampliem o repertério matemdtico e cultural do

professor.

Diante disso, esta dissertacido parte da seguinte questdo norteadora: como articular
Histéria da Matematica, Geometria Diferencial e tecnologias digitais na constru¢do de um
percurso que favoreca a aproximacgao de professores com objetos geométricos pouco usuais e

contribua para a ampliacdo de sua cultura geométrica?

A pesquisa teve inicio a partir do interesse no estudo das ciclides de Darboux. No entanto,
durante as primeiras leituras, surgiram termos e objetos que exigiram um retorno a resultados
anteriores, especialmente as superficies de canal e as ciclides de Dupin. Esse deslocamento
orientou o percurso da investigacdo. A necessidade de compreender a origem geométrica desses
objetos levou ao estudo de Charles Dupin, James Clerk Maxwell, Arthur Cayley e Gaston

Darboux, bem como a construcio de representagdes dindmicas no GeoGebra 3D.

Nesse processo, a tecnologia assumiu um papel investigativo. O GeoGebra 3D foi utili-
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zado para construir, manipular e visualizar superficies descritas em textos historicos, permitindo
acompanhar a variagdo de pardmetros e observar curvas, linhas de curvatura, curvas focais e
familias de esferas. As construc¢des digitais funcionaram como uma forma de mediagao visual:
aquilo que nos textos cldssicos aparece principalmente por meio de descri¢cdes geométricas e

analiticas pdde ser reconstruido, observado e manipulado em um ambiente dindmico.

O objeto central deste trabalho sd@o as ciclides de Dupin. Essas superficies, estudadas por
Charles Dupin no século XIX, apresentam propriedades geométricas relevantes, como linhas de
curvatura circulares, relacdo com familias de esferas e associacdo a curvas focais. Embora sejam
pouco usuais na formacao inicial de professores de Matemadtica, as ciclides oferecem um campo
fértil para articular Geometria Diferencial, Histéria da Matematica, visualizacdo geométrica,

modelagem dinamica e divulgacdo cientifica.

A escolha desse objeto estd relacionada a defesa de uma formacado docente que valorize
também temas matematicos menos frequentes nos curriculos escolares e nos cursos de licencia-
tura. A ampliacdo da cultura geométrica do professor pode ocorrer pelo contato com objetos que
mobilizam diferentes representagdes e permitem revisitar conceitos conhecidos, como conicas,

parametrizacdes, superficies, tangéncia e curvatura, em um contexto mais amplo.

Assim, estudar as ciclides de Dupin ndo significa propor sua inclusdo como um contetddo
obrigatério da Educacdo Bésica. Essas superficies sdo tomadas como eixo de investigagao,
formacao e divulgacao matemadtica, permitindo estabelecer conexdes entre conteidos escola-
res, conhecimentos da Matematica superior, textos historicos e recursos contemporaneos de

visualizacgdo.

O objetivo geral desta pesquisa é elaborar um percurso tedrico-didatico voltado a ampli-
acdo da cultura geométrica do professor de Matematica, tomando as ciclides de Dupin como
objeto de estudo e articulando Historia da Matemdtica, Geometria Diferencial, tecnologias

digitais e divulgacgao cientifica.

Para alcancar esse objetivo, foram definidos os seguintes objetivos especificos: investigar
o desenvolvimento histérico das ciclides de Dupin no contexto da Geometria Diferencial do
século XIX; estudar propriedades matemdticas associadas a essas superficies, como parametriza-
coes, linhas de curvatura, curvas focais e familias de esferas; construir representacdes dinamicas
no GeoGebra 3D; elaborar atividades orientadas para professores de Matematica; e desenvolver

um produto educacional em formato de revista de divulgacao cientifica.

A pesquisa possui cardter qualitativo e natureza bibliografica, documental e exploratdria.
A dimensao bibliogréfica fundamentou o estudo histérico, matemaético e didatico do tema. A
dimensdo documental envolveu o contato com textos classicos, especialmente a obra de Charles
Dupin e os trabalhos de Maxwell e Cayley. A dimensdo exploratdria ocorreu por meio da
construcdo e da andlise de modelos dinamicos no GeoGebra 3D, que auxiliaram na interpretagdo

das propriedades geométricas estudadas e na elaboragdo das atividades propostas.
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O capitulo matemaético desta dissertagcdo foi construido como uma sintese orientada dos
conceitos necessdrios ao estudo das ciclides de Dupin. A intencao foi organizar elementos de
Geometria Diferencial, como superficies parametrizadas, vetores tangentes, formas fundamentais,
curvaturas, linhas de curvatura, curvas focais e familias de esferas, de modo articulado as

construgdes dinamicas realizadas.

Esse percurso reflete também a maneira como a prépria investigacdo foi desenvolvida:
pela leitura dos textos, pelas tentativas de modelagem, pela manipulacdo dos objetos, pela com-
paracdo entre diferentes representacdes e pela revisdo constante das interpretacdes geométricas.
Desse modo, o GeoGebra 3D nao aparece apenas como recurso destinado a apresentacao final

das superficies, mas como parte do processo de estudo e construcao do trabalho.

Como produto educacional, foi elaborada a segunda edic@o da revista Trajetorias — His-
toria da Matemdtica e Divulgacdo Cientifica, voltada a professores de Matemdtica, licenciandos,
estudantes e leitores interessados. Nesta edicao, as ciclides de Dupin constituem o eixo central
de um percurso que retne textos histéricos e matematicos, imagens, atividades, constru¢des no

GeoGebra 3D, entrevistas e modelos impressos em 3D.

A revista busca aproximar o leitor de um objeto matemaético historicamente relevante
por meio de uma linguagem visual, investigativa e acessivel. Suas diferentes se¢des procuram
relacionar o desenvolvimento histdrico das ciclides, suas propriedades matematicas, as possibi-
lidades de manipulacdo dos modelos digitais e os didlogos estabelecidos com pesquisadores e

profissionais de diferentes areas.

A dissertacao estd organizada em seis capitulos. Este primeiro capitulo apresenta o

problema de pesquisa, os objetivos, a caracterizacdo metodoldgica e o percurso geral do trabalho.

O Capitulo 2 aborda o desenvolvimento historico das ciclides de Dupin, situando-as no
contexto da Geometria Diferencial do século XIX e discutindo contribui¢des de Monge, Dupin,

Gauss, Maxwell, Cayley e Darboux.

O Capitulo 3 apresenta os aspectos matematicos relacionados as ciclides de Dupin, com
énfase em suas parametrizacdes, curvas focais, familias de esferas, configuracdes morfoldgicas e

formas de representacao sintética exploradas com o apoio do GeoGebra 3D.

O Capitulo 4 aprofunda a andlise da Geometria Diferencial aplicada as ciclides de
Dupin, abordando curvas coordenadas, vetores tangentes, plano tangente, vetor normal, formas

fundamentais, curvaturas e linhas de curvatura.

O Capitulo 5 retne atividades voltadas a ampliacdo da cultura geométrica do profes-
sor, articulando leitura de textos classicos, visualiza¢do dinamica, exploragao de superficies e

investigacdo das ciclides de Dupin.

O Capitulo 6 apresenta as consideracdes finais, retomando o percurso desenvolvido, suas

contribuicdes para a formagdo geométrica do professor, o papel da Histéria da Matematica, da
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tecnologia e da visualizagdo, as possibilidades de uso do produto educacional e as perspectivas

de continuidade da pesquisa.

Este trabalho propde, portanto, uma aproximacao entre textos matematicos do século XIX
e recursos contemporaneos de visualizacdo. No caso das ciclides de Dupin, a articulagdo entre
Historia da Matemética, estudo geométrico, GeoGebra 3D, atividades orientadas, entrevistas,
modelos tridimensionais e divulgacdo cientifica possibilitou a organiza¢do de diferentes caminhos

de acesso ao objeto.

Espera-se que a dissertacdo e a segunda edi¢do da revista Trajetorias — Historia da
Matemdtica e Divulgagdo Cientifica possam incentivar novas leituras, construgdes e investi-
gacoes, contribuindo para uma formac¢do matemaética que valorize a curiosidade intelectual,
a visualizacdo, a histéria e o contato com diferentes formas de producdo do conhecimento

geométrico.
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2 ORIGENS E DESENVOLVIMENTO HISTORICO DAS CICLIDES DE DUPIN

A presente dissertacdo investiga de que maneira recursos tecnolégicos podem contribuir
para a compreensao de documentos matemaéticos historicos e de variedades geométricas estudadas
ao longo do século XIX. Para isso, torna-se necessario compreender ndo apenas as propriedades
matematicas das ciclides, mas também o recorte histérico em que esses objetos foram estudados

por Dupin.

Este capitulo apresenta uma contextualizacdo histdrica das ciclides e dos principais
matematicos envolvidos em sua construcgao tedrica. O objetivo nao € realizar uma reconstrucao
histdrica exaustiva, mas identificar elementos que auxiliem na compreensao do objeto mateméatico

investigado e fundamentem as propostas didaticas desenvolvidas posteriormente.

Ao situar as ciclides no desenvolvimento da Geometria Diferencial do século XIX, busca-
se compreender as relacdes entre producdo matematica, momento historico e possibilidades de
exploragdo por meio de tecnologias digitais. Nesse sentido, esta dissertacao também pretende
incentivar o professor a tomar documentos matemaéticos histéricos como ponto de partida para
estudos, investigacdes e propostas de ensino, utilizando recursos tecnolégicos como apoio a
leitura, a visualizac@o e a interpretacao desses objetos. Essa perspectiva fundamenta o produto
educacional desenvolvido nesta pesquisa, uma revista de divulgacdo cientifica que articula

trajetdria historica, exploracdo matematica e uso de tecnologias digitais.

2.1 Contexto da Geometria Diferencial no século XIX

Durante o século XIX, a matemadtica passou por profundas transformagdes. Novas teorias
surgiram e diversos ramos da disciplina adquiriram maior rigor e autonomia (Boyer, 1996,
p. 387). Nesse periodo, a geometria deixou de se limitar ao estudo das figuras planas e espaciais
da tradicdo euclidiana, ao dominio da geometria de Lagrange e ao ensino da geometria projetiva
nas universidades, passando a investigar propriedades mais complexas de curvas e superficies

por meio da geometria diferencial e integral.

Esse movimento foi impulsionado por mateméticos como Gaspard Monge (1746-1818),
considerado um dos precursores da Geometria Diferencial (Struik, 1988, p. 53). Seus estudos
sobre superficies, linhas de curvatura e representacao espacial contribuiram para o surgimento de
novas abordagens geométricas'. Além disso, a criacio da Geometria Descritiva estabeleceu uma
importante ligacdo entre a matematica tedrica e problemas praticos de engenharia e representacdo

espacial.

' Grande parte desses resultados foi sistematizada por Monge em sua obra Application de I’analyse a la géométrie,

publicada em 1807. Este trabalho é amplamente considerado um dos primeiros tratados a unir de forma
sistemadtica a andlise matemdtica a geometria, estabelecendo bases metodoldgicas para a geometria diferencial
de superficies.
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Ao longo do século XIX, outros matematicos ampliaram essas ideias. Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) desenvolveu resultados fundamentais sobre a curvatura das superficies,
culminando no célebre Theorema Egregium?, que demonstrou que determinadas propriedades
geométricas podem ser estudadas independentemente do espaco ambiente em que a superficie
esta imersa (Gauss, 1827). Esses avangos permitiram o desenvolvimento sistematico da Geome-
tria Diferencial, drea dedicada ao estudo de curvas, superficies e de suas propriedades locais e

globais.

Paralelamente, matematicos como Jean-Victor Poncelet (1788—1867), Julius Pliicker
(1801-1868), Sophie Germain (1776-1831), Arthur Cayley (1821-1895) e James Clerk Maxwell
(1831-1879) contribuiram para o desenvolvimento das geometrias projetiva, algébrica e analitica,
fundamentais para a sistematizacdo da Geometria Diferencial no século XIX, ampliando as
ferramentas disponiveis para a investigacao de objetos geométricos cada vez mais complexos
(Klein, 1928, p. 121-141) (Eves, 2004, p. 519-535). Nesse ambiente de intensa produgao
matemadtica, marcado pela interacdo entre andlise, dlgebra e geometria, surgiram diversos estudos

relacionados as superficies especiais (Klein, 1928, p. 1-3).

E nesse cendrio que se inserem os trabalhos de Charles Dupin e, posteriormente, de
Jean-Gaston Darboux. As pesquisas desenvolvidas por esses matematicos contribuiram para o
estudo das linhas de curvatura, das superficies canal e das ciclides?, objetos geométricos que

ocupam posi¢do central nesta dissertacdo (Dupin, 1822; Darboux, 1873).

2.2 Charles Dupin: formacao e contribuicoes para a Geometria Diferencial

Charles Dupin (1784—1873) foi um matemadtico, engenheiro e professor francés que
desempenhou papel importante no desenvolvimento da geometria no século XIX (O’Connor;
Robertson, 2000). Sua trajetéria académica esteve diretamente ligada a tradicdo matemaética
francesa inaugurada por Gaspard Monge, um dos principais responsaveis pela consolidagao
da Geometria Descritiva e pelas bases que posteriormente contribuiram para o surgimento da

Geometria Diferencial.

Dupin ingressou na Ecole Polytechnique*, institui¢io criada durante o periodo pés-

2 Resultado apresentado por Gauss em sua obra de geometria diferencial Disquisitiones generales circa superficies

curvas, publicada em 1827. O termo Egregium, do latim, significa “notdvel” ou “excepcional”. O nome faz jus a
demonstragio de que a curvatura gaussiana ¢ uma propriedade intrinseca da superficie, isto €, pode ser calculada
apenas com medidas tomadas sobre a prépria superficie, sem depender do espago tridimensional no qual ela esta
mergulhada.

Os conceitos de superficies canal e linhas de curvatura, bem como a defini¢@o inicial das ciclides, foram
primeiramente desenvolvidos por Charles Dupin em seu texto Applications de géométrie et de méchanique,
publicado em 1822. Cerca de cinquenta anos depois, Gaston Darboux aprofundou e generalizou esse estudo
matematico na obra Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, publicada em 1873,
consolidando a teoria em torno dessas superficies.

Fundada em 1794, a Ecole Polytechnique foi crucial para a exceléncia da matemdtica francesa, tendo Monge
como um de seus fundadores. Dupin graduou-se como engenheiro naval por esta institui¢éo, o que justifica sua
forte inclinag@o para as aplicagdes mecanicas e navais da geometria ao longo de sua carreira.
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Figura 1 — Charles Dupin (1784-1873)

Fonte: O’Connor e Robertson (2000).

Revolucdo Francesa e considerada um dos mais importantes centros de formacao cientifica
da Europa. Nesse ambiente, recebeu forte influéncia das ideias de Monge e do movimento
de renovacao da matematica francesa, que buscava integrar teoria e aplicacdo em dreas como

engenharia, mecanica e representacao espacial (Klein, 1928, p. 72).

Ao longo de sua carreira, Dupin dedicou-se ao estudo das superficies e de suas proprie-
dades geométricas. Seus trabalhos contribuiram para a compreensao das linhas de curvatura e
das relacdes existentes entre diferentes familias de superficies. A relevancia de seu trabalho é
destacada por Felix Klein ao descrever a riqueza das contribui¢des do autor para a geometria da

época:

Acima de tudo, h4 a famosa ciclide de Dupin, uma superficie que € o envelope de
todas as esferas tangentes a trés esferas dadas. Depois, hd o chamado teorema de
Dupin, estabelecendo que as superficies de um sistema ortogonal se interceptam
ao longo de suas linhas de curvatura. Ambos estdo conectados com a teoria das
superficies quadricas confocais. Devo mencionar também a indicatriz de Dupin,
que diz respeito as tangentes conjugadas em um ponto de uma superficie. Esta
pequena selec@o de belas descobertas pode dar uma imagem do enriquecimento
abundante que a geometria deve a Dupin (Klein, 1928, p. 72, tradugio nossa).’

Entre suas principais publicacdes destaca-se a obra Applications de géométrie et de

méchanique, publicada em 1822 (Dupin, 1822). Nesse trabalho, Dupin apresentou resultados

> No original: “Above all, there is the famous Dupin cyclide, a surface which is the envelope of all the spheres

tangent to three given spheres. Then there is the so-called Dupin theorem, stating that the surfaces of an
orthogonal system intersect one another in their lines of curvature. Both these are connected with the theory of
confocal quadric surfaces. I should also mention the Dupin indicatrix, which concerns the conjugate tangents at
a point on a surface. This small selection of beautiful discoveries may give a picture of the abundant enrichment
which geometry owes to Dupin” (Klein, 1928, p. 72).
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originais relacionados ao estudo de superficies canal e introduziu objetos geométricos que mais
tarde ficariam conhecidos como ciclides de Dupin. Essas superficies possuem propriedades
notaveis associadas as linhas de curvatura e passaram a ocupar posi¢ao relevante na Geometria

Diferencial classica.

Os estudos desenvolvidos por Dupin influenciaram diversos matematicos ao longo do
século XIX e abriram caminho para investigagdes posteriores sobre superficies especiais. Cerca
de cinco décadas mais tarde, em 1873, Jean-Gaston Darboux retomou e ampliou parte dessas
pesquisas na obra Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Darboux,
1873). Posteriormente, no Livro II, Capitulo II, do primeiro volume da coletanea Lecons sur
la théorie générale des surfaces, Darboux sistematizou aspectos fundamentais da teoria das
superficies. No quarto volume da mesma obra, retomou o estudo das ciclides de Dupin, ampliando
a teoria fundamental e apresentando generaliza¢des de propriedades por meio do estudo das

congruéncias e das equagdes diferenciais parciais (Darboux, 1887; Darboux, 1896).

Dessa forma, a obra de Charles Dupin representa um importante elo entre os trabalhos
pioneiros de Monge e os desenvolvimentos posteriores realizados por Darboux. Sua contribui¢dao
para o estudo das superficies e das linhas de curvatura constitui um dos marcos fundamentais da
Geometria Diferencial do século XIX e fornece o contexto histérico necessario para compreender

o surgimento das ciclides que serdo estudadas nas préximas secdes.

2.3 Aspectos geométricos das ciclides

As ciclides constituem uma classe importante de superficies no desenvolvimento da
Geometria Diferencial do século XIX, especialmente por suas relacdes com linhas de curvatura,
superficies canal, familias de esferas e curvas focais. Introduzidas nos trabalhos de Charles
Dupin e posteriormente retomadas por Jean-Gaston Darboux (Dupin, 1822; Darboux, 1873),
essas superficies também despertaram o interesse de pesquisadores como James Clerk Maxwell e

Arthur Cayley, em razao de sua estrutura geométrica e de suas rela¢cdes com curvas e superficies.

Entre as propriedades mais notdveis das ciclides, destaca-se o comportamento de suas
linhas de curvatura®. Os estudos realizados por Dupin mostraram que determinadas familias
de superficies apresentavam relacdes geométricas especiais, nas quais as linhas de curvatura
desempenhavam papel central. No caso das ciclides de Dupin, essa caracteristica torna-se
particularmente relevante, pois suas linhas de curvatura sdo constituidas por circunferéncias ou

retas.

Outro aspecto relevante estd associado a estreita relagdo das ciclides com familias de

esferas e com as chamadas superficies canal’. Hilbert e Cohn-Vossen destacam que as ciclides

®  Nas superficies tridimensionais, as linhas de curvatura sdo curvas cujas tangentes coincidem com as dire¢cdes

principais de curvatura em cada ponto. Uma das propriedades mais notaveis das ciclides de Dupin é que todas as
suas linhas de curvatura sdo formadas exclusivamente por circunferéncias ou retas.
Uma superficie canal é gerada pelo envelope de uma familia de esferas cujos centros se movem ao longo de uma
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de Dupin podem ser compreendidas como envoltdrias de esferas e que apresentam linhas de
curvatura circulares, propriedade que as aproxima das superficies canal e das superficies focais
(Hilbert; Cohn-Vossen, 1944, p. 192—-194). Essa conexao contribuiu para que as ciclides fossem
compreendidas como superficies relevantes para o estudo das relacdes entre curvas, superficies

mais gerais e familias de esferas.

Ao longo do século XIX, o interesse pelas ciclides ultrapassou os trabalhos originais de
Dupin e passou a envolver outros pesquisadores que buscavam compreender suas propriedades
sob diferentes perspectivas. As ciclides tornaram-se exemplos importantes para o estudo das
transformacdes geométricas, das superficies algébricas e das relacdes entre Geometria Diferencial

e Geometria Projetiva.

A relevancia de compreender e estudar as ciclides ndo se restringe ao seu periodo
histérico de origem, tampouco as complementacgdes realizadas por Darboux. A beleza de suas
formas, as distintas linhas de curvatura presentes na superficie e a riqueza de suas propriedades
geométricas contribuem para aplicacdes em outros ramos do conhecimento, como a engenharia

civil, a arquitetura, o design e a geometria computacional.

Essa presenca em campos aplicados pode ser observada também em produgdes con-
temporaneas de design e arquitetura. Um exemplo direto é a Orb Bag, do Nik Bentel Studio,
apresentada pelo préprio estudio como uma bolsa rigida cuja forma € baseada em uma ciclide de
Dupin (Nik Bentel Studio, 2024). Na arquitetura, o Museum of the Future, em Dubai, apresenta
uma forma toroidal com vazio central, permitindo uma aproximacao visual com superficies
anelares e formas ciclidicas (Killa Design, 2022). Embora nao seja apresentado aqui como uma
ciclide de Dupin em sentido estrito, o edificio contribui para discutir como formas geométricas

complexas aparecem em projetos arquitetonicos contemporaneos.

A partir da década de 1990, as ciclides ganharam renovado destaque e passaram a ser
objeto de investigacdo em dreas aplicadas, como a geometria computacional, a modelagem
geométrica e a visualizagdo matematica® (Pratt, 1990). Essa retomada demonstra a riqueza

conceitual desses objetos e justifica o interesse de gedmetras e pesquisadores em explora-las.

A trajetéria historica dessas superficies revela como a investigacdo de problemas relacio-
nados as linhas de curvatura, as superficies canal e as transformacdes geométricas contribuiu
para ampliar a compreensao dessas superficies e para consolidar conceitos importantes no estudo

da Geometria Diferencial.

curva base, chamada diretriz. No caso especifico das ciclides de Dupin, essa curva diretriz é uma conica.
Devido a propriedade de possuir linhas de curvatura circulares e de admitir representacdes adequadas a modela-
gem geométrica, as ciclides tornaram-se relevantes, a partir da década de 1990, para o Design Auxiliado por
Computador, conhecido pela sigla CAD. Elas sao frequentemente utilizadas como superficies de transi¢do, ou
blending surfaces, para conectar suavemente outras formas geométricas, como cilindros, cones e esferas, em
projetos de engenharia.
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Figura 2 — Formas associadas as ciclides e formas toroidais no design e na arquitetura.
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(b) Museum of the Future, em Dubai, edificio de forma toroidal com vazio central.

Fonte: Nik Bentel Studio; Killa Design/Museum of the Future.
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2.4 Jean-Gaston Darboux: ampliacao da teoria das ciclides

Jean-Gaston Darboux (1842—1917) foi um matematico francés reconhecido por suas
importantes contribui¢des a Geometria Diferencial e a teoria das superficies (O’Connor; Ro-
bertson, 2020). Formado pela Ecole Normale Supérieure’, destacou-se ainda jovem por seus
trabalhos em andlise e geometria, tornando-se posteriormente professor da Sorbonne e membro
da Academia Francesa de Ciéncias. Sua produgdo cientifica exerceu grande influéncia sobre o

desenvolvimento da matemadtica francesa durante a segunda metade do século XIX.

Além de suas contribui¢des geométricas, Darboux também se destacou no campo da
Andlise, especialmente em trabalhos relacionados ao estudo das fun¢des e da integracao, como
se observa no artigo Mémoire sur les fonctions discontinues, publicado em 1875. Seu nome
também ficou associado a chamada integral de Darboux, posteriormente incorporada ao estudo

da integracdo em Analise Real (Britannica Editors, 2026).

Figura 3 — Retrato de Jean-Gaston Darboux

Fonte: O’Connor e Robertson (2020).

Os estudos de Darboux concentraram-se, em grande parte, na investigacdo de curvas,
superficies e transformagdes geométricas. Em um periodo de intenso desenvolvimento da Geome-
tria Diferencial, seus trabalhos contribuiram para organizar e aprofundar resultados relacionados
a teoria das superficies, especialmente no que se refere as propriedades locais das curvas sobre
superficies, as linhas de curvatura e as relacdes entre diferentes classes de superficies. Dessa
forma, Darboux consolidou-se como uma referéncia importante para os estudos geométricos

desenvolvidos na segunda metade do século XIX (Struik, 1988, p. v).

Ao contrdrio de Monge e Dupin, cuja formagio ocorreu na Ecole Polytechnique, instituicdo com forte apelo

a engenharia militar e naval, Darboux formou-se na Ecole Normale Supérieure. Essa diferencga reflete-se no
cardter de sua obra, que introduziu um rigor analitico mais profundo e uma abordagem mais algébrica ao estudo
da geometria.
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Entre suas obras mais importantes destaca-se Lecons sur la théorie générale des surfaces
et les applications géométriques du calcul infinitésimal, publicada em quatro volumes entre 1887
e 1896 (Struik, 1988, p. vii).!? Nessa obra, Darboux reuniu, organizou e ampliou parte significa-
tiva do conhecimento produzido sobre superficies ao longo do século XIX, apresentando uma
abordagem marcada pelo uso de métodos analiticos aplicados a problemas geométricos. Trata-se
de uma obra fundamental para a consolida¢do da teoria das superficies e para a sistematizacao

de técnicas que influenciariam estudos posteriores na Geometria Diferencial (Struik, 1988, p. v).

No que se refere as ciclides, Darboux retomou e aprofundou os estudos iniciados por
Charles Dupin. Em Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, publicado
em 1873 (Darboux, 1873; Britannica Editors, 2026), Darboux ampliou a compreensao dessas
superficies ao inseri-las em uma classe mais geral de objetos algébricos, posteriormente associa-
dos ao nome de ciclides de Darboux. Seus trabalhos permitiram compreender as ciclides para
além da formulacdo inicial de Dupin!!, relacionando-as a superficies quérticas, transformacdes

geométricas e propriedades associadas as linhas de curvatura.

A partir dessas investigacdes, as ciclides passaram a ocupar posi¢ao relevante na literatura
da Geometria Diferencial, sendo frequentemente mobilizadas como exemplos de superficies
com propriedades especiais relacionadas as linhas de curvatura e as familias de esferas. Dessa
forma, a obra de Darboux consolidou e ampliou o legado iniciado por Dupin, estabelecendo uma
ponte entre a abordagem geométrica clédssica das ciclides e estudos posteriores sobre superficies

algébricas, transformacdes geométricas e modelagem geométrica.

2.5 Maxwell, Cayley e as curvas focais na teoria das ciclides

Além dos trabalhos de Dupin e Darboux, o desenvolvimento histérico das ciclides
também foi marcado por interpretacdes propostas por outros matematicos do século XIX,
entre os quais se destacam James Clerk Maxwell e Arthur Cayley (Maxwell, 1868; Cayley,
1873). Suas contribui¢des sdo particularmente relevantes por aproximarem o estudo dessas
superficies de temas como inversdo geométrica, curvas focais, familias de esferas e formulacdes
algébricas (Chandru; Dutta; Hoffmann, 1989, p. 281-282). Desse modo, as ciclides passaram
a ser compreendidas ndo apenas como superficies especiais da Geometria Diferencial, mas

também como objetos associados a diferentes formas de representacao e construcdo geométrica.

No caso de James Clerk Maxwell, o interesse pelas ciclides aparece de modo signifi-

10 A obra Lecons sur la théorie générale des surfaces et les applications géométriques du calcul infinitésimal foi
publicada originalmente em quatro volumes. Trata-se de um trabalho amplo, que reuniu e sistematizou parte
importante do conhecimento geométrico da época, com forte presenga de métodos analiticos aplicados a teoria
das superficies.

Enquanto as ciclides de Dupin podem ser descritas geometricamente como envoltérias de uma familia de esferas
tangentes a trés esferas fixas, Darboux ampliou esse conceito ao considerar uma classe mais geral de superficies.
As chamadas ciclides de Darboux correspondem a superficies algébricas de quarta ordem, ou qudrticas, que
contém a cOnica imagindria no infinito, também conhecida como circulo absoluto, como curva dupla. Nesse
sentido, as ciclides de Dupin podem ser compreendidas como um caso particular dessa classe mais ampla.
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cativo no artigo On the Cyclide, publicado em 1868. Embora seja amplamente reconhecido
por suas contribuicdes a Fisica, Maxwell também se dedicou a problemas de geometria pura,
especialmente envolvendo curvas, superficies e transformagdes geométricas. Nesse trabalho,
ele retomou superficies estudadas por Dupin e explorou sua constru¢do por meio da inversao
geométrica'?, relacionando-as a familias de esferas e a propriedades focais associadas a cOnicas
(Maxwell, 1868). Essa interpretacao forneceu uma leitura geométrica importante das ciclides, ao
explicitar relagdes que posteriormente podem ser exploradas por meio de representacdes visuais

e construgdes dindmicas.

Arthur Cayley também desempenhou papel relevante nesse processo de ampliacao
da teoria das ciclides. Em artigo publicado em 1873, igualmente intitulado On the Cyclide,
Cayley retomou e aprofundou aspectos da abordagem de Maxwell, conferindo ao estudo dessas
superficies uma formulagao mais analitica e algébrica (Cayley, 1873). Sua contribui¢do permitiu
relacionar as ciclides a curvas focais, superficies quarticas e sistemas de coordenadas curvilineas,
ampliando a compreensao estrutural desses objetos no contexto da Geometria Diferencial e da

Geometria Algébrica.

As contribui¢des de Maxwell e Cayley mostram que o estudo das ciclides, ao longo do
século XIX, ndo se restringiu a sua defini¢do inicial ou a sua classificacdo como superficies
especiais. Ao contrdrio, essas superficies passaram a ser investigadas por meio de diferentes
linguagens geométricas, envolvendo inversdo, curvas focais'?, familias de esferas e formulacdes
algébricas (Chandru; Dutta; Hoffmann, 1989, p. 277-278). Essa diversidade de abordagens
fornece uma base importante para a andlise matemdtica desenvolvida no capitulo seguinte, no
qual tais relagdes serdo retomadas a partir de construcdes e visualizacdes realizadas em ambiente

de geometria dinamica.

2.6 Sintese histérica e linha do tempo das ciclides

A trajetdria histérica apresentada neste capitulo indica que as ciclides de Dupin foram
constituidas a partir de diferentes contribui¢des matemadticas ao longo do século XIX. Desde os
trabalhos de Gaspard Monge, que contribuiram para a consolidagdo do estudo geométrico das
superficies, passando por Charles Dupin, Carl Friedrich Gauss, James Clerk Maxwell, Arthur
Cayley e Jean-Gaston Darboux, observa-se que o desenvolvimento dessas superficies esteve
associado a temas centrais da Geometria Diferencial, da Geometria Algébrica e da Geometria
Projetiva (Struik, 1988; Dupin, 1822; Gauss, 1827; Maxwell, 1868; Cayley, 1873; Darboux,
1873).

A Figura 4 apresenta uma sintese cronoldgica dos principais marcos discutidos ao

12" A inversdo geométrica é uma transformagio que associa pontos do espaco a partir de uma esfera ou circulo de
referéncia, preservando certas relagdes angulares. No estudo das ciclides, esse tipo de transformacao permite
relacionar superficies como toros, cones e cilindros a outras superficies da mesma classe.

As curvas focais associadas as ciclides serdo retomadas no Capitulo 3, no qual serdo exploradas suas relagdes
com coOnicas, familias de esferas e constru¢cdes em ambiente de geometria dinamica.
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longo do capitulo, destacando autores e contribuicdes que ajudam a compreender o processo de

formacdo, ampliacd@o e retomada das ciclides no contexto da matematica.

Figura 4 — Linha do tempo das ciclides de Dupin
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Fonte: Elaboracdo prépria, com base nas referéncias discutidas neste capitulo.

A linha do tempo permite visualizar a articulacdo entre diferentes momentos do desen-
volvimento das ciclides. Monge aparece como referéncia inicial para a geometria das superficies;
Dupin introduz resultados fundamentais relacionados as ciclides, as linhas de curvatura e as
superficies canal; Gauss contribui para o fortalecimento da teoria das superficies por meio do
estudo da curvatura intrinseca; Maxwell e Cayley ampliam as interpretacdes geométricas dessas
superficies, relacionando-as a inversdo, as familias de esferas, as curvas focais e as formulag¢des
algébricas; e Darboux generaliza e consolida parte dessas contribui¢des, atribuindo as ciclides

um lugar importante na teoria das superficies especiais.

A inclusdo da retomada computacional na linha do tempo indica que o interesse pelas
ciclides ndo se restringe ao seu contexto histdrico de origem. A partir do desenvolvimento da
modelagem geométrica computacional e das possibilidades de visualizacdo matematica (Degen,
2002, p. 575-601) (Pratt, 1990), essas superficies passaram a ser novamente exploradas em
contextos aplicados e tecnoldgicos, especialmente em &reas relacionadas ao desenho assistido

por computador, a modelagem geométrica e a representacdo visual de superficies.

Dessa forma, o percurso histérico apresentado neste capitulo mostra que o estudo das
ciclides estd imerso no contexto da geometria como um processo de constru¢do matematica
marcado pelo didlogo entre resultados geométricos diversos, assim como por diferentes abor-

dagens geométricas, todas atuais e criativas para seu tempo. Essa contextualizacdo fornece a
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base matemadtica necessdria para discutirmos posteriormente as propriedades geométricas, os
conceitos de curvas focais e familias de esferas, a importancia das parametrizacdes de equacdes
cartesianas de superficies e as possibilidades de construcao e visualizacdo de formas geométricas

mais complicadas em ambientes virtuais de aprendizagem através da geometria dindmica.
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3 ASPECTOS MATEMATICOS DAS CICLIDES DE DUPIN

A presente pesquisa surgiu a partir de uma orientacdo que acabou redefinindo todo
o percurso do trabalho: para compreender adequadamente as ciclides de Gaston Darboux,
seria necessario, antes, aprofundar o estudo das ciclides de Charles Dupin e de sua estrutura
geométrica. No entanto, o contato com os textos originais do século XIX revelou uma dificuldade
bastante caracteristica da matemética da época: enquanto as descri¢des analiticas eram densas e

detalhadas, as representacdes visuais eram escassas.

A leitura dos trabalhos de Maxwell e de outros autores do periodo exigia um elevado nivel
de abstracdo, sobretudo pela auséncia de constru¢des grificas que auxiliassem na interpretacao
geométrica das superficies descritas. Diante disso, a proposta inicial deste trabalho passou
por uma ampliacdo. O software GeoGebra deixou de ser utilizado apenas como ferramenta
de ilustracdo e passou a integrar efetivamente o processo investigativo, permitindo reconstruir

visualmente estruturas geométricas descritas originalmente apenas de forma analitica.

Entretanto, essa reconstru¢do no ambiente computacional exigiu mais do que a simples
representacdo de curvas e superficies. Foi necessdrio traduzir conceitos da geometria diferencial
classica para uma linguagem dinamica, estabelecendo relacdes de dependéncia entre objetos
geométricos, parametros e propriedades locais da superficie. Por essa razao, antes de abordar
diretamente as tipologias das ciclides de Dupin, torna-se necessario desenvolver os conceitos
fundamentais que sustentam essas constru¢des, como vetores tangentes, curvaturas principais €
formas fundamentais. Esses elementos constituem a base matematica necessdria para compreen-

der e modelar dinamicamente as superficies estudadas.

Ao longo deste capitulo, ficard evidente que a passagem da teoria para o ambiente com-
putacional ndo ocorre de maneira puramente mecéanica. As constru¢des dindmicas permitiram
ndo apenas visualizar propriedades concebidas originalmente de forma abstrata, mas também
testar hipdteses, revisar interpretagdes geométricas e compreender com maior clareza fenomenos
ligados a tangéncia e a formacdo das envoltérias de esferas. Dessa forma, a utilizacdo da tecnolo-
gia contribuiu para uma compreensdo mais intuitiva e dinamica das propriedades geométricas

que regem essas superficies.

3.1 Elementos fundamentais da Geometria Diferencial de superficies

Nesta secdo, sdo apresentados os principais conceitos da Geometria Diferencial necessé-
rios para o estudo das ciclides de Dupin. Partimos da nocao de superficie parametrizada e, em
seguida, discutimos vetores tangentes, plano tangente, vetor normal, aplicacdo normal de Gauss,

formas fundamentais, curvaturas principais e linhas de curvatura.

Esses conceitos fornecem a base matemadtica para compreender como uma superficie é
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descrita localmente, como sua métrica é determinada e como sua curvatura pode ser analisada

no espago tridimensional.

3.1.1 Superficies parametrizadas

No estudo da geometria das superficies no espaco tridimensional R?, uma abordagem
conveniente para a descricdo de uma superficie envolve a utilizagdo de uma parametrizacao
dependente de parametros reais. Intuitivamente, a superficie pode ser percorrida pela variagao
continua destes parametros, de modo que cada par de valores corresponde univocamente a um

ponto da superficie no espaco.

Figura 5 — Representacido de uma superficie parametrizada no espaco tridimensional R?,
com destaque para um ponto P pertencente a superficie.

(a) Visualizag@o sem eixos coordenados, enfatizando a estrutura geométrica local da superficie.
(b) Visualizagio com eixos coordenados, mostrando a imersdo da superficie no espago R3.

Fonte: Elaboracao prépria.

Uma superficie parametrizada S é o conjunto de pontos em R? descritos pela aplica¢do
vetorial:
7: D CR* - R

(u,v) = (x(u,v),y(uw),z(u,v))

Onde (u,v) varia no conjunto D do plano e a fungdo 7 € continua, de maneira que o

vetor normal
(T X Ty) # 0,

garantindo que a parametrizagdo seja regular. Para cada par de valores (u, v), a fungdo 7 associa
um ponto da superficie no espaco R®. Dessa forma, a variacdo dos parAmetros permite percorrer

todos os pontos da superficie considerada.
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Geometricamente, os parametros podem ser entendidos como um sistema de coordenadas
definido sobre a superficie. Ao fixar um dos parametros e variar o outro, sdo geradas curvas
sobre a superficie, ou seja, a parametrizacdo estabelece de forma natural duas familias de curvas,
correspondentes as variagdes de u e v. Essas familias formam uma rede que € util na andlise

geométrica local da superficie.

Essa interpretagdo pode ser explorada de forma dinamica, permitindo visualizar a varia-

¢do de parAmetros € as curvas sobre a superficie. !

A seguir, s@o apresentados alguns exemplos de superficies parametrizadas, com o objetivo

de ilustrar, de forma concreta, a relagdo entre os parametros e a geometria da superficie.

O plano é um exemplo simples de superficie parametrizada, podendo ser descrito pela
aplicacao
¢ :R?* = R,

definida por:
¢(u,v) = (u,v,0).

Figura 6 — Representacio de um plano parametrizado no espaco R?, com destaque para as
curvas coordenadas e um ponto P pertencente a superficie.
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(a) Visualizagdo do plano sem a inclusao dos eixos coordenados, evidenciando a malha associada a
parametrizacao e as duas familias de curvas coordenadas obtidas pela variagdo dos parametros.
(b) Mesma representacdo com a inclusao dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracio prépria.
Consideremos agora um exemplo ndo linear de superficie parametrizada, dado pelo
paraboldide eliptico. Essa superficie pode ser descrita, de forma geral, pela aplicacdo
¢:R* = R,

definida por
d(u,v) = (u,v, au® +b?), a,b> 0.

! Uma visualizacdo interativa da construcdo correspondente a Figura 5 pode ser acessada em: <https://www.

geogebra.org/m/tjkhghhe>.


https://www.geogebra.org/m/tjkhghhe
https://www.geogebra.org/m/tjkhghhe
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Para fins de visualizacdo, consideramos o caso particular em que a = b = 0, 2, obtendo
a parametrizacao
é(u,v) = (u,v,0.2u + 0.20%).

Figura 7 — Representacio de um paraboléide eliptico parametrizado no espaco R3, com
destaque para as curvas coordenadas e um ponto P pertencente a superficie.

(a) Visualizag¢do do paraboléide eliptico sem a inclusdo dos eixos coordenados, destacando a malha
associada a parametrizagdo e as duas familias de curvas coordenadas obtidas pela variacdo dos parametros.
(b) Mesma representacao com a inclusao dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracao prépria.

Dando continuidade aos exemplos, retomamos agora o paraboldide hiperbdlico, uma
superficie ja apresentada anteriormente sob uma perspectiva visual. Neste momento, buscamos
descrevé-la de forma parametrizada, evidenciando a relagc@o entre os parametros e a geometria

da superficie.

Essa superficie pode ser descrita, de forma geral, por uma aplicacao
¢ :R? = R,

definida por
d(u,v) = (u,v,au® — bv?), a,b>0.

Para fins de visualizacdo, consideramos o caso particular em que a = b = 0.2, obtendo a
parametriza¢ao
o(u,v) = (u,v,0.2u* — 0.207).
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Figura 8 — Representacdo de um paraboléide hiperbélico parametrizado no espaco R?, com
destaque para as curvas coordenadas e um ponto P pertencente a superficie.

(a) Visualizacdo do paraboldide hiperbélico sem a inclusao dos eixos coordenados, apresentando a malha
associada a parametrizagdo e as duas familias de curvas coordenadas obtidas pela variagdo dos pardmetros.
(b) Mesma representacdo com a inclusao dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracdo propria.

Prosseguindo com os exemplos de superficies parametrizadas, passamos agora a conside-
rar o toro, um caso cldssico que serd utilizado como referéncia para as discussdes a seguir, cuja

parametrizacdo € dada pela funcao:
¢ : [0,27] x [0,27] — R?,
definida por:
od(u,v) = ((R+ rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv),

onde R > r > 0, R representa o raio do circulo principal do toro e r representa o raio do tubo.

Figura 9 — Representacio de um toro parametrizado gerado pela rotacio de um circulo de
raio r cujo centro percorre uma circunferéncia de raio R.

(a) Representacao do toro permitindo observar o circulo gerador de raio r e a circunferéncia de raio R
percorrida por seu centro.
(b) Mesma representaciao com a inclusao dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracao prépria.

Para compreender a geometria local de uma superficie parametrizada, € fundamental

analisar o comportamento da aplica¢do quando restringimos um dos pardmetros. Seja ¢(u,v) a
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parametrizacdo regular do toro definida anteriormente.

Ao fixarmos o pardmetro » em um valor constante u, € permitimos que v varie no inter-
valo [0, 27|, a fungdo resultante descreve uma curva regular a(v) sobre a superficie, denominada
curva coordenada do pardmetro v. Considerando todos os valores possiveis para a constante
ug € [0, 27|, obtemos ndo apenas uma curva isolada, mas uma familia de curvas (neste caso, os

meridianos) que cobre toda a superficie.

De maneira andloga, fixando v em uma constante v, e variando u € [0, 27| obtemos uma
curva coordenada associada ao pardmetros u denotada por §(u). A varia¢do de vy em todo o seu
dominio gera a segunda familia de curvas (os paralelos). O conjunto das duas familias define

uma rede paramétrica sobre a superficie.

No caso especifico do toro, as equagdes dessas curvas coordenadas e suas propriedades

geométricas sao dadas por:

Fixando a varidvel u = ug, obtemos uma curva parametrizada pelo parimetro v € [0, 27|
dada por:
a(v) = ¢(ug,v) = ((R+ rcoswv) cosug, (R+ rcosv)sinug, rsinv)

Essa equagdo descreve um circulo de raio 7 contido em um plano vertical que passa pela

origem e forma um angulo uy com o eixo x.

Figura 10 — Curva coordenada obtida pela fixacao do parametro u = u( na parametrizacio
do toro.

(a) Curva meridiana gerada pela fixacdo de u = ug, evidenciando o circulo contido em um plano vertical
que intercepta a superficie.
(b) Mesma curva representada com a inclusio dos eixos coordenados do espago tridimensional.

Fonte: Elaboracao prépria.
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O vetor tangente a essa curva em cada ponto corresponde a derivada parcial ¢, (ug, v). A

variagdo da constante v € [0, 27| gera a familia completa de meridianos da superficie.

Figura 11 — Familia de curvas meridianas obtidas pela variacao do parametro .

.
}
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(a) Conjunto de curvas meridianas geradas pela variacdo de ug, mostrando a familia de curvas coordenadas
associadas ao parametro u.

(b) Mesma familia de meridianos representada com a inclusdo dos eixos coordenados do espago tridimen-
sional.

Fonte: Elaboracao prépria.

Fixando a varidvel v = vy, obtemos uma curva parametrizada por u € [0, 27| com a

seguinte equagao:

B(u) = ¢(u,vg) = ((R+ 1 cosvy) cosu, (R~ rcosuvy)sinu, rsinvg)
Geometricamente, essa equagdo descreve um circulo horizontal (paralelo ao plano xy)
com raio R + r cos vy e cota constante z = r sin vy.

Figura 12 — Curva coordenada obtida pela fixacao do parametro v = v, na parametrizacio
do toro.

(a) Curva paralela representando um circulo horizontal contido em um plano paralelo ao plano zy.
(b) Mesma curva representada com a inclusdo dos eixos coordenados do espago tridimensional.

Fonte: Elaboracao prépria.
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O vetor tangente a essa curva em cada ponto € dado pela derivada parcial ¢, (u, vy). A

variagdo da constante vy € [0, 27| gera a familia de todos os circulos paralelos do toro.

Figura 13 — Familia de curvas paralelas obtidas pela variacao do parametro v.

\\"“—““\at____--‘”'-——"‘"'/

(a) Conjunto de curvas paralelas geradas pela variacdo de vy, formando circulos horizontais sobre a
superficie do toro.

(b) Mesma familia de paralelos representada com a inclusao dos eixos coordenados do espaco tridimensi-
onal.

Fonte: Elaboracao prépria.

A intersecdo dessas duas familias de curvas a(v) e §(u) em cada ponto estabelece um
sistema de coordenadas local sobre a superficie. Como a parametrizacio € regular os vetores

tangentes ¢, € ¢, sdo linearmente independentes em cada ponto.

Figura 14 — Rede paramétrica formada pelas duas familias de curvas coordenadas do toro.

(a) Intersecdo das familias de meridianos e paralelos formando uma malha paramétrica sobre a superficie.
(b) Mesma rede paramétrica representada com a inclusdo dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracao prépria.

Além disso, nessa parametrizacdo especifica do toro, tem-se que o produto interno
(pu, &) = 0, que garante que a malha paramétrica forma uma rede ortogonal que recobre toda a

superficie.
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3.1.2 Vetores tangentes, plano tangente e vetor normal

A rede paramétrica descrita na subse¢do anterior fornece duas direcdes tangentes inde-
pendentes em cada ponto da superficie. Essas direcdes sdo determinadas pelos vetores tangentes
associados as curvas coordenadas, dados pelas derivadas parciais da parametrizacdo. Seja a
parametrizacdo regular da superficie ¢ : D C R? — R3, e considere um ponto da superficie
dado por P = ¢(u,v). Os vetores associados as curvas coordenadas sdo obtidos pelas derivadas

parciais da parametrizacdo em relacao aos parametros u e v:

0
Oulu,v) = a—i(u, v)

e 96
oy (u,v) = %(u, V)

Geometricamente, o vetor ¢, (u, v) é tangente a curva obtida ao fixar o parAmetro v e
variar u, enquanto o vetor ¢,(u,v) é tangente a curva obtida ao fixar u e variar v. Estes vetores

pertencem ao plano tangente a superficie no ponto considerado.

Figura 15 - Vetores tangentes associados as curvas coordenadas da parametrizacao do
toro.

-y

(a) Vetores tangentes ¢,, € ¢, no ponto P, associados as curvas coordenadas obtidas pela variacio dos
parametros u e v na superficie.
(b) Mesma representacdo com a inclusao dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracao prépria.

O plano tangente no ponto P ¢ definido como subespaco gerado por esses vetores, isto €,
TPS = Span{¢u(u7 U)? st (U, U>}

Esse plano pode ser interpretado como a melhor aproximacao linear da superficie na

vizinhanga do ponto P.
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Figura 16 — Plano tangente a superficie do toro no ponto P.

(a) Plano tangente T'p.S gerado pelos vetores tangentes ¢,, e ¢, no ponto P.
(b) Mesma representacdo com a inclusdo dos eixos coordenados do espaco tridimensional.

Fonte: Elaboracdo prépria.

A partir dos vetores tangentes, define-se também um vetor perpendicular a superficie
por meio do produto vetorial ¢, (u, v) X ¢,(u,v). Apds a normalizagio desse vetor, obtém-se o

vetor normal unitério a superficie no ponto P dado por:

Gu(u,v) X Py(u,v)

M) = o) % bl o)

Figura 17 — Vetor normal unitario a superficie do toro no ponto P.

(a) Vetor normal N obtido a partir do produto vetorial entre os vetores tangentes da parametrizagao.
(b) Mesma representacdo com a inclusio dos eixos coordenados do espago tridimensional.

Fonte: Elaboracio prépria.
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3.1.3 Primeira forma fundamental

O estudo da geometria diferencial das superficies tem suas bases estabelecidas nos
trabalhos de Carl Friedrich Gauss?, em especial na obra Disquisitiones generales circa super-
ficies curvas (1827)°. Nesse trabalho, Gauss introduz conceitos fundamentais que permitem

compreender a geometria das superficies a partir de duas perspectivas complementares.

Figura 18 — Paginas da edicao impressa de 1828 da obra Disquisitiones generales circa
superficies curvas, de Carl Friedrich Gauss.
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(a) Pagina de rosto da obra.
(b) P4gina inicial do texto original em latim.

Fonte: Gauss (1828).

A partir dessas ideias, Gauss estabelece uma nova maneira de compreender a geometria
das superficies, distinguindo propriedades que podem ser determinadas internamente daquelas
que dependem de sua curvatura no espacgo. Essa perspectiva inaugura o estudo intrinseco das

superficies, considerado um dos marcos fundamentais da geometria diferencial (Carmo, 1976).

Tal abordagem esta na base da formulacdo moderna das chamadas Primeira e Segunda
Formas Fundamentais. Enquanto a primeira estd relacionada a medida de comprimentos, an-
gulos e dreas sobre a superficie, a segunda descreve como essa superficie se curva no espaco

tridimensional.

Com base nessa distin¢do, passamos agora a formula¢do matemaética da Primeira Forma

Fundamental, a partir de uma parametrizacao regular da superficie.

2 Matematico, fisico e astronomo alemio, Gauss é considerado uma das figuras centrais da matemaética. Suas
contribui¢des abrangem dreas como teoria dos nimeros, geometria diferencial, estatistica e magnetismo.

3 Traducdo em inglés disponivel em: General investigations of curved surfaces of 1827 and 1825. Translated with
notes and a bibliography by James Caddall Morehead.
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A Primeira Forma Fundamental € a estrutura que permite medir comprimentos e angulos
diretamente em uma superficie, sendo introduzida a partir de sua parametrizacdo regular e dos

vetores tangentes associados.

Considerando uma parametrizacdo regular da superficie ¢ : D C R? — R? e um ponto
P = ¢(u,v), os coeficientes da Primeira Forma Fundamental sdo definidos a partir dos vetores

tangentes ¢, (u, v) e ¢,(u,v):

=
S
=
I
<
g
—~
£
<

), Gul(
)’ ¢'U(
G(u,v) = (¢ (u,v), P (u,

=
S
NP
I
&
<
—~
S
4
=
4 <
=z =

<

)>7

Onde (., .) denota o produto interno usual em R3.

Esses coeficientes podem ser organizados na matriz

E F
F G

Y

denominada matriz da Primeira Forma Fundamental na base coordenada formada pelos vetores
tangentes ¢,, € ¢,. Essa matriz retine os produtos internos entre esses vetores e permite representar,

de forma matricial, a métrica induzida pela parametrizacao.

Assim, se uma direcao tangente a superficie € escrita como
w = du ¢y + dv ¢y,

entdo a Primeira Forma Fundamental avaliada nessa dire¢do € dada por

E F du

](w,w):(du d’U) 7 ol la

Ao desenvolver essa expressao matricial, obtém-se
I(w,w) = E du® + 2F dudv + G dv*.

Portanto, a Primeira Forma Fundamental pode ser expressa por

I = Edu®+2F dudv + G dv>.

Geometricamente, essa forma quadrética permite medir o quadrado do comprimento
de uma dire¢do tangente sobre a superficie parametrizada. Além disso, os coeficientes E, F'e
G registram, respectivamente, os comprimentos dos vetores tangentes coordenados e a relagdo

angular entre eles.
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Em particular, se uma curva sobre a superficie é dada por a(t) = ¢(u(t), v(t)), entdo o

comprimento dessa curva pode ser calculado pela expressao:

b
L= / VE@)? 4+ 2Fu'v' + G(v')? dt

Assim, a Primeira Forma Fundamental descreve as propriedades métricas que sao ineren-
tes a superficie, ou seja, aquelas que podem ser determinadas unicamente por meio de medic¢des

feitas na propria superficie, sem depender da sua posi¢do no espago tridimensional.

Além da medi¢do de comprimentos de curvas, a Primeira Forma Fundamental desempe-
nha papel importante na determinacao de areas sobre a superficie. Como os coeficientes F, F' e

GG podem ser organizados na matriz
E F

F G

Y

tem-se

E F
det = EG — F2.
F G

Esse determinante corresponde ao quadrado da area do paralelogramo infinitesimal

gerado pelos vetores tangentes ¢, € ¢, isto &,
HQbu X ¢v||2 — EG - F*.
Assim, o elemento de drea sobre a superficie é dado por

dA =V EG — F?2dudv.

Dessa forma, a quantidade v EG — F? permite medir como elementos infinitesimais de

area do dominio plano sdo transformados em elementos de drea sobre a superficie parametrizada.

A Primeira Forma Fundamental deve ser compreendida como uma forma quadrética, isto
€, como uma estrutura métrica definida sobre as direcdes tangentes da superficie. Ela ndo é, em
si, apenas um ndmero: torna-se um ndmero real quando € avaliada em uma direcdo tangente

especifica.

Assim, se uma direcio tangente a superficie € escrita como
w = du ¢y, + dv ¢y,
entdo a avaliacdo da Primeira Forma Fundamental nessa direcao é dada por
I(w,w) = Edu®+ 2F dudv + G dv*.

Esse resultado € um nimero real e representa o quadrado do comprimento, ou da norma, do

vetor tangente w na métrica induzida pela superficie, isto €,

I(w, w) = [Jwlf*.
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Nas construcdes dindmicas apresentadas a seguir, os valores numéricos exibidos para [
correspondem a avaliagOes dessa forma quadrética em direcdes especificas. Para a realizacao
dos exemplos no GeoGebra, os vetores tangentes foram obtidos numericamente a partir da
parametrizacao da superficie, por meio de aproximacgdes das derivadas parciais. Desse modo,

considerando um pequeno incremento h, tem-se, por exemplo,

o(u+ h,v) — ¢(u,v)
h

Ouu,v) =~

o) e B2 1) = 800)

Essas aproximagdes foram utilizadas apenas na construcao dindmica, com finalidade exploratéria

e visual, preservando as defini¢des tedricas da Primeira Forma Fundamental apresentadas no

texto.

Para compreender de forma mais concreta o papel da Primeira Forma Fundamental,
analisamos diferentes posi¢des de um ponto P sobre a superficie. Em cada caso, sdo considerados
os vetores tangentes ¢, € ¢,, os coeficientes E, F' e G, e a avaliagdo numérica I (w, w) em uma
direcdo tangente especifica. Essas visualizacdes permitem observar como a forma quadrética
associada a Primeira Forma Fundamental registra localmente medidas de comprimento, angulo e

area sobre a superficie parametrizada.

Figura 19 — Variacao local dos coeficientes da Primeira Forma Fundamental em diferentes
pontos da superficie.
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Areal =197 g

¢, ={1,0,1.2)

¢y =(0,1,12)

E=g¢,.0, =244

—

F=g,.d, 144

GC=d,.¢, =244

VEG — F* =197
I = BEdu® + 2Fdudv + Gdv® — .04

(a) Ponto arbitrario da superficie onde as curvas coordenadas se interceptam de forma obliqua (F' # 0), a
distor¢do local dos dngulos e da drea do paralelogramo gerado pelos vetores tangentes.
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u=3

@, =(1,0,12)

&, ={0,1,0)

E = .6, = 2.44

—

de:;.{,bp_ﬂ

G=d,.h, =1
VEG— F* =156

I = Edu® 4 2Fdude  Gdv® — o3

(b) Posicao em que as curvas coordenadas se cruzam ortogonalmente (£' = 0), resultando em um
paralelogramo tangente com formato retangular, cuja area local depende apenas de F e G.

Figura 19 — Continuacao.

., ={1,0,0)

@, ={0.1,0)

E=¢,d,=1

F=¢,d¢, =0

VEG—F1 =1
I = Bdu® 4 2Fdudv 4+ Gdv® — g0

(c) Ponto no vértice da superficie (u = 0, v = 0), onde os vetores tangentes formam uma base ortonormal
(EF =1, F =0,G = 1), caracterizando uma regifo sem distor¢cdo métrica local, na qual o elemento de
area é igual a 1.

Fonte: Elaboragdo prépria. Construcdo interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
wfcz6unb>.

A partir da observacgdo das figuras, constata-se como a drea do paralelogramo tangente
varia continuamente em resposta a geometria local da superficie. Nas regides mais afastadas e
inclinadas, onde a malha sofre maior “esticamento”, ocorre uma dilatacdo local. Esse compor-
tamento se reflete no aumento da magnitude dos vetores tangentes e, consequentemente, dos
coeficientes E' e GG, resultando em valores mais elevados para a quantidade v EG — F2.

Por outro lado, ao nos aproximarmos de regides mais centrais ou menos inclinadas,
observa-se uma atenuacdo da distor¢do métrica: os vetores tangentes diminuem de magnitude e

tendem a ortogonalidade (com F' se aproximando de zero), o que implica uma reducao da drea


https://www.geogebra.org/m/wfcz6unb
https://www.geogebra.org/m/wfcz6unb
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do paralelogramo tangente.

Além da variacdo do elemento de drea, a constru¢do computacional permite observar
o comportamento dindmico da prépria Primeira Forma Fundamental, expressa pela forma

quadratica
I = Edu® + 2F dudv + G dv*.

Essa expressdo, calculada em tempo real a partir dos coeficientes obtidos, fornece o
quadrado do elemento de arco infinitesimal. A varia¢do continua desse valor destaca como a
métrica se adapta a geometria da superficie, assumindo valores mais elevados nas regides onde a

malha se encontra mais “esticada” e menores onde a distor¢cdo métrica € reduzida.

A partir dessa andlise, percebe-se que a Primeira Forma Fundamental estd diretamente
relacionada a estrutura métrica da superficie, isto €, a forma como comprimentos, angulos e

areas sao medidos localmente, independentemente de como a superficie estd imersa no espago.

Essa interpretacdo permite compreender que superficies geometricamente distintas po-
dem, ainda assim, compartilhar a mesma estrutura métrica. Se considerarmos, por exemplo, um
plano e um cilindro, uma folha de papel plana pode ser enrolada formando um cilindro sem que

ocorram alongamentos ou compressdes na superficie.

Figura 20 — Transformacao continua de uma superficie plana em um cilindro preservando
a estrutura métrica.
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F=¢, 0, =0

= qu,.. r_-;,_. = 1

JEG—F =1

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv® _ g o5m

(a) Superficie plana.
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B=3
H.b.'l

u‘-=-ﬂ-4
@, ={(-0.5048, 0, 0.8632)
¢, =(0.1,0)
E=d,.d, =1
F=6,.0, =0
G=§'.¢: =l
VEG-Fi =1
I'= Edu® + 2Fdudv + Gdv®_ 2501

(b) Inicio da transformacao da superficie.

Figura 20 — Continuacao.

a= 18y
-
uH 41
W =04
-

dy = {0, 1,0)

E‘::q}_r_ﬂ =1
F=dydy, =0
G=dp., =1

VEG—F2 =1

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv* _ 250

(c) Superficies parcialmente enroladas.
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i, =(0.378, 0, -0.9258)

e =(0.1,0)

E:qrﬂ"l.j_:: _1
F =6, =0

ﬁ"'r"d-r G:(,f_:..{:?: =

VEG—-F2 =1

[ = Edu® 4 2Fdudv + Gdv* . 2501

(d) Configuracio final correspondente ao cilindro.

Fonte: Elaboragdo prépria. Construcdo interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
fwrmagke>.

Em contrapartida, superficies como a esfera ndo podem ser criadas a partir de um plano
sem causar deformagdes métricas. Essa impossibilidade explicita que a geometria intrinseca da

esfera €, de fato, distinta.

Dessa forma, a Primeira Forma Fundamental descreve completamente a geometria
métrica da superficie, permitindo analisar propriedades como comprimento, angulo e area de

maneira intrinseca.

3.1.4 Aplica¢do normal de Gauss

Associado ao vetor normal unitdrio definido anteriormente, pode-se considerar uma
aplicac@o que relaciona cada ponto da superficie ao vetor normal correspondente. Essa aplicagdo

€ conhecida como Aplicagdo Normal de Gauss.

Considere uma superficie parametrizada regular

¢:DCR* =R}

e seja
P = d)(u? U)

um ponto da superficie. O vetor normal unitdrio N (u, v), definido anteriormente a partir dos
vetores tangentes de parametrizacdo, determina uma aplicagdo que associa a cada ponto da

superficie a dire¢do normal correspondente.

Define-se entdo a Aplicagdo Normal de Gauss como a fungdo


https://www.geogebra.org/m/fwrmagkc
https://www.geogebra.org/m/fwrmagkc
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N:S —§?
tal que N(P) = N(u,v), onde S? representa uma esfera unitdria em R3.

Geometricamente, essa aplicagdo associa cada ponto da superficie um ponto da esfera
unitdria que representa a direcao do vetor normal naquele ponto. Dessa forma, a variacao da

orientacdo da superficie pode ser analisada por meio do comportamento dessa aplicagdo.

O estudo da aplicacdo de Gauss desempenha papel central na geometria diferencial
das superficies, pois sua variacdo estd diretamente relacionada as propriedades de curvatura da

superficie.

A interpretacdo geométrica da aplicacdo de Gauss pode ser aprofundada ao se considerar
nao apenas um ponto fixo da superficie, mas a variagdo continua do vetor normal ao longo de

diferentes regioes.

Essa abordagem permite compreender como a orientacdo local da superficie se traduz em
uma distribui¢do de direcdes na esfera unitdria, destacando a relacdo entre a geometria intrinseca
da superficie e sua representacdo por meio do campo normal. Representagdes visuais tornam-se,

portanto, particularmente uteis para explicitar essa correspondéncia, como ilustrado a seguir.

Figura 21 — Representacao da aplicacao de Gauss associando a cada ponto P da superficie
parametrizada o vetor normal unitario N(P). A extremidade desse vetor,
considerada na esfera unitaria centrada na origem O, determina o ponto (),
ilustrando a aplicacdo NV : S — S2.

) - X Q
—0 , ty T (gaeg

(a) Posi¢do do ponto P na superficie e o vetor normal unitdrio NV (P), cuja extremidade determina o ponto
() na esfera unitaria.

(b) Nova posic¢ao do ponto P na superficie, apresentando a variagio da dire¢do do vetor normal N (P) e a
correspondente imagem () na esfera unitaria.
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(c) Outra posi¢@o do ponto P na superficie, mostrando a mudanca da orientagdo local da superficie e o
deslocamento do ponto () na esfera.

(d) Posicao adicional do ponto P na superficie, ilustrando novamente a correspondéncia entre o vetor
normal N (P) e o ponto () na esfera unitaria.

Fonte: Elaboracdo prépria. Construg¢do interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
udwvmtqw>.

3.1.5 Segunda forma fundamental

A Primeira Forma Fundamental permite descrever métricas da superficie, como compri-
mentos e angulos, diretamente sobre a propria superficie. Entretanto, ela ndo fornece informacdes

sobre como a superficie estd curvada no espaco tridimensional.

Para analisar essa curvatura, introduz-se a Segunda Forma Fundamental, que descreve a
variacdo da orientacdo da superficie no espago. Essa forma estd associada ao comportamento do

vetor normal unitario definido anteriormente.

Considere novamente uma superficie parametrizada regular ¢ : D C R? — R3 e um
ponto da superficie dado por P = ¢(u,v). Seja N(u,v) também o vetor normal unitdrio a
superficie nesse ponto. A Segunda Forma Fundamental € definida a partir das segundas derivadas

da parametrizagdo projetadas na dire¢cao do vetor normal.

Definem-se entdo os coeficientes
e(u,v) = (pyu(u,v), N(u,v)),

f(uv U) = <¢uv(u7 U)? N(“? U)>7
(Poo(u,v), N(u,v)),

onde (-, -) denota o produto interno usual em RR3,

g(u,v)

Esses coeficientes podem ser organizados na matriz

e f
I g

denominada matriz da Segunda Forma Fundamental na base coordenada formada pelos vetores

Y

tangentes ¢, € ¢,. Essa matriz retine as componentes normais das derivadas de segunda ordem


https://www.geogebra.org/m/u3wvmtqw
https://www.geogebra.org/m/u3wvmtqw
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da parametrizacdo, permitindo descrever como a superficie se curva em relagio ao vetor normal

escolhido.

Assim, se uma direcdo tangente a superficie € escrita como
w = du ¢, + dv ¢y,

entdo a Segunda Forma Fundamental avaliada nessa dire¢do é dada por

11w, w) = (du o) (; ;) (f;;) |

Ao desenvolver essa expressao matricial, obtém-se
II(w,w) = edu® + 2f dudv + g dv*.
Portanto, a Segunda Forma Fundamental pode ser expressa por

II = edu® + 2f dudv + g dv®.

Geometricamente, a Segunda Forma Fundamental mede como a superficie se curva no
espaco em relacdo a direcdo normal. Assim, quando /7 € avaliada em uma dire¢do tangente
especifica, o resultado //(w,w) é um nimero real que indica a contribui¢do da curvatura
normal naquela dire¢do. Esse valor pode ser positivo, negativo ou nulo, dependendo da direcao

considerada e da orientagcdo escolhida para o vetor normal.

Para ilustrar o significado geométrico da Segunda Forma Fundamental, considere o

caso de plano no espaco tridimensional. Uma parametrizacdo possivel para o plano é dada por
U(u,v) = (u,v,0).

Nesse caso, os vetores tangentes a superficie sdo ¥, (u,v) = (1,0,0) e ¢, (u,v) =
(0,1,0). O vetor normal unitario a superficie € constante e pode ser escolhido como N (u,v) =

(0,0,1). Observa-se que, para essa parametrizacdo, as segundas derivadas sdo nulas:
Yuu(u,v) = (0,0,0),

(I (ua U) = (0,0, 0)

Yoo (u,v) = (0,0,0).
Consequentemente, os coeficientes da Segunda Forma Fundamental sdo:
€= <¢u,u7N> = 07

f:<wu,vaN>:O
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g:<¢v,v7N>:O'

Assim, a segunda forma fundamental do plano € identicamente nula, /7 = 0. Ou seja,
isso reflete o fato de que o plano ndo apresenta curvatura no espago tridimensional. Ao deslocar-
se sobre o plano, a direcdo do vetor normal permanece constante, indicando que a superficie ndo

dobra em nenhuma direcao.

Embora tenhamos considerado a parametrizagdo especifica ¢ (u, v) = (u,v,0), o resul-
tado obtido € vélido para qualquer plano no espaco tridimensional. Isso ocorre porque diferentes
planos podem ser obtidos por translacdes e rotacdes rigidas no espaco, transformagdes que

preservam as propriedades geométricas da superficie.

Figura 22 — Vetor normal em diferentes pontos do plano parametrizado por ¢ (u,v) =
(u,v,0). Observa-se que o vetor normal mantém a direcio em todos os pontos
da superficie, mostrando que a Segunda Forma Fundamental do plano é
identicamente nula.

Wi

g, ) &= iy, 00
Vi

e, (5] " Pelt

Fonte: Elaboracio prépria.

Ja vimos anteriormente que o plano e o cilindro possuem a mesma geometria intrinseca,
ou seja, por mais que curvemos o plano até se transformar em um cilindro sem deformacgdes

métricas, a Primeira Forma Fundamental € preservada.

Agora vamos analisar o comportamento da Segunda Forma Fundamental retomando o
exemplo da constru¢do dinamica que apresentamos na subsecio 4.4. Na construcdo representada

nas imagens a seguir, temos a inclusao do vetor normal unitario /N no ponto P.
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Figura 23 — Comparacao da Segunda Forma Fundamental entre o plano e o cilindro.

a.=ﬁ2?j §.=‘D
g .

W 04 i

- -
@, =(1,0,0) &, =(0.8855, 0, -0 4646)
@, =(0,1.0) @, =(0,1,0)
N =10.01) N = (04646, 0, 0 8855)
Bue =10.0,0) &, = (04645, 0, 0 BBS5)
By =(0.0,0) o, =(0,0,0)
lﬂ':v =(0, 0, 0) ¢,~:E ={0,0,0)
e=:,b;u.ﬁ'={l r:_—.:qb;u._{fz 1
f=d,.,.N=0 fad M=
9=¢,. N=10 o
11 = edu? 4 2fdudv +gdv® = 0 IT = edu? + 2fdudv +gdv® =025

(a) Superficie plana (/1 = 0).
(b) Superficie cilindrica (1 # 0).

Fonte: Elaboracio prépria.

Perceba a orientacdo do vetor normal unitdrio N no ponto P na Figura 23-(a), quando a
superficie se encontra plana, e na Figura 23-(b), quando h4 a curvatura até transformar-se em
cilindro. E importante ressaltar que as coordenadas do ponto P no dominio paramétrico (uo, vo)
permanecem fixas, alterando-se apenas a posi¢do no espago R3, e ndo sua posi¢io intrinseca
na superficie. Nota-se que, no primeiro momento, a segunda forma fundamental € nula, mas,
quando curvamos a superficie, ela sofre alteracdo e resulta em /7 = 0.25. Isso ocorre pois o
cilindro apresenta curvatura no espago, e a segunda forma fundamental identifica a maneira
como essa superficie se curva no ponto P.

Observe, na figura abaixo, a superficie parcialmente curvada com o ponto P assumindo
diferentes posicoes.
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Figura 24 — Variacao local da Segunda Forma Fundamental na superficie.

a=308 22105
=17 ’ s
. S

&, =(1.0.0) #, =(-08578, 0, 02875)
@, =(0,1,0) &, =(0.1.0)
N=1001) A = (-02875,0,-09578)
@, = (0,0,0) @, = (-0.2875, 0, -0.9578)
e =1(0.0,0) Gy =10,0,0)
dow =(0, 0, D) Do =(0, 0, 0)
e=¢,,.N=0 e=¢u - V=1
f=dup.N=0 I=¢,,.N=0
§=Gu . N=10 g=d,.N=10
Il = edu® + 2fdudv 4 gdv® =0 Il = edu® 4 2fdudv + gdv® =025

(a) Regido plana (11 = 0).
(b) Regido curva (I1 # 0).

Fonte: Elaboracdo propria. Construgcdo interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
zsn2endg>.

Note que, embora se trate da mesma superficie global, os valores da Segunda Forma
Fundamental se alteram. Isso permite compreender o carater estritamente local dessa métrica:
como a Segunda Forma Fundamental afere a curvatura da superficie no espaco tridimensional na
vizinhang¢a imediata do ponto em questo, regides planas apresentam resultados nulos, enquanto

regides encurvadas refletirdo o encurvamento espacial local da superficie..

Dessa forma, ficam definidos os elementos centrais para a descricao da geometria local
de superficies parametrizadas, a saber: os vetores e o plano tangentes, o vetor normal unitdrio e
as formas fundamentais. Tais componentes sdo a base para o desenvolvimento do estudo das

propriedades de curvatura das superficies nas préximas subsecoes.


https://www.geogebra.org/m/zsn2endg
https://www.geogebra.org/m/zsn2endg
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3.1.6 Curvaturas e direcdes principais

A Segunda Forma Fundamental permite analisar como a superficie se curva no espago
tridimensional. Diferentemente da Primeira forma fundamental, que descreve propriedades
métricas internas, a Segunda Forma Fundamental estd relacionada a variacao da dire¢ao do vetor

normal unitério.

Para quantificar essa curvatura considera-se uma direcdo tangente a superficie. Seja
¢ : D C R* — R? uma parametrizagiio regular e P = ¢(u,v) um ponto da superficie.
Seja w um vetor tangente ndo nulo no plano tangente 7p.S, que pode ser escrito como w =
ay(u,v) + b, (u, v).

A curvatura normal da superficie na direcao de w € definida por

Fen(w) = —Ili(;”’;"))

Essa quantidade mede a curvatura da superficie na direcdo especificada pelo vetor
tangente w. Como diferentes dire¢cdes podem produzir diferentes valores de curvatura, surge

naturalmente a seguinte questio: existem dire¢des nas quais essa curvatura € extrema?

Para responder essa pergunta, considera-se a fungdo que associa a direcao tangente
unitdria ao valor da curvatura normal. Os valores extremos dessa fun¢do sdo chamados de

curvaturas principais no ponto P.

Denotando essas curvaturas por k; e ko, com k; < ko tem-se que:

kq € a curvatura normal minima;

ko € a curvatura normal maxima.

As direcdes tangentes correspondentes a esses valores sdo chamadas de direcdes princi-
pais.

Geometricamente, as direcdes principais indicam como a superficie se curva de forma
mais acentuada no ponto considerado. Essas direcoes desempenham papel fundamental na

descricdo local da geometria da superficie.

Além disso, quando k1 = ks, diz-se que o ponto € umbilico, o que significa que a
curvatura € a mesma em todas as dire¢des tangentes. Um exemplo € a esfera, onde todos os

pontos sdo umbilicos.

Por outro lado, quando k; e ko possuem sinais opostos, a superficie apresenta compor-
tamento tipo sela, como ocorre em regides do toro. Assim, as curvaturas principais e direcdes
principais fornecem uma descri¢do precisa da curvatura local da superficie, permitindo compre-

ender como ela se curva no espaco ao longo de diferentes direcdes.
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3.1.7 Linhas de curvatura

Na subsecio anterior, definimos as direcdes principais como aquelas em que a curvatura
normal da superficie atinge seus valores extremos, maximo e minimo. Com base nesse conceito

pontual, podemos definir uma estrutura global sobre a superficie: as linhas de curvatura.

Uma linha de curvatura € uma curva regular

af(t)

contida em uma superficie, cuja direcao tangente em cada ponto coincide com uma dire¢ao

principal da superficie naquele ponto. Matematicamente, seja

uma curva sobre a superficie. O vetor tangente a essa curva € dado por:
A (t) = ' (), + V' (t)1y.

Para que «(t) seja uma linha de curvatura, o vetor «/(¢) deve ser um vetor préprio da

aplicacao diferencial de Gauss,
dN.

Utilizando a férmula de Rodrigues, isso equivale a afirmar que o vetor normal a superficie ao

longo da curva obedece a relacdo:
N'(t) = —k(t)d(t),

onde k(t) é a curvatura principal na diregdo de o/'(t).

A partir da féormula de Rodrigues,
N'(t) = —k(t)d/(t),

podemos obter uma expressdo explicita para k(t). De fato, tomando o produto interno com «/(t)
em ambos os lados da equacgdo, obtemos:

N'(t) - /(1)

a/(t) - o/ (t)

Essa expressao fornece uma forma direta de calcular a curvatura normal ao longo da
curva, mostrando que ela depende da variagdo do vetor normal na direcdo considerada. A
seguir, apresentamos uma constru¢ao que ilustra esse comportamento em diferentes regides da

superficie.
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Figura 25 - Ilustraciio da curvatura normal ao longo de uma curva «(t) sobre a superficie,
mostrando a relacéo entre a variacio do vetor normal e o valor de k(t).

all)

a=248 a=28

..
Uy =18 g =44
* s
@& (t) ={1,0,0) a'lt) = (00292, 0, 0.9996)
N =1{0.0,1) N = (-0.9996, 0, -0.0292)
N'{t) =(0,0,0) V'(t) = (00292, 0, -0.9996)

N, @' (1)

. Nty a@'(t
a'(t). a'(t) ki(t) = — L)

a'(t). &' (t)

kit) = — 1

(a) Regido plana da superficie: o vetor normal permanece constante ao longo da curva, implicando e,
consequentemente, curvatura normal nula, k(¢) = 0.

(b) Regido curva da superficie: o vetor normal varia ao longo da curva, resultando em N'(¢) # 0 e em
curvatura normal ndo nula, k(t) # 0.

Fonte: Elabora¢do prépria. Construcdo interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
k8thbk3b>.

Uma forma pratica de encontrar as linhas de curvatura € através da equacao diferencial
que as define. Utilizando os coeficientes da Primeira Forma Fundamental (£, F, G) e da Segunda
Forma Fundamental (e, f, ¢), uma direcéo dada por (du, dv) é principal se, e somente se, satisfaz
a seguinte equacdo diferencial:

(Fg — Gf)du* + (Eg — Ge)dudv + (Ef — Fe)dv? =0

As solucdes dessa equacao fornecem duas familias de curvas ortogonais sobre a superficie
(exceto nos pontos umbilicos, onde as dire¢des principais ndo sdo distintas).

Um resultado fundamental na geometria diferencial de superficies € que, se as curvas
coordenadas de uma parametrizacdo coincidem com as linhas de curvatura, entdo a rede pa-
ramétrica é ortogonal. Nesse caso, os coeficientes mistos das formas fundamentais anulam-se

identicamente, ou seja: F'=0¢e f = 0.


https://www.geogebra.org/m/k8fhbk3b
https://www.geogebra.org/m/k8fhbk3b
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Essa propriedade simplifica o estudo analitico da superficie. As familias de curvas
principais ja foram representadas anteriormente no contexto do toro, indicando como essas
curvas se organizam sobre a superficie e se relacionam com as dire¢cdes principais em cada ponto.
Em situagdes como essa, a rede de curvas coordenadas coincide com as linhas de curvatura,
implicando a ortogonalidade da parametrizacio e a anula¢io dos coeficientes mistos das formas

fundamentais.

Outro exemplo em que essa estrutura se manifesta € o cilindro circular reto. Considerando
sua parametrizacdo usual, as curvas obtidas pela fixagdo de cada um dos pardmetros corres-
pondem as circunferéncias horizontais e as retas geratrizes da superficie. Essas duas familias
constituem linhas de curvatura, evidenciando novamente que a rede paramétrica € ortogonal e

estd alinhada com as dire¢Oes principais.

Figura 26 — Linhas de curvatura no cilindro circular reto. As curvas definidas pela fixacao
dos parametros na parametrizaciio ¢(u,v) = (cosu,sin u, v) geram duas fami-
lias de curvas sobre a superficie, correspondentes as circunferéncias horizontais
e as retas geratrizes. Essas familias coincidem com as direcoes principais e for-
mam uma rede ortogonal, caracterizada pela anulacio dos coeficientes mistos
das formas fundamentais, isto é, F' =0 e f = 0.

N IR . ——

v
'
fat- - 4+
P
I

\
\

1

u

R LT

(a) Curvas u = t, correspondentes as circunferéncias horizontais, e curvas v = t, correspondentes as
retas geratrizes do cilindro, formando duas familias ortogonais que constituem as linhas de curvatura da
superficie.

(b) Mesma configuracdo representada com a inclusao dos eixos coordenados do espago tridimensional,
destacando a imersdo da superficie no R? e a orienta¢io geométrica das familias de curvas.

Fonte: Elaboracio prépria.

Dessa forma, os conceitos apresentados nesta se¢do estabelecem os instrumentos neces-
sarios para a andlise local de superficies parametrizadas. As formas fundamentais, as curvaturas
principais e as linhas de curvatura permitem descrever tanto a estrutura métrica quanto o com-

portamento da curvatura de uma superficie no espago.

A partir dessa base, passamos ao estudo das superficies de Dupin, nas quais as linhas de

curvatura assumem papel central para a compreensao de sua estrutura geométrica.
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3.2 Superficies de Dupin

No decorrer da sec¢do anterior, foram estabelecidos os fundamentos da Geometria Dife-
rencial local das superficies, com destaque para as formas fundamentais, as curvaturas principais
e a defini¢do das linhas de curvatura. A partir desses conceitos estruturais, torna-se possivel in-

vestigar classes especificas de superficies que apresentam comportamentos geométricos notaveis.

Neste trabalho, destacamos as superficies de Dupin, caracterizadas por um comporta-
mento particular das curvaturas principais ao longo das linhas de curvatura. O estudo dessa classe
de superficies estabelece base para a andlise das ciclides, que serdo exploradas nas subsecdes

seguintes.

3.2.1 Defini¢do de superficie de Dupin

Uma superficie regular S é denominada Superficie de Dupin se possui suas linhas
de curvatura bem definidas e satisfaz uma propriedade central: cada uma de suas curvaturas

principais permanece constante ao longo de sua respectiva linha de curvatura.

Em termos formais, se & e & denotam as linhas de curvatura da superficie, entdo a
curvatura principal £ permanece constante ao longo da linha associada a &;, € 0 mesmo ocorre

com ks, ao longo de sua respectiva linha.

Uma consequéncia geométrica direta e fundamental dessa defini¢do é a forma equivalente
desse conceito. Em uma superficie de Dupin, as linhas de curvatura estdo sempre contidas em
esferas ou planos. Na pratica, isso implica que tais linhas s@o arcos de circulos ou segmentos de

retas, caracteristica que fundamentara as construcdes geométricas abordadas neste trabalho.

Essa caracterizacdo dialoga diretamente com a formulagdo apresentada por Dupin em
Applications de géométrie et de méchanique. Ao introduzir as superficies que denomina ciclides,
Dupin afirma a existéncia de uma familia de superficies cuja propriedade caracteristica é possuir

apenas circulos como linhas de maior e de menor curvatura (DUPIN, 1822, p. 200-201).

Desse modo, ainda que a definicdo moderna de superficie de Dupin seja formulada em
termos da constancia das curvaturas principais ao longo de suas respectivas linhas de curvatura,
o texto original de Dupin evidencia a importancia geométrica dessas linhas e antecipa a relacdo

entre tais superficies e familias de circunferéncias ou retas.

Para consolidar o entendimento dessa defini¢cdo, € util observar casos elementares que

satisfazem plenamente a condi¢@o de Dupin:

Plano: Sendo uma superficie plana, suas curvaturas principais sao nulas em qualquer
ponto e em qualquer direcdo (k1 = ko = 0), o que satisfaz trivialmente a condicio de constancia

ao longo das linhas de curvatura.
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Figura 27 — Direcdes principais em uma superficie plana. As curvas & e & sao retas orto-
gonais, e o vetor normal permanece constante ao longo de ambas, implicando
]{31 == kg - O.

Fonte: Elaboracao prépria.

Esfera: Em uma esfera de raio r, todos os pontos sdo umbilicos e a curvatura é a mesma

em todas as direcdes. Portanto,

1
1{71:]{?2:—.

T
Assim, as curvaturas principais permanecem constantes em qualquer direcao, satisfazendo a

condi¢@o de Dupin.

Figura 28 — Direcées principais em uma esfera de raio » = 3. As curvas &; e &, correspon-
dem a circunferéncias maximas, e o vetor normal varia uniformemente em
todas as direcoes, caracterizando um ponto umbilico, com %k, = ky = %

Fonte: Elaboracio prépria.

Cilindro circular reto: No cilindro de raio r, identificam-se duas direcdes principais

distintas. Ao longo das geratrizes, a superficie ndo apresenta curvatura, logo k; = 0. J4 ao longo
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das circunferéncias transversais, tem-se

1
kg = —.
r
Em ambos os casos, as curvaturas permanecem constantes ao longo de suas respectivas linhas,

caracterizando o cilindro circular reto como uma superficie de Dupin.

Figura 29 — Direc6es principais em um cilindro circular reto de raio r = 1. A curva ; cor-
responde as geratrizes, com curvatura nula (k; = 0), enquanto &, corresponde
as circunferéncias transversais, com curvatura constante (k, = 1).

Fonte: Elaboracio prépria.

Embora a definicdo se aplique a essas superficies triviais, € importante estabelecer a
distin¢do entre a classe geral e os casos de maior complexidade. A nomenclatura “Superficies
de Dupin” designa uma ampla familia geométrica, que inclui, além dos casos apresentados,

superficies como o cone, o toro e as ciclides.

3.2.2  Superficies de canal

Na Geometria Diferencial, chama-se superficie de canal uma superficie obtida como
o envelope de uma familia de esferas cujos centros percorrem uma curva regular, denominada

curva diretriz da superficie.

Geometricamente, pode-se interpretar uma superficie de canal como uma superficie
gerada por uma esfera que se desloca ao longo de uma curva, variando ou ndo seu raio ao longo

desse movimento.

Essa caracterizacdo permite compreender as superficies de canal como uma classe
geométrica bastante flexivel, na qual diferentes escolhas da curva diretriz e da variagdo do
raio da esfera geradora conduzem a formas distintas. Em particular, quando o raio se mantém

constante, obtém-se superficies associadas a deslocamentos rigidos da esfera ao longo da curva.
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Por outro lado, variacdes no raio introduzem modificacdes mais sutis na geometria da superficie,
ampliando o conjunto de configuracdes possiveis. Essa perspectiva aponta que as superficies de
canal constituem um modelo unificado para a constru¢do de diversas superficies cldssicas na

Geometria Diferencial.

Como primeiro exemplo de superficie de canal, considera-se o cilindro circular reto.
Nesse caso, a curva diretriz € uma reta e a familia de esferas possui raio constante. Na constru¢do
apresentada, utiliza-se um trecho parametrizado dessa reta, ao longo do qual os centros das

esferas se deslocam.

A medida que esses centros percorrem essa trajetoria, o envelope formado corresponde a
um cilindro. Essa constru¢do demonstra que o cilindro pode ser interpretado como uma superficie
gerada pelo movimento de uma esfera de raio fixo ao longo de uma trajetdria retilinea, mantendo

a tangéncia com o envelope em cada posi¢ao.

A variacdo do parametro permite observar dinamicamente a formacgao da superficie,

destacando o processo continuo pelo qual o envelope € construido a partir da familia de esferas.

Figura 30 — Formacio do cilindro circular reto como envelope de uma familia de esferas de
raio constante cujos centros percorrem um trecho de reta. As subfiguras (a)—(d)
ilustram diferentes estagios da construcio, ilustrando o processo continuo de
geracao da superficie de canal.

n
=
o

(a) Configuracdo inicial: posicionamento da familia de esferas ao longo de um trecho da reta, sem formacdo
do envelope.
(b) Inicio da formagdo: o envelope comega a se delinear & medida que o pardmetro varia.
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Figura 30 — Continuacao.

(c) Estédgio intermedidrio: o envelope torna-se mais evidente, acompanhando o deslocamento dos centros
das esferas.
(d) Configuracio final: formacgdo completa do envelope, correspondente ao cilindro circular reto.

Fonte: Elaboracdo propria. Construgdo interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
d3ydnh6e>.

Como outro exemplo de superficie de canal, considera-se o tronco de cone, obtido como
envoltéria de uma familia de esferas cujos centros percorrem um segmento de reta e cujos
raios variam ao longo dessa trajetdria. A construcio revela como a variagdo do raio influencia

diretamente na forma da superficie gerada.

Figura 31 — Formacao de um tronco de cone como envoltoria de uma familia de esferas
cujos centros percorrem um segmento de reta, com variacio do raio ao longo
da trajetoria.

(a) Configuracdo inicial: posicionamento das esferas ao longo do segmento, sem formacdo visivel da
superficie.
(b) Estdgio inicial: inicio da formacdo da envoltdria a partir das esferas.


https://www.geogebra.org/m/d3ydnh6e
https://www.geogebra.org/m/d3ydnh6e
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Figura 31 — Continuacao.

(c) Estagio intermedidrio: a envoltdria torna-se mais evidente, acompanhando o deslocamento dos centros
das esferas.
(d) Configuracao final: formagdo completa do envelope, correspondente a um tronco de cone.

Fonte: Elaborag@o propria. A visualizacdo dindmica da constru¢do, com variagdo de parimetro, estd
disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/jgmgk6cv>.

Considerando agora uma curva diretriz circular e raio constante, obtém-se uma superficie
de canal correspondente a um toro. Nesse caso, as esferas mantém raio fixo enquanto seus centros

percorrem uma circunferéncia, gerando uma superficie fechada.

A construgdo evidencia como a geometria da curva diretriz, aliada a constancia do raio,

determina diretamente a forma da superficie obtida.

Figura 32 — Formacao de um toro como envoltéria de uma familia de esferas de raio
constante, cujos centros percorrem uma circunferéncia.

(a) Configuracao inicial: esferas posicionadas ao longo da curva circular, ainda sem defini¢ao clara da
envoltoria.
(b) Estagio inicial: inicio da formacao da envoltdria a partir das esferas ao longo da circunferéncia.


https://www.geogebra.org/m/jgmgk6cv
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Figura 32 — Continuacao.

(c) Estagio intermedidrio: a envoltdria torna-se mais visivel a medida que os centros percorrem a curva
circular.
(d) Configuragao final: formacao completa da envoltéria, correspondendo a um toro.

Fonte: Elaboracio propria. A visualizagdo dindmica da construg¢do, com variacdo de parimetro, esta
disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/pfkqbw{z>.

Os exemplos apresentados mostram como diferentes escolhas da curva diretriz e da
variagdo do raio conduzem a distintas superficies de canal, permitindo compreender de forma

unificada a geometria dessas construgoes.

3.2.3 Interpretacdo geométrica de Maxwell

Em 1868, o fisico e matematico escocés James Clerk Maxwell* publicou o artigo On
the Cyclide® no periédico The Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics. Embora
seja amplamente reconhecido por suas contribui¢des a fisica, Maxwell também demonstrava
profundo interesse pela geometria pura, especialmente no estudo de curvas e transformacoes
geométricas. Nesse trabalho, ele revisitou superficies estudadas por Dupin anos antes, aplicando
o método da inversdo geométrica. Com isso, estabeleceu uma base estrutural rigorosa para a

construcdo dessas superficies.

4 James Clerk Maxwell (1831-1879) é amplamente reconhecido por unificar os fendmenos elétricos e magnéticos.

Contudo, sua contribuicio a geometria também ¢ significativa: desde a juventude, investigou métodos de tracado
de curvas ovais e problemas de geometria optica. Seu artigo de 1868 constitui um marco ao empregar a inversao
geométrica para simplificar e reinterpretar as propriedades das superficies de canal, estabelecendo uma conexao
entre o rigor analitico e os processos de constru¢do geométrica associados as ciclides.

> MAXWELL, J. C. On the Cyclide. In: The Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics, v. IX, Lon-
don: Longmans, Green and Co., 1868, p. 111-126. Disponivel em: <https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=ucl.
$b417531&seq=10>. Acesso em: 27 abr. 2026.


https://www.geogebra.org/m/pfkqbwfz
https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=uc1.$b417531&seq=10
https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=uc1.$b417531&seq=10
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Figura 33 — Recorte do sumério do periédico The Quarterly Journal of Pure and Applied
Mathematics (1868), destacando o artigo On the Cyclide, de J. C. Maxwell.
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Fonte: HathiTrust Digital Library. Disponivel em: <https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=ucl.$b417531&
seq=10>.

A base estrutural rigorosa estabelecida por Maxwell manifesta-se, sobretudo, no trata-
mento dado as superficies de canal. Embora estas sejam caracterizadas, de forma geral, como
envoltorias de familias de esferas, fazia-se necessdrio determinar quais condi¢des geométricas
especificas relacionam os centros dessas esferas aos seus respectivos raios. E para responder a

essa necessidade que emerge a propriedade introduzida por Maxwell (1868).

Em sua esséncia, a propriedade de Maxwell estabelece uma restri¢ao precisa: a constancia
da soma ou da diferenca entre o raio da esfera geradora e a distancia do seu centro a pontos fixos
predeterminados, denominados focos. Essa relagdao de dependéncia impde um comportamento
geométrico rigido a familia de esferas, eliminando a arbitrariedade na formacao da superficie

envoltoria.

Geometricamente, tal condi¢do implica que os centros das esferas devem pertencer a
uma cOnica, como, por exemplo, uma elipse. Dessa forma, o raio da esfera deixa de ser uma
varidvel independente e passa a ajustar-se de acordo com a posicdo do centro sobre a curva,

mantendo sempre a restricao imposta pela propriedade de Maxwell em relag@o aos focos.

A interpretacdo dessa propriedade torna-se particularmente clara por meio de construg¢des
dinamicas: a medida que o centro da esfera percorre a curva diretriz, isto €, a cOnica, o raio se
altera continuamente para preservar a relacao focal. Assim, evidencia-se que a familia de esferas

¢ inteiramente determinada por uma condi¢ao geométrica bem definida.


https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=uc1.$b417531&seq=10
https://babel.hathitrust.org/cgi/pt?id=uc1.$b417531&seq=10
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Neste trabalho, privilegia-se o cendrio em que os centros das esferas descrevem uma
elipse. Essa escolha permite uma interpretacdo geométrica mais direta e adequada as modelagens
visuais e dindmicas que serdo apresentadas. Outros cendrios, COmo 0 caso em que 0S centros
descrevem uma hipérbole, conduzem a geometrias com caracteristicas distintas € nao serao

explorados nesta andlise.

Essa estrutura pode ser interpretada de forma mais intuitiva por meio de construcdes
dindmicas, nas quais o raio da esfera se ajusta continuamente a medida que seu centro percorre a

curva diretriz,como ilustrado na Figura 34.

Figura 34 — Representacao da propriedade de Maxwell. A figura retine uma visualizacio bi-
dimensional da familia de circunferéncias cujos centros percorrem uma elipse
diretriz, com raio variando em funcao da distancia focal, e uma visualizacao
espacial da familia de esferas correspondente.

ez

(a) Representacao bidimensional da propriedade de Maxwell, destacando uma familia de circunferéncias
cujos centros percorrem uma elipse diretriz, com o raio variando continuamente em fun¢do da distancia
do centro ao foco Fj.

(b) Representacdo espacial da familia de esferas regida pela propriedade de Maxwell: a esquerda, perspec-
tiva obliqua evidenciando o alinhamento dos centros sobre a elipse e as linhas de controle focal no plano
equatorial; a direita, vista superior destacando o volume e a variagdo continua dos raios das esferas ao
longo da trajetdria.

Fonte: Elaboracio prépria.

Essa estrutura delineada por Maxwell conduz de forma natural a construcao de superficies
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muito particulares obtidas como envoltérias de familias de esferas guiadas por conicas. Tais
construgdes estdo diretamente ligadas a esséncia das Ciclides de Dupin, que passam a ser o

objeto central de estudo na secao a seguir.

3.2.4 Ciclides de Dupin

Conforme estabelecido nas subsecOes anteriores, as superficies de Dupin formam uma
classe caracterizada pela constancia de suas curvaturas principais ao longo de suas respectivas
linhas de curvatura. Dentro dessa ampla familia, destaca-se uma subcategoria de particular
interesse, tanto por sua riqueza estrutural quanto por admitir descri¢cdes analiticas explicitas: as

ciclides de Dupin.

Geometricamente, em sua génese apresentada por Charles Pierre Dupin (1822), uma
ciclide pode ser compreendida como a envoltéria de uma familia varidvel de esferas que tangen-
ciam simultaneamente trés esferas fixas. Uma propriedade notdvel que emerge dessa construcdo
classica, sob a dtica da Geometria Diferencial, € que suas linhas de curvatura sdo circulares, sendo

compostas por arcos de circunferéncia ou segmentos de reta em ambas as dire¢des principais.

Até o momento, foram investigados casos elementares e propriedades gerais com o intuito
de consolidar essa defini¢do. Sob essa perspectiva, as ciclides representam um aprofundamento
natural da teoria, constituindo o objeto central que conecta a geometria cldssica a construgdes

espaciais de maior complexidade.

Figura 35 — Representacoes da ciclide de Dupin do tipo anel obtidas por meio da parame-
trizacdo implementada no GeoGebra.

(a) Ciclide de Dupin do tipo anel em configuragdo com abertura interna reduzida.
(b) Ciclide de Dupin do tipo anel em configuracdo com abertura interna ampliada, revelando a influéncia
dos parametros da parametriza¢do sobre a geometria da superficie.

Fonte: Elaboracao prépria.

Essa dupla caracterizagdo, por envoltorias e por linhas de curvatura circulares, fornece
uma primeira interpretacdo geométrica antes da formulacdo algébrica, permitindo interpretar as

ciclides ndo como superficies abstratas e isoladas, mas como superficies relacionadas a objetos
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geométricos ja familiares. O toro, em particular, oferece uma intui¢do geométrica importante
para compreender o comportamento geral dessa classe, podendo ser visto, de forma intuitiva,

como um modelo base cuja forma global se modifica por meio de transformacdes geométricas.

Para avangar na compreensao da estrutura tedrica que fundamenta as ciclides na Geome-
tria Diferencial, € natural introduzir a interpretacdo geométrica por meio da inversao esférica.
Essa abordagem, sistematizada no final do século XIX nos trabalhos de Gaston Darboux®, des-
creve as ciclides como imagens, por inversdo, de superficies mais simples, como o toro e, em

casos particulares ou degenerados, o cilindro circular reto e o cone.

No contexto da geometria, a inversdo esférica é uma transformacio do espago tridimensi-
onal definida em relac@o a uma esfera de centro O e raio R, que associa a cada ponto P, com
P # O, um ponto P’ segundo a rela¢ao

RQ
/
P =0+ HP—OHQ(P 0).

A relevancia dessa transformacgdo decorre de duas propriedades fundamentais: a pre-
servacao dos angulos de interse¢do, caracterizando-a como uma transformacgao conforme, e a
capacidade de transformar esferas e planos em outras esferas ou planos. Quando aplicada a um
toro a partir de um centro de inversiao convenientemente escolhido, essa transformacao altera a
simetria original da superficie, gerando variagcdes na espessura do tubo e assimetrias caracteristi-
cas das ciclides de Dupin, a0 mesmo tempo em que preserva a propriedade fundamental de suas

linhas de curvatura.

Do ponto de vista algébrico, uma ciclide de Dupin pode ser descrita, em termos gerais,

por uma equagao cartesiana implicita da forma

(2 +y*+ 2>+ Av + By + Cz + D)* = R*(2* + y* + 27).

Essa expressdao sublinha o cardter algébrico da ciclide, que se apresenta como uma
superficie de grau quatro. Mais do que uma forma isolada, essa equagao descreve uma familia de
superficies cuja geometria é determinada pelos pardmetros reais A, B, C, D e R. Os coeficientes
lineares A, B e C' estdo associados a deslocamentos e assimetrias na posi¢do da superficie no
espago, enquanto o termo constante d e o parametro R influenciam sua escala e sua conformacio

global.

Gaston Darboux desenvolveu uma ampla sistematizac¢io da teoria das superficies em sua obra Lecons sur la
théorie générale des surfaces, publicada entre 1887 e 1896. Nesse contexto, as ciclides de Dupin aparecem
associadas a teoria das linhas de curvatura, as transformagdes conformes e a interpretagdo das superficies por
meio de inversdes geométricas.
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Uma parametrizacdo frequentemente associada a interpretag@o por inversao esférica, em

funcdo das varidveis u e v, pode ser escrita na forma

(u,0) (A + Bcosv)cosu
x(u,v) =
’ C + Dcosv
(u,0) (A4 Bcosv)sinu
u,v) =
v C + Dcosv
(u, ) Bsinv
2(u,v) = ——nc—.
’ C' + Dcoswv

Observa-se que a estrutura dos numeradores € andloga a parametriza¢do de um toro. A
diferenca essencial reside no denominador C' + D cos v, responsavel por introduzir a transforma-
¢cdo geométrica associada a inversdo esférica. Desse modo, essa formulacao explicita a relacao
entre a ciclide e o toro, oferecendo uma descri¢c@o analitica importante para compreender sua

origem geométrica.

Nesta dissertagdo, essa parametrizagdo € apresentada apenas para ilustrar a relacio entre
as ciclides e a inversdo de superficies mais simples. Para a constru¢do dindmica desenvolvida no
GeoGebra 3D, serd adotada, a seguir, uma formulacdo baseada nas curvas focais da ciclide, na

qual os parametros a, b, ¢ e d terdo significado geométrico especifico.

Embora essa parametrizacdo seja adequada do ponto de vista analitico e ttil para explici-
tar a relacdo entre a ciclide e a inversao de um toro, sua transposi¢ao direta para uma constru¢ao
dindmica no GeoGebra ndo foi a mais conveniente para os objetivos deste trabalho. Ao mani-
pular diretamente os coeficientes A, B, C' e D por meio de controles deslizantes, as alteracdes
produzidas na superficie nem sempre se relacionam de forma imediata com as configuragdes

geométricas que se deseja investigar.

Diante disso, optou-se por adotar, para a constru¢ao dindmica, uma formulagio baseada
nas curvas focais da ciclide. Essa escolha permite relacionar de modo mais direto os parametros
da construcio a elipse focal, a hipérbole focal e as diferentes configuragdes morfoldgicas obtidas
no GeoGebra 3D.

A abordagem por curvas focais aparece nos estudos de James Clerk Maxwell e Arthur
Cayley. Em seu artigo On the Cyclide, publicado em 1868 no Quarterly Journal of Pure and
Applied Mathematics, Maxwell analisou as ciclides por meio de familias de esferas geradoras e
de suas curvas focais diretrizes, relacionando a superficie a uma elipse e a uma hipérbole situadas

em planos ortogonais (Maxwell, 1868).

Poucos anos depois, Cayley aprofundou a descricao algébrica dessas superficies em seu
artigo On the Cyclide, apresentando-as como superficies quarticas e discutindo suas relagoes
com circulos, conicas e familias de esferas (Cayley, 1873). Assim, Maxwell e Cayley fornecem

uma base histdrica e matemdtica importante para a interpretacdo focal das ciclides.



73

Para a implementacdo desenvolvida neste trabalho, foi utilizada a formulacao eliptico-
hiperbdlica apresentada em MathCurve (MathCurve, s.d.), por apresentar diretamente as curvas

focais, a equagao cartesiana e uma parametriza¢ao adequada a construcao dinamica da superficie.

Nessa formulagao, as curvas focais sdo dadas por uma elipse e uma hipérbole situadas

em planos ortogonais:

2 2
Yy
¥+b_2:1’ ZZO,
2 22
e =L ¥=l

Os parametros satisfazem
O0<b<a e A =a® -1V

Portanto,

a? = b2+ &2 e a=Vb%+ 2.

Desse modo, na constru¢do adotada neste trabalho, o parametro a nao € tratado como

livre. Ele é calculado a partir dos parametros b e ¢, preservando a relagdo métrica da elipse focal.

A equacdo cartesiana correspondente a essa formulacio pode ser escrita como
(P +y*+ 22+ — d2)2 =4 ((ax — cd)® + b*y?) .
Equivalentemente,

(P +y*+ 22+ — d2)2 — 4(ax — cd)? — 4b*y* = 0.

Para fins de visualizacdo dindmica, utiliza-se a parametrizacao

d(c — acosucosv) + b? cosu

z(u,v) = ;
@ — CCOSUCOSV
bsinu(a — dcosv)
y(u,v) = @ — CCOSUCOSV
2, v) = bsinv(ccosu — d)

a — CCOSUCOSv

com
0<u,v<2nm.

Essa parametrizacdo permite representar a ciclide no GeoGebra 3D por meio de controles
deslizantes associados aos parametros b, c e d, enquanto a € recalculado automaticamente pela

relagcdo

a=Vb®+ 2.
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Assim, a construcdo dindmica mantém a relacdo com a estrutura focal da ciclide e,
a0 mesmo tempo, permite observar como a variacdo dos parametros interfere na forma da
superficie. A descricao algébrica classica de Maxwell e Cayley fornece o contexto histérico e
matemadtico da abordagem; a formulagdo eliptico-hiperbdlica adotada a partir de MathCurve

fornece a parametrizacao utilizada na modelagem no GeoGebra.

Figura 36 — Relacao geométrica entre os parametros focais da elipse associada a constru-
¢ao da ciclide de Dupin. As imagens destacam os focos /| e F5, o centro O,
os segmentos a, b e ¢, e a relacido pitagéorica > = b? + 2, responsavel pela
compatibilidade focal utilizada na abordagem de Maxwell e Cayley.

a

(a) Configuracdo em que a distancia focal ¢ é reduzida em relagdo ao semieixo maior a, produzindo uma
elipse de menor excentricidade.

(b) Configuracdo em que a distancia focal ¢ ¢ ampliada, aumentando a excentricidade da elipse e alterando
a disposicdo geométrica das esferas geradoras associadas.

Fonte: Elaboracio prépria.

Desse modo, a condicdo

a= Vb + c?

ndo € apenas uma restri¢do algébrica imposta ao software, mas expressa uma relagdo geométrica
da elipse focal. Ao delegar ao GeoGebra o recdlculo automatico de a, torna-se possivel manipular

b, c e d de forma mais controlada, preservando a coeréncia geométrica da construcao.

Antes de concluir esta subsecdo, cabe mencionar que a teoria das ciclides de Dupin
também contempla outros casos além da configuracio eliptico-hiperbdlica adotada neste trabalho.
Em situagdes limites, o sistema de curvas focais pode ser formado por duas parabolas situadas

em planos ortogonais e compartilhando um mesmo foco.

Essa configuracdo da origem a chamada ciclide parabdélica. Diferentemente das ciclides
elipticas, que constituem o foco desta dissertacao, a ciclide parabdlica apresenta uma estrutura

geométrica distinta e pode ser descrita por uma equacao cubica da forma

2(z=B)z—7)+ (=Y + (z—B)a* =0,
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em que [ e y sdo constantes associadas a configuracdo focal considerada.

Do ponto de vista da modelagem, a ciclide parabdlica também pode ser construida em
ambiente de geometria dinAmica e apresenta diferentes configuracdes morfoldgicas, dependendo

da relacdo entre seus parametros. A Figura 37 ilustra algumas dessas possibilidades.



Figura 37 — Diferentes configuracoes da ciclide parabdlica modeladas no GeoGebra.

(c) Configuracdo com lébulo interno ovalado, obtida pela variagao dos pardmetros da construgao.

Fonte: Elaboracio prépria.
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Apesar de sua relevancia matematica, a ciclide parabdlica ndo serd explorada em profun-
didade nesta dissertagdo. Sua meng¢do tem o objetivo de situar esse caso dentro da teoria geral das

ciclides de Dupin e indicar que ele também pode ser tratado por meio de modelagem dinamica.

Neste trabalho, as andlises, as constru¢des no GeoGebra, as atividades propostas € o
produto educacional concentram-se na ciclide eliptico-hiperbélica. Essa delimitacio se justifica
pelo objetivo didético da pesquisa, pois essa configuracdo permite relacionar de modo mais
direto os parametros da construcdo a elipse focal, a hipérbole focal, a distancia focal e as familias
de esferas geradoras. Além disso, sua parametrizag¢do favorece uma exploragdo mais controlada

no GeoGebra 3D, tornando-a adequada ao uso pedagdgico com professores de Matematica.

3.2.5 Curvas focais

Conforme discutido anteriormente, Maxwell propds uma interpretacao geométrica das
ciclides baseada em familias de esferas geradoras controladas por relacdes focais. Posteriormente,
Cayley aprofundou essa abordagem ao relacionar a estrutura geométrica dessas superficies a

curvas especiais associadas a sua construcao algébrica e geométrica.

Essas curvas constituem um elemento importante para a compreensao das ciclides de
Dupin, pois permitem descrever a organizagdo da superficie a partir de diretrizes focais, antes

mesmo de recorrer diretamente a sua equagao implicita.

No caso da ciclide eliptico-hiperbdlica adotada neste trabalho, as curvas focais sdo
formadas por uma elipse e uma hipérbole situadas em planos ortogonais. Essa configuracao
estabelece a estrutura geométrica responsdvel pela formacao da superficie e pelas diferentes

configuracdes morfolégicas que ela pode assumir.

A elipse focal pode ser descrita pela equagao

513'2 y2
2 e

em que a representa o semieixo maior, b representa o semieixo menor € c representa a distancia

do centro da elipse a cada um de seus focos. Esses pardmetros satisfazem a relacao
a’ =b + ¢,

obtida diretamente do Teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo retdngulo formado pelo

semieixo menor, pela distancia focal e pelo semieixo maior da elipse.
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Figura 38 - Elipse focal associada a construcao da ciclide de Dupin. As imagens evidenciam
os focos [ e F, o centro O e os parametros a, b e ¢, que satisfazem a relaciao
a®? = b% + 2. A elipse focal constitui um dos elementos geométricos fundamen-
tais da formulacao eliptico-hiperbélica associada aos estudos de Maxwell e
Cayley.

(a) Elipse focal associada a uma configuracgéo do tipo fuso, destacando os focos da elipse e o tridngulo

relacionado i expressio a® = b% + 2.

(b) Elipse focal associada a uma configuracao do tipo anel, demonstrando a preservacao da estrutura focal
mesmo diante da alteracdo da morfologia da ciclide.

Fonte: Elaboracio prépria.

De modo complementar, considera-se a hipérbole focal situada em um plano ortogonal

ao plano da elipse. Na modelagem adotada, essa hipérbole € descrita pela equagao

x? 22

z gt

Nessa expressdo, 0s parametros b e ¢ sdo 0os mesmos que aparecem na descricio da elipse
focal. O parametro c, que na elipse representa a distancia do centro a cada foco, passa a atuar

como semieixo real da hipérbole. Como
a> =b*+ A,

os focos da hipérbole localizam-se a uma distincia a de seu centro.

Desse modo, a elipse e a hipérbole ndo sdo curvas independentes: ambas estdao vinculadas
pela mesma relagdo métrica entre os parametros a, b e c. Essa compatibilidade entre as cOnicas
focais é fundamental para a formulacao eliptico-hiperbdlica adotada na construcao da ciclide de

Dupin.
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Figura 39 — Hipérbole focal associada a construcao da ciclide de Dupin. A curva utiliza os
parametros b e c da formulacao eliptico-hiperbdlica, e o retangulo auxiliar de
dimensoes 20 e 2¢ auxilia sua construcio geométrica. As imagens ilustram a
preservacio da estrutura focal em diferentes configuracoes morfolégicas da
ciclide.

(a) Hipérbole focal associada a uma configuracdo do tipo fuso, destacando o retadngulo auxiliar de
dimensoes 2b e 2¢ utilizado em sua constru¢do geométrica.

(b) Hipérbole focal associada a uma configuracio do tipo anel, indicando a manuten¢do da estrutura focal
apesar da alteracdo morfolégica da superficie.

Fonte: Elaboracao prépria.

Embora pertencam a planos distintos, a elipse e a hipérbole permanecem conectadas pela
mesma relagdo métrica entre os parametros a, b e c. Quando representadas simultaneamente,
essas curvas revelam a organizacdo espacial subjacente a ciclide: a elipse estd contida em um
plano, enquanto a hipérbole ocupa um plano ortogonal, formando o sistema focal que orienta a

constru¢do da superficie.

Na construcao dinamica utilizada para gerar as imagens, os segmentos indicados nas

figuras correspondem diretamente aos parAimetros empregados nas equacgdes da superficie.’

Desse modo, a forma da ciclide resulta da compatibilidade entre as duas conicas focais e

da organizacdo das familias de esferas geradoras em torno dessas diretrizes.

Na modelagem realizada no GeoGebra, os comprimentos dos segmentos representados por a, b, ¢, 2b e 2¢ foram
definidos com as mesmas medidas dos pardmetros utilizados nas equacdes da ciclide. Assim, as figuras nio tém
apenas funcao ilustrativa, mas expressam a correspondéncia geométrica adotada na constru¢@o dinamica da
superficie.
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Figura 40 — Curvas focais da ciclide de Dupin representadas simultaneamente. A elipse fo-
cal e a hipérbole focal ocupam planos ortogonais e organizam geometricamente
a familia de esferas geradoras responsavel pela formacao da superficie.

(a) Configuracao do tipo anel, destacando a disposi¢do ortogonal entre a elipse focal e a hipérbole focal
no interior da ciclide.

(b) Configuracio do tipo fuso, ilustrando a preservacdo da estrutura focal mesmo sob alteracdo da
morfologia da superficie.

Fonte: Elaboracio prépria.

Sob a perspectiva de Maxwell, as curvas focais podem ser compreendidas como uma
espécie de esqueleto geométrico da superficie. As relacdes métricas estabelecidas entre a elipse
e a hipérbole organizam a construcao da ciclide e condicionam sua forma global. Dessa ma-
neira, modifica¢cdes nos parametros a, b e ¢ produzem alteragdes na geometria da superficie,

influenciando suas diferentes configuragdes morfologicas.

A interpretacdo das ciclides por meio das curvas focais apresenta uma vantagem concei-
tual importante: permite compreender uma superficie de maior complexidade a partir de objetos
classicos da Geometria Analitica, como a elipse e a hipérbole. Essa abordagem estabelece uma
ponte entre os estudos histéricos desenvolvidos por Maxwell e Cayley e as representacdes

dinamicas contemporaneas implementadas em softwares de geometria dinamica.

A partir dessa estrutura focal, torna-se possivel compreender como as variacdes dos para-
metros geométricos interferem na forma da superficie, conduzindo as diferentes classificagdes

morfoldgicas das ciclides de Dupin, que serdo analisadas na subse¢do seguinte.

3.2.6 Classificagdo morfolédgica e exploragdao dinamica

A partir da parametrizacdo adotada neste trabalho, a ciclide de Dupin pode ser analisada
dinamicamente por meio da variacdo dos parametros b, ¢ e d, mantendo-se o parametro a

vinculado a relagdo

a = Vb2 + 2
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Como visto anteriormente, a superficie pode ser descrita pela equacdo cartesiana
2
(ac2 +yt 22— dz) =4 ((aw —cd)® + 62y2) ,
ou, equivalentemente,

(P +y*+ 22+ — d2)2 — 4(az — cd)? — 4b*y* = 0.

Para fins de constru¢do dindmica no GeoGebra 3D, utiliza-se a parametriza¢ao

d(c — acosucosv) + b*cosu

o(u,v) = @ — CCOSUCOSV ’
(4, 0) bsinu(a — dcosv)
u,v) =

Y\ @ — CCOS U COSV

2, v) = bsinv(ccosu — d)‘

a — CCOSUCOSv

Nessa formulagao, os parametros b e ¢ estdo diretamente associados a estrutura focal da
superficie, pois determinam a geometria da elipse e da hipérbole focais. O parametro d, por sua

vez, atua sobre a configuracdo espacial da ciclide, influenciando sua morfologia global.

Como a depende de b e c, a alteracdo desses parametros modifica simultaneamente
a elipse focal, a hipérbole focal e a superficie gerada. Essa dependéncia torna a constru¢ao
dinamica significativa do ponto de vista didatico, pois permite observar, em tempo real, como
mudancas em elementos geométricos fundamentais produzem diferentes configuracdes da ciclide

de Dupin.

Essa integracdo entre parametros, curvas focais e superficie pode ser observada na
construc¢do dindmica desenvolvida no GeoGebra. No painel da Figura 41, os controles deslizantes
permitem modificar os parAmetros b, c e d, enquanto o parametro a € recalculado automaticamente
pela relacdo a = v/b? + ¢%. A mesma construgio apresenta, de forma articulada, as equagdes das

curvas focais, a equacao implicita e a parametrizacdo da superficie.
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Figura 41 - Integracio entre os parametros da parametrizacao, as curvas focais e a super-
ficie gerada.

Parametros Curvas focais
b=6 Hipérbole Elipse
c=282 2 2 2 yz |
Id:3_3 g—b—gzl §-|-E:1
a= Vb feE =6.63 | & _% _ 2 ¥
2.822 62 6.632 2

Equacao implicita da superficie

(2 + i+ 22+ —d)’ =4(a-z—c-d)*+4.b%. 2

(*+ 1y +2*+6%—33)°=4(6.63 - —2.82 - 3.3)°+4.6%.9°

Equacao paramétrica da superficie

dic —acosucosv)+ b?cosu

x(uw,v) = i) 3.3(2.82 — 663cosrucosu) + A cosn
R i 6.63 — 2.82 cosucost
Y= bsinu(a — dcosw) vl ) = Gsinu(6.63 — 3.3cosv)
B COURTEC0R Y "YYT BE3 — 2.82cosucosv
B bsinw(ccosu — d) e 65inv(2.82cosv — 3.3)

0 — CCOSUCosSY 6.65 — 2.82cosucosv

(a) Painel de integracdo entre os pardmetros da parametrizacdo, as curvas focais e as equacgdes associadas
a construgdo da ciclide de Dupin.
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Figura 41 — Continuacao.

(b) Visualizagao tridimensional da ciclide de Dupin com suas curvas focais associadas. A elipse focal e
a hipérbole focal orientam a construgcdo geométrica da superficie e permitem observar a influéncia dos
parametros sobre sua configuragdo espacial.

Fonte: Elaboragdo prépria. Construcdo interativa disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/
a3anahnb>.


https://www.geogebra.org/m/a3anahnb
https://www.geogebra.org/m/a3anahnb
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A partir da parametrizacdo adotada e da manipulaciao dos parametros no GeoGebra 3D,
torna-se possivel observar diferentes configuragdes morfoldgicas da ciclide de Dupin. A variagdo
dos valores de b, ¢ e d, mantendo-se a = v/b2 + ¢2, modifica simultaneamente a estrutura focal
e a forma global da superficie, permitindo acompanhar visualmente as transicdes entre essas

configuracdes.

As denominag¢des adotadas para as configuracdes morfoldgicas das ciclides de Dupin
possuem carater descritivo e diddtico, sendo utilizadas para organizar visualmente as formas
obtidas nas construcdes dindmicas. Neste trabalho, serdo consideradas as seguintes configuragdoes:
ciclide em anel, ciclide em chifre, ciclide em fuso, toro, ciclide em anel critico e ciclide em fuso

interno.
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Ciclide em anel
A ciclide em anel ocorre quando

c<d<a.

Nessa configuracio, a superficie ndo apresenta autointerse¢do e preserva uma abertura
central caracteristica. A condicdo ¢ < d garante que a constru¢ao permaneca fora do regime de
autointersecdo, enquanto a condicio d < a assegura que a abertura central nao se feche. Como
consequéncia, obtém-se uma superficie fechada, semelhante a uma varia¢ao do toro, mas ainda

com topologia de anel.

Na constru¢do dinamica, essa configuracdo pode ser reconhecida pela presenca de uma
regido vazada central e pela auséncia de cruzamentos da superficie sobre si mesma. Embora
alteragdes nos parametros b, c e d modifiquem a espessura visual da superficie, a abertura central

e a distribuicdo espacial da ciclide, a relacao
a = Vb2 + c?
permanece responsdvel por preservar a compatibilidade focal da construgdo.

A Figura 45 apresenta duas configuracdes da ciclide em anel obtidas por diferentes
escolhas dos parametros da constru¢do. Em ambas, verifica-se a condi¢do morfolégica c < d < a,
garantindo a auséncia de autointerse¢do e a manuten¢do da abertura central caracteristica dessa

classificagao.
Figura 42 - Ciclides de Dupin do tipo anel obtidas por diferentes escolhas dos parametros

focais. Embora ambas satisfacam a condicao morfolégica ¢ < d < a, a variacao
dos parametros altera a abertura central e a geometria global da superficie.

(a) Configuragdo de anel associada a uma elipse focal de menor excentricidade.
(b) Configuracdo de anel obtida pelo aumento do semieixo menor b, produzindo uma abertura central
mais extensa e modificando a geometria global da superficie.

Fonte: Elaboracao prépria.

Para explicitar de forma mais direta a relacdo entre os pardmetros da construg¢ao e a

morfologia da ciclide, considera-se também uma representacao auxiliar no plano xy, na qual s@o
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destacadas a elipse focal, os segmentos a, b e ¢, e quatro esferas auxiliares associadas a pontos

especificos da elipse.

Nessa representacdo, os centros das esferas sdo tomados nos pontos de intersecao da
elipse com os eixos coordenados. As duas esferas laterais possuem raio d, a esfera superior
possui raio d + ¢ e a esfera inferior possui raio |d — c|. Essa escolha permite visualizar, de
maneira imediata, como a variacao do parametro d interfere na configuracdo da superficie. No
caso da ciclide em anel, como ¢ < d < a, tem-se |d — ¢| = d — ¢ > 0, de modo que todas as
esferas auxiliares permanecem bem definidas e compativeis com a abertura central observada na

superficie.

Figura 43 — Representacao auxiliar dos parametros da construcao da ciclide em anel no
plano xy. A figura destaca a elipse focal, os segmentos a, b e ¢, bem como as
esferas auxiliares com raios d, d, d + c e |d — ¢|, ilustrando geometricamente a
condicao c < d < a.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Ciclide em corno

A ciclide em corno corresponde ao caso critico em que

d=c.

Nessa configuragdo, a superficie atinge uma situacao limite entre a ciclide em anel e a
ciclide com auto-interse¢do. Geometricamente, a abertura caracteristica do tipo anel se reduz a

um unico ponto de tangéncia, produzindo a singularidade que caracteriza a ciclide em corno.

Essa configuracdo representa, portanto, uma transi¢ao entre os regimes sem auto-interse¢ao

(¢ < d) e com auto-interse¢do (d < ¢). Na construgdo dindmica, essa condi¢do pode ser ob-
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servada quando o controle deslizante associado ao parametro d assume exatamente o valor de

C.

A Figura 44 ilustra duas configuracdes da ciclide em corno obtidas por diferentes escolhas
dos parametros da constru¢cdo. Em ambas, a condicdo d = c € preservada, mantendo a mesma

classificagdo morfoldgica.

Figura 44 — Ciclides de Dupin do tipo corno obtidas na condicao critica d = c¢. Embora
ambas satisfacam a mesma condicao morfoldgica, diferentes escolhas dos pa-
rametros focais produzem geometrias distintas, preservando o ponto singular
caracteristico dessa classificacao.

(a) Configuracdo de corno associada a uma elipse focal de maior semieixo menor b, produzindo uma
abertura singular mais ampla na regido de tangéncia.

(b) Configuragdo de corno obtida pela reducdo do semieixo menor b, resultando em uma superficie mais
compacta, mantendo a condicao critica d = c.

Fonte: Elaboracao prépria.

Para explicitar a relacdo entre a classificacdo morfoldgica e os parametros da construcao,
considera-se agora a disposi¢ao das esferas geradoras no plano da elipse focal. Como nesta
situacdo vale d = c, a relagdo

a=vVb+c?
implica automaticamente que ¢ < a, e portanto d < a. Assim, a ciclide permanece no caso

critico sem ultrapassar a condicdo geométrica que caracteriza o tipo corno.

Na constru¢do adotada, os raios das esferas destacadas podem ser interpretados direta-
mente a partir dos parametros. As duas esferas laterais possuem raio d, a esfera superior possui

raio d 4+ ¢ = 2d, e a esfera inferior possui raio
|d — c| = 0.

Por essa razdo, a esfera inferior degenera em um unico ponto, o que fornece uma interpretacao

geométrica clara para o aparecimento da singularidade da ciclide em corno.

A Figura 45 apresenta essa organiza¢do geométrica, evidenciando simultaneamente os

parametros a, b, ¢ € os raios associados as esferas geradoras relevantes nessa configuracao.
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Figura 45 — Representacao dos parametros geométricos e dos raios das esferas geradoras
na configuracio da ciclide em corno. Como d = c, a esfera superior tem raio
d + ¢ = 2d, as esferas laterais tém raio d e a esfera inferior degenera em um
ponto, pois |d — ¢| = 0.

|d — ¢

Fonte: Elaboragdo prépria.

Ciclide em fuso

A ciclide em fuso ocorre quando

d<ec.

Nessa configuragao, a superficie apresenta autointersecao. Geometricamente, essa condi-
¢do indica que o parametro d ultrapassa o caso critico d = ¢, no qual uma das esferas auxiliares
degenera em um ponto. Ao passar para o regime d < c, a superficie deixa de preservar a abertura

anelar e passa a apresentar uma regiao de cruzamento, caracteristica da morfologia em fuso.

Na constru¢do dindmica, essa classificacdo pode ser reconhecida pela interse¢do da
superficie consigo mesma. A medida que o valor de d diminui em relacio a ¢, a autointerseco
torna-se mais pronunciada, modificando a distribui¢cdo espacial da ciclide. No caso limite em
que d se aproxima de zero, o deslocamento associado a esse parametro diminui, produzindo uma

configuracdo mais simétrica em relacdo a estrutura focal.

A Figura 46 ilustra duas configuracdes da ciclide em fuso obtidas por diferentes escolhas
dos parametros da constru¢do. Em ambas, verifica-se a condi¢cdo morfoldgica d < c, responsével

pela presenga de autointersecao.
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Figura 46 — Ciclides de Dupin do tipo fuso obtidas para valores de d < c. As imagens
ilustram diferentes niveis de autointersecao produzidos pela variacao do para-
metro d, preservando a mesma classificacao morfolégica.

(a) Configuracdo de fuso obtida para um valor de d proximo de ¢, apresentando autointersecdo moderada
e assimetria ainda perceptivel entre as regides da superficie.

(b) Configuracao de fuso obtida para d préximo de zero, mostrando uma distribui¢do mais simétrica da
superficie e autointerse¢do mais pronunciada.

Fonte: Elaboracio prépria.

Para explicitar a relacdo entre essa classificacio e os pardmetros da constru¢@o, considera-
se novamente a representacao auxiliar no plano xy. No caso da ciclide em fuso, como d < ¢, 0

raio associado a esfera auxiliar menor é dado por

d—c|=c—d.

Essa escrita em mddulo é importante na constru¢cdo dindmica, pois impede que o raio
seja tratado como negativo quando o parimetro d se torna menor que c. Assim, a esfera auxiliar
permanece representada no GeoGebra, permitindo visualizar a passagem para o regime de

autointersec¢ao.

Nessa configuracdo, as duas esferas laterais possuem raio d, a esfera maior possui raio
d + c e a esfera menor possui raio |d — c|. A varia¢do desses raios indica, de forma geométrica, a

mudanca da morfologia da ciclide quando se passa do caso critico d = ¢ para o regime d < c.

A Figura 47 apresenta essa organizacdo paramétrica para o caso do fuso, destacando os

segmentos a, b e ¢, bem como os raios das esferas auxiliares.
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Figura 47 — Representacao dos parametros geométricos e dos raios das esferas geradoras
na configuracao da ciclide em fuso. Como d < c, o raio da esfera auxiliar menor
¢ dado por |d — ¢| = ¢ — d, enquanto as demais esferas destacadas possuem
raios d,d e d + c.

(a) Vista auxiliar evidenciando os raios d, d + ¢ e |d — ¢| associados as esferas destacadas.
(b) Vista auxiliar em configuragdo mais simétrica, destacando a permanéncia da relacdo métrica entre os
parametros da construcio.

Fonte: Elaboracao prépria.

Toro

O toro aparece como um caso particular da constru¢do quando

Nessa situagdo, a relagdo

reduz-se a

Como consequéncia, a elipse focal perde sua excentricidade e passa a ser uma cir-
cunferéncia. A estrutura focal torna-se simétrica, e a ciclide recupera a geometria classica do

toro.

Do ponto de vista da parametrizacdo adotada, a condi¢do ¢ = 0 elimina a assimetria
associada a distincia focal. Assim, as caracteristicas morfoldgicas das ciclides elipticas deixam de
aparecer, e a superficie passa a apresentar simetria em torno de seu eixo central. Os parametros b e
d continuam influenciando, respectivamente, as dimensdes principais da superficie e a espessura

do tubo, mas a auséncia de excentricidade focal caracteriza o caso toroidal.
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A Figura 48 apresenta duas configuragdes toroidais obtidas a partir da condi¢do ¢ = 0.
Em ambas, a elipse focal degenera em uma circunferéncia, preservando a simetria caracteristica

do toro.

Figura 48 — Configuracoes toroidais obtidas a partir da condicdo c = 0, na qual a elipse
focal degenera em uma circunferéncia. As imagens ilustram diferentes escolhas
dos parametros b e d, preservando a simetria caracteristica do toro.

(a) Configuracdo toroidal com abertura central mais ampla, obtida pela variacdo dos parametros da
construgdo.

(b) Configuracio toroidal com abertura central menor, indicando a influéncia do parametro d sobre a
espessura do tubo.

Fonte: Elaboracao prépria.

Na representacdo auxiliar dos parametros, a condicdo ¢ = 0 produz uma simplificacdo

importante nos raios das esferas destacadas. Como
d+c=d e |d —c| =d,

as quatro esferas auxiliares passam a ter o mesmo raio d. Essa igualdade expressa geometrica-
mente a perda da assimetria focal e ajuda a compreender por que a superficie resultante assume

a forma toroidal.

A Figura 49 destaca essa configuracdo simétrica, destacando a circunferéncia focal, o

pardmetro a = b e as esferas auxiliares de mesmo raio.
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Figura 49 — Representacao dos parametros geométricos e dos raios das esferas geradoras
no caso toroidal. Quando ¢ = 0, tem-se a = b, e os raios d + ¢, d, d e |d — ¢|
tornam-se todos iguais a d, confirmando a simetria da construcio.

Fonte: Elaboracao prépria.

Anel critico

O anel critico corresponde ao caso limite em que

d=a.

Nessa configuracio, o parimetro d atinge exatamente o valor do semieixo maior a da

elipse focal. Como

a=Vb*+ 2,

tem-se a > ¢ sempre que b > 0, de modo que essa condi¢ao ocorre apds o regime regular da

ciclide em anel, caracterizado por ¢ < d < a.

Do ponto de vista morfoldgico, essa configuragdo marca uma situacdo limite da abertura
central da superficie. A ciclide ainda preserva uma organizacio proxima a forma anelar, mas a

regido interna atinge uma condig¢@o critica, associada ao fechamento central da estrutura.

A Figura 50 apresenta duas configuragdes obtidas na condicido d = a. Na primeira, tem-se
o caso particular ¢ = 0, no qual a elipse focal degenera em uma circunferéncia, produzindo uma
configura¢do mais simétrica. Na segunda, considera-se ¢ # 0, preservando a mesma condi¢ao

critica em uma estrutura focal eliptica.
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Figura 50 — Configuracoes da ciclide de Dupin obtidas na condicao limite d = a, aqui
denominada anel critico. As imagens ilustram o caso simétrico com ¢ = 0 e
uma configuracao eliptica com ¢ # 0, preservando a relacio critica entre o
parametro d e o semieixo maior a.

(a) Configuragdo simétrica obtida para ¢ = 0, na qual a elipse focal degenera em uma circunferéncia.
(b) Configuracio obtida para ¢ # 0, mantendo a condicdo critica d = a em uma estrutura focal eliptica.

Fonte: Elaboracao prépria.

Na representacdo auxiliar dos parametros, quando d = a, os raios destacados sdao
d, d, d+c e |d—c|=a—c.
Como a > ¢, o raio |d — ¢| permanece positivo. No caso particular em que ¢ = 0, tem-se a = b e

todos os raios destacados se reduzem a d, mostrando a simetria da configuracao.

A Figura 51 apresenta essa organizagdo paramétrica, destacando os segmentos a, b € ¢,

bem como os raios associados as esferas auxiliares.

Figura 51 — Representacao dos parametros geométricos e dos raios das esferas geradoras
na configuracao do anel critico. Nessa condicio, d = a, e os raios destacados
sdod,d,d+cel|d —c| =a—c.

(a) Vista auxiliar do caso simétrico ¢ = 0, no qual a = b e todos os raios destacados coincidem com d.
(b) Vista auxiliar em configuragéo eliptica, preservando a condi¢do critica d = a.

Fonte: Elaboracio prépria.
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Fuso central

O fuso central ocorre quando

d > a.

Nessa configuracao, o parametro d ultrapassa o valor do semieixo maior a da elipse focal.

Como

a=Vb®+ 2,
essa condicao implica que d excede também a distancia focal c, isto é, d > c.

Do ponto de vista morfoldgico, a superficie ultrapassa o regime critico d = a e passa
a apresentar uma autointerse¢ao interna mais acentuada. A abertura central, caracteristica das
configuracdes em anel, deixa de se comportar como uma regido vazada regular, e a superficie

passa a atravessar a si mesma na regido interna.

A Figura 52 apresenta duas configuracdes obtidas sob a condicdo d > a. Na primeira,
considera-se o caso particular ¢ = 0, produzindo uma configuragdo central mais simétrica. Na

segunda, considera-se ¢ # 0, confirmando a mesma classificagdo em uma estrutura focal eliptica.

Figura 52 — Configuracoes da ciclide de Dupin obtidas para valores de d > a, aqui de-
nominadas fuso central. As imagens ilustram superficies com autointerse¢ao
interna, produzidas pela ultrapassagem do valor critico d = a.

(a) Configuragdo simétrica obtida para ¢ = 0, indicando a autointerse¢ao interna em torno do eixo central.
(b) Configuracdo obtida para ¢ # 0, preservando a condi¢do d > a em uma estrutura focal eliptica.

Fonte: Elaboracao prépria.

Para interpretar essa configuragdo por meio das esferas auxiliares, observa-se que, como
d > aea > c, tem-se

d> c.

Assim, os raios destacados sdo

d, d, d+c e |d—c|l=d—c.
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Nessa situagdo, todas as esferas auxiliares possuem raio positivo, e a esfera de raio d — c volta a
crescer apos o regime critico anterior, contribuindo para a visualiza¢do da autointersecio interna

da superficie.

A Figura 53 apresenta essa organizagdo geométrica no plano da elipse focal, destacando

0s segmentos a, b e ¢, bem como os raios associados as esferas auxiliares.

Figura 53 — Representacao dos parametros geométricos e dos raios das esferas geradoras
na configuracao do fuso central. Como d > a, tem-se também d > c, e os raios
destacados sdo d, d,d+ce|d — c| = d — c.

(a) Vista auxiliar do caso simétrico ¢ = 0, no qual a configuracio apresenta autointersec¢do central.
(b) Vista auxiliar em configurag@o eliptica, preservando a condi¢do d > a.

Fonte: Elaboracdo propria.

A exploragdo dindmica realizada nesta subse¢ao evidencia que as diferentes classificagdes
morfoldgicas das ciclides de Dupin ndo constituem objetos geométricos isolados, mas diferentes
manifestacoes de uma mesma estrutura focal. Embora as superficies apresentem aparéncias
distintas, suas formas podem ser compreendidas a partir das relagdes estabelecidas entre os
parametros a, b, c e d, responsaveis pela definicdo das curvas focais e pela organizacio da familia
de esferas geradoras.

As construgdes desenvolvidas no GeoGebra permitem observar que alteragdes nos
parametros podem produzir modificacdes significativas na geometria da superficie sem necessa-
riamente alterar sua classificacdo morfolégica. Em particular, verificou-se que os parametros
associados a estrutura focal controlam caracteristicas globais da superficie, enquanto o pardmetro
d atua no controle da variacio dos raios das esferas geradoras, desempenhando papel fundamental

nas transicoes entre as configuragcdes em anel, corno, anel critico e fuso central.

Sob essa perspectiva, a abordagem dindmica complementa a descri¢cao analitica tradicio-

nal ao tornar visiveis processos geométricos que, muitas vezes, permanecem pouco evidentes
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apenas pelas equacdes. Em vez de observar apenas superficies finalizadas, o usudrio acom-
panha continuamente a evolu¢do de suas formas, identificando condicdes criticas, transi¢des

morfoldgicas e relagdes entre os elementos focais da construgao.

Essa interpretacdo geométrica fornece uma base intuitiva para a andlise diferencial
apresentada na sec¢ao seguinte, na qual as propriedades locais da superficie serdo investigadas

por meio de seus elementos fundamentais e de suas curvaturas.
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3.3 Representacao sintética da ciclide de Dupin por objetos dependentes

A construgdo apresentada nesta se¢do tem como objetivo reproduzir geometricamente a
ciclide de Dupin por meio de objetos dependentes no ambiente GeoGebra. Diferentemente da
representacdo parametrizada desenvolvida anteriormente, nesta abordagem a superficie € obtida
a partir de relacdes geométricas entre circunferéncias, esferas e uma curva diretriz, permitindo

explorar visualmente propriedades fundamentais da ciclide.

A construgdo foi elaborada de modo que todas as suas partes permanecam vincula-
das entre si. Dessa forma, alteragdes em determinados elementos produzem automaticamente
modificagOes na superficie gerada, preservando as relacdoes geométricas estabelecidas. Essa
caracteristica torna a representacio adequada tanto para fins de investigacdo quanto para a anélise

das diferentes configuracdes da familia de ciclides de Dupin.

Inicialmente, definem-se os objetos geométricos fundamentais utilizados na construgao.
Sejam:
¢y circunferéncia inicial maior;
¢y circunferéncia inicial menor;
C7 centro de ¢q;
Cs centro de c;
R raiode cq;

r  raio de cy.

Os centros de c; e ¢y estdo vinculados a um mesmo segmento de reta, garantindo a
simetria da ciclide representada pela construg@o. Ou seja, ao tragar uma reta perpendicular a esse
segmento, essa reta intersecta duas esferas de mesmo raio, tangentes as circunferéncias iniciais

em pontos diametralmente opostos.
1. Ciclide do tipo anel.

Nesse caso, a circunferéncia inicial menor € interna a circunferéncia inicial maior. Ou
seja,
d(Cl, 02) +7r <R,

ou, equivalentemente,
d(Cy,Cs) < R—r.

Na representacdo parametrizada da ciclide, a configuracdo anelar ocorre quando os
parametros satisfazem

c<d<a.

Essa desigualdade explicita que o parametro d deve ser maior que ¢, mas ainda menor que a. Na
constru¢do considerada, o pardmetro d estd diretamente ligado aos raios das esferas, enquanto o
parametro c controla a distancia focal da elipse, isto €, da curva diretriz utilizada na constru¢ao

sintética.
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Assim, o paralelo geométrico de movimentar o controle deslizante associado ao parame-
tro ¢, na construg¢do parametrizada apresentada anteriormente, corresponde, nesta constru¢ao

sintética, a movimentar o centro C5 ao longo do segmento de reta ao qual ele esta vinculado.

A Figura 54 apresenta a familia de esferas geradoras da ciclide de Dupin do tipo anel,

obtida por meio da construgdo sintética.

Figura 54 — Familia de esferas geradoras da ciclide de anel obtida por construcio sintética.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Na Figura 55, observa-se a circunferéncia c;, destacada em vermelho, e a circunfe-
réncia ¢y, destacada em verde. Também € indicado o ponto (5, correspondente ao centro da

circunferéncia menor.

Figura 55 — Circunferéncias iniciais da construcao sintética da ciclide de anel.

Fonte: Elaboracao prépria.

Embora a constru¢do tenha sido desenvolvida por meio de objetos dependentes da
geometria sintética, a representacdo parametrizada permite interpretar geometricamente os
elementos utilizados ao longo do processo de constru¢do. As imagens apresentadas estabelecem
um paralelo entre as duas abordagens, mostrando que as circunferéncias iniciais c; € co, utilizadas
como elementos fundamentais da construcado sintética, correspondem as linhas de curvatura

pertencentes ao plano xQOy.
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Assim, as curvas que servem de base para a geracdo da familia de esferas podem ser
identificadas, na representagdo parametrizada, como curvas caracteristicas da propria superficie,
mostrando a coeréncia entre a constru¢do geométrica desenvolvida e a estrutura analitica da

ciclide.

Figura 56 — Correspondéncia entre as circunferéncias iniciais da construcao sintética e as
curvas obtidas pela intersecao da ciclide com o plano xOy.

(a) Interse¢do da ciclide com o plano zOy.
(b) Visualizacdo espacial da intersec¢@o da ciclide com o plano xQOy.

Fonte: Elaboragdo prépria.

Na Figura 57, destaca-se a curva diretriz da representagao sintética da ciclide. Essa curva
€ construida por meio da ferramenta conica por cinco pontos, sendo esses pontos os centros de
cinco esferas geradoras da ciclide. Na imagem, também sao indicados os pontos F} e F5, que

correspondem aos focos da curva diretriz, evidenciando a distancia focal nessa configuracao.
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Figura 57 — Curva diretriz e focos da representacao sintética da ciclide de anel.

(a) Vista superior da curva diretriz, destacando os focos F e Fb.
(b) Vista em perspectiva da curva diretriz e dos focos F} e Fb.

Fonte: Elaboracio prépria.

2. Ciclide do tipo chifre (corno).

Nesta configuracgdo, as circunferéncias iniciais mencionadas se tangenciam internamente
em um Unico ponto, ou seja,
d(Cl, Cg) =R-—r

Na construgdo parametrizada, a mesma configuracdo ocorre no caso limite em que os parametros
c e d se igualam,
c=d.

Essa situagdo representa a transi¢do entre configuracdes distintas da familia de ciclides de Dupin.

Figura 58 — Representacao sintética da ciclide de chifre obtida a partir da familia de esferas
tangentes.

Fonte: Elaboracio prépria.
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A Figura 59 apresenta a ciclide em uma vista frontal, destacando a configuracdo geomé-

trica que justifica a denominacao chifre, ou corno.

Figura 59 - Vista frontal da ciclide de chifre, evidenciando a configuracao geométrica que
Jjustifica sua denominacao.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Na Figura 60, destacam-se as circunferéncias c; e ¢y, bem como o ponto de tangéncia
entre elas. Nessa configuracdo, as circunferéncias iniciais se tangenciam internamente em um

unico ponto.

Figura 60 — Circunferéncias iniciais c; e ¢, tangentes internamente em um tvinico ponto.

(a) Vista superior das circunferéncias iniciais e do ponto de tangéncia.
(b) Vista em perspectiva das circunferéncias iniciais e do ponto de tangéncia.

Fonte: Elaboracio prépria.

A curva diretriz da representacao sintética também pode ser observada nessa configuracao.
Na Figura 61, destacam-se a curva utilizada na construcdo, bem como seus focos Fj e F5,

permitindo observar a reducao da distancia focal quando comparada a configuracao anterior.
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Figura 61 — Curva diretriz e focos da representacio sintética da ciclide de chifre.

Fonte: Elaboracao prépria.

Assim como realizado na configuracdo da ciclide de anel, € possivel estabelecer um
paralelo entre a construcdo sintética e a representacdo parametrizada. Na Figura 62, destacam-se
as linhas de curvatura pertencentes ao plano Oy, evidenciando que, nesta configuracio, elas

também se tangenciam em um Unico ponto.

Esse comportamento reproduz geometricamente a tangéncia observada entre as circunfe-

réncias iniciais da construcdo sintética, reforcando a correspondéncia entre as duas abordagens.

Figura 62 — Correspondéncia entre a construcao sintética e as linhas de curvatura da
representacao parametrizada da ciclide de chifre.

(a) Intersecdo da ciclide com o plano xQy, destacando as linhas de curvatura tangentes.
(b) Visualizagdo espacial da interse¢do da ciclide com o plano xOy.

Fonte: Elaboracao prépria.
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3. Ciclide em fuso.

Nesta configuragao, as circunferéncias iniciais c; € co S30 secantes, ou seja, tangenciam-se

em dois pontos distintos. Logo, a distancia entre seus centros satisfaz

R—T<d(01702)<R+7’.

Na construcao parametrizada, essa configuracio ocorre quando o parametro d € menor
que c, isto €,

d < c.

Como ¢ < a, essa condicao ji garante que d < a, ndo sendo necessdrio explicitar novamente

essa desigualdade.

Figura 63 — Representacio sintética da ciclide em fuso obtida a partir da familia de esferas
tangentes.

e

Fonte: Elaboracio prépria.

Na Figura 64, destacam-se as circunferéncias c; e ¢y, que se intersectam em dois pontos

distintos. Esse comportamento caracteriza a configuragdao em fuso na constru¢do sintética.
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Figura 64 — Circunferéncias iniciais c, e c, secantes, com intersecoes em dois pontos distin-
tos.

(a) Vista em perspectiva das circunferéncias iniciais e dos pontos de intersecao.
(b) Vista frontal das circunferéncias iniciais e dos pontos de interse¢ao.

Fonte: Elaboracao prépria.

Assim como nas configuracdes anteriores, € possivel estabelecer um paralelo entre
a construgdo sintética e a representacdo parametrizada. Na Figura 65, destacam-se as linhas
de curvatura pertencentes ao plano xOy, observando que elas se intersectam em dois pontos

distintos.

Esse comportamento reproduz geometricamente a interse¢ao observada entre as circun-
feréncias iniciais c; e ¢y da construgdo sintética, confirmando a correspondéncia entre as duas

representacoes da ciclide em fuso.
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Figura 65 — Correspondéncia entre a construcao sintética e as linhas de curvatura da
representacio parametrizada da ciclide em fuso.

(a) Visualizacdo espacial da intersecdo da ciclide com o plano zOy.
(b) Intersecio da ciclide com o plano Oy, destacando as linhas de curvatura secantes.

Fonte: Elaboracio prépria.

4. Toro.

O toro € um caso particular de ciclide de Dupin. Na constru¢do com geometria sintética,
obtém-se a configuracdo toroidal quando as circunferéncias iniciais sdo concéntricas, isto &,

quando a distancia entre seus centros € igual a zero:

d(C’l, CQ) - O

Figura 66 — Representacao da ciclide de Dupin na configuracao toroidal obtida por meio
da construcao sintética.

Fonte: Elaboracao prépria.

Na Figura 67, destacam-se as circunferéncias iniciais concéntricas utilizadas na constru-

¢ao sintética da ciclide na configuragao toroidal.
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Figura 67 — Circunferéncias iniciais concéntricas utilizadas na construcao sintética da
ciclide na configuracao toroidal.

(a) Vista superior das circunferéncias iniciais concéntricas.
(b) Vista em perspectiva das circunferéncias iniciais concéntricas.

Fonte: Elaboracao prépria.

De modo andlogo aos casos anteriores, as circunferéncias iniciais da construcao sin-
tética correspondem, na representacao parametrizada, as linhas de curvatura pertencentes ao
plano zOy. Nessa configuragdo, a concentricidade observada entre as circunferéncias iniciais
reflete-se diretamente nas linhas de curvatura da representagdo parametrizada, evidenciando a

correspondéncia geométrica entre as duas abordagens.

Figura 68 — Correspondéncia entre a construcio sintética e as linhas de curvatura da
representacio parametrizada da ciclide na configuracao toroidal.

(a) Linhas de curvatura pertencentes ao plano xQy.
(b) Vista em perspectiva das linhas de curvatura pertencentes ao plano zOy.

Fonte: Elaboracdo prépria.

Na constru¢do parametrizada, obtém-se o toro quando o parametro c € nulo. De fato, se

c = 0, tem-se

a=vVb*+ 02,
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o que implica
a=b.

Aplicando essa igualdade na equacdo da elipse focal, obtém-se

2 2
T Y
2 + Pz 1.
Portanto,
2 z’ 2 y? 2
a (5) +a (E) =a,
isto €,
? +y?=d

Assim, a elipse focal reduz-se a uma circunferéncia centrada na origem e de raio a.

Figura 69 — Linhas de curvatura da representacao parametrizada do toro obtidas para
c=0.

Fonte: Elaboracio prépria.

Por outro lado, na construcdo da representacdo da ciclide por objetos dependentes,
quando os centros ('} e C'y sdo coincidentes, os focos da curva diretriz possuem as mesmas
coordenadas. Logo, sendo a distancia focal igual a zero, a curva diretriz € uma circunferéncia de

raio
R+r

5
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Figura 70 — Curva diretriz circular da representacao sintética da ciclide na configuracao
toroidal.

(a) Vista superior da curva diretriz circular da representagdo sintética do toro.
(b) Vista em perspectiva da curva diretriz circular da representacao sintética do toro.

Fonte: Elaboracao prépria.

E importante ressaltar que a representacio sintética da ciclide de Dupin, construida a
partir de objetos geométricos dependentes, foi desenvolvida ainda no momento inicial deste es-
tudo. Antes da consolida¢do das andlises apresentadas ao longo deste capitulo, essas construcdes
surgiram como uma forma de experimentar, observar e compreender propriedades que, naquele

momento, ainda ndo estavam suficientemente claras.

Diante das dificuldades encontradas na leitura dos textos originais de Dupin, na lite-
ratura consultada e nos materiais disponiveis, especialmente pela escassez de representacdes
visuais manipuldveis, o uso do GeoGebra tornou-se um recurso importante de investigacdo. A
construcdo dindmica permitiu aproximar a descri¢do tedrica da superficie de uma experiéncia
visual e geométrica mais concreta, favorecendo a compreensao de relacdes que, em uma leitura

exclusivamente analitica, permaneciam mais abstratas.

A modelagem realizada no ambiente de geometria dinAmica ndo teve como finalidade
produzir apenas uma imagem da ciclide. Ao contrario, a constru¢ao exigiu que os objetos
mantivessem entre si relacdes de dependéncia coerentes com as propriedades geométricas da
superficie. Para isso, foi necessdrio investigar condicoes de tangéncia, relacdes entre circunferén-
cias e esferas, o comportamento das curvas diretrizes e as diferentes configura¢des morfoldgicas

da familia de ciclides de Dupin.

Nesse processo, os erros encontrados durante a construgao tiveram papel importante.
Em diversos momentos, uma configuracao que ndo se comportava como esperado indicava que

alguma propriedade ainda nao havia sido compreendida adequadamente. Assim, as dificuldades
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técnicas nao foram apenas obstdculos operacionais, mas também sinais de que era necessario

retornar as defini¢des, rever interpretagcdes e aprofundar o estudo geométrico da superficie.

Ao longo do capitulo, as constru¢des desenvolvidas no GeoGebra passaram a dialogar
com a representacdo parametrizada, com as curvas focais, com as familias de esferas e com
a classificagdo morfoldgica das ciclides. Essa articulagdo permitiu reconhecer, em diferentes
abordagens, elementos comuns da ciclide de Dupin, como as curvas diretrizes, as envoltdrias de

esferas e as configuracdes do tipo anel, corno, fuso e toro.

Dessa forma, a geometria dinamica ocupou um papel metodoldgico relevante neste estudo.
Mais do que ilustrar propriedades previamente conhecidas, ela contribuiu para investiga-las,
testd-las e compreendé-las ao longo do processo de construcdo. A experiéncia com o GeoGebra
mostrou que a manipulaciao de objetos dependentes pode favorecer a interpretacdo geométrica
das ciclides de Dupin, aproximando descri¢des cldssicas de uma representacdo visual, dindmica

e exploratoria.

As representacdes construidas neste capitulo fornecem a base geométrica para a anélise
apresentada no capitulo seguinte, no qual as ciclides de Dupin serdo estudadas a partir de
elementos da Geometria Diferencial, como curvas coordenadas, vetores tangentes, plano tangente,

formas fundamentais e curvaturas.
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4 GEOMETRIA DIFERENCIAL APLICADA AS CICLIDES

Este capitulo apresenta uma andlise da ciclide de Dupin a partir de elementos da Geo-
metria Diferencial. Apds a discussdo das parametrizagdes, das curvas focais, das familias de
esferas, das classificagcdes morfoldgicas e da representacdo sintética, passa-se agora ao estudo de

propriedades locais da superficie, investigadas por meio de ferramentas diferenciais.

A anélise desenvolvida neste capitulo tem como objetivo compreender como a ciclide
se comporta em diferentes regides, considerando a estrutura induzida pela parametrizacao.
Para isso, s@o examinados as curvas coordenadas, os vetores tangentes, o plano tangente, o
vetor normal, as formas fundamentais e as curvaturas associadas a superficie. Essa abordagem
permite relacionar a visualiza¢do dindmica construida no GeoGebra com conceitos cldssicos da
Geometria Diferencial, mostrando como as variagdes locais da superficie podem ser interpretadas

a partir de seus elementos diferenciais.

4.1 Estrutura diferencial da parametrizacao

A parametrizagdo da ciclide de Dupin apresentada nas secdes anteriores permite nao
apenas descrever a superficie globalmente, mas também investigar suas propriedades geométricas
locais. Sob a perspectiva da Geometria Diferencial, a superficie pode ser analisada a partir
das curvas induzidas pelos pardmetros, dos vetores tangentes associados a essas curvas e das

estruturas métricas que deles decorrem.
Seja
Y(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))
a parametrizacdo da ciclide. Para cada par de pardmetros (u, v), obtém-se um ponto da superficie.

A variacdo independente desses pardmetros gera duas familias naturais de curvas sobre a ciclide,

denominadas curvas coordenadas da parametrizagao.

Essas curvas constituem a base para a construcao dos vetores tangentes, do plano tangente
e das formas fundamentais da superficie, permitindo descrever quantitativamente comprimentos,

angulos, dreas e curvaturas.
Curvas coordenadas

As curvas coordenadas sio obtidas mantendo-se um dos parametros fixo e permitindo a
variacdo do outro. Quando u permanece constante € v varia, obtém-se uma curva coordenada
pertencente a primeira familia. De modo andlogo, mantendo-se v constante e variando-se u,

obtém-se uma curva da segunda familia.

A intersecdo dessas duas curvas determina um ponto da superficie, representado por

P = ¢(u,v).
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Dessa forma, cada ponto regular da ciclide pode ser interpretado como o encontro de duas curvas

coordenadas associadas a parametrizacao.

Figura 71 - Intersecao das familias de curvas coordenadas da ciclide de Dupin. A curva
u = ug, em vermelho, e a curva v = vy, em verde, determinam o ponto
P = ¢(ug, vp), ilustrando a estrutura da malha paramétrica associada a su-
perficie. Cada ponto regular da ciclide é obtido pela intersecio de uma curva
de cada familia, estabelecendo uma correspondéncia entre os parametros da
parametrizacao e os pontos da superficie.

Fonte: Elaboragao prépria.

A variagdo continua dos parametros produz uma malha paramétrica sobre a superficie,
permitindo visualizar a organizacio geométrica local da ciclide. Essa malha fornece uma refe-
réncia natural para o estudo das propriedades diferenciais da superficie, uma vez que as diregdes
tangentes associadas as curvas coordenadas serao utilizadas na constru¢do do plano tangente e

das formas fundamentais.

Na constru¢ao dindmica desenvolvida no GeoGebra, as duas familias de curvas podem
ser exploradas simultaneamente por meio dos controles deslizantes associados aos parametros u
e v. Dessa forma, é possivel observar em tempo real a movimentagdo do ponto P = ¢(u,v) e a

variagdo local da geometria da superficie.

Em configuragdes com autointerse¢do, a exploracdo dindmica das curvas coordenadas
revelam aspectos geométricos que ndo sdo imediatamente perceptiveis em uma representacao
estdtica da superficie. Em particular, observa-se que determinadas curvas da familia v = v
atravessam a regido de autointersecdo e passam a ocupar simultaneamente diferentes regides da

superficie.

A medida que o pardmetro d se aproxima de zero, essa distribui¢do torna-se progressiva-
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mente mais simétrica em relacio ao plano central da construcdo. Esse comportamento reflete a

reducdo da assimetria longitudinal introduzida por d, ja observada na andlise morfoldgica.

As curvas da familia © = u também sofrem alteracdes significativas nas proximidades
da regido singular. Em determinadas posi¢Oes, sua representacdo visual aproxima-se de uma
curva degenerada na vizinhanga da autointersecdo, evidenciando a influéncia da morfologia

global da superficie sobre a organizacdo local da malha paramétrica.

Essas observagdes ilustram como a parametriza¢do preserva uma descri¢ado continua
da superficie mesmo em configuragdes geométricas mais complexas. A partir dessa estrutura,
torna-se possivel avancar para o estudo das dire¢des tangentes associadas as derivadas parciais

da parametrizacao.

A Figura 72 ilustra diferentes posi¢des das curvas coordenadas na configuracdo de fuso
da ciclide de Dupin, deixando claro a continuidade da malha paramétrica mesmo na presenga de

autointersec¢ao.
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Figura 72 — Comportamento das curvas coordenadas na configuracao de fuso da ciclide
de Dupin. As imagens mostram diferentes posicoes das curvas © = uy, em
vermelho, e v = vy, em verde, sobre a superficie.

(a) Curvas coordenadas em uma regido regular da superficie, mostrando a intersecdo entre as familias
u = ug e v = vy no ponto P = ¢(u,v).

(b) Aproximagdo da curva coordenada v = vy da regido de autointersecdo, destacando a continuidade da
parametrizacdo durante a transicdo geométrica da superficie.

(c) Curva coordenada u = ug posicionada proxima a regido critica da configuracio de fuso.
(d) Situagdo limite em que a curva coordenada u = ug aproxima-se da regido de autointersecio; o ponto
P foi ocultado para favorecer a visualizagdo da curva coordenada.

Fonte: Elaboracio prépria.

As curvas coordenadas fornecem uma descri¢cdo geométrica natural da superficie para-
metrizada. Cada ponto regular da ciclide pode ser identificado pela interse¢do de duas curvas

associadas aos parametros u € v, formando uma malha paramétrica sobre a superficie.

A explora¢do dindmica mostrou que essa estrutura permanece bem definida mesmo em
configuracdes morfolégicas mais complexas, como a ciclide em fuso. Embora a autointersecao
altere significativamente a aparéncia global da superficie, as curvas coordenadas continuam

organizando sua geometria local de maneira continua.

Além de determinar a posi¢ao dos pontos da superficie, essas curvas permitem definir
diregdes privilegiadas associadas a variacdo dos parametros. Essas direcdes serdo utilizadas na
construgdo dos vetores tangentes e do plano tangente da ciclide, fundamentais para a descricao

diferencial da superficie.
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4.2 Vetores tangentes associados as curvas coordenadas

As curvas coordenadas introduzidas na subsecdo anterior fornecem, em cada ponto
regular da ciclide de Dupin, duas direcdes tangentes naturalmente associadas a parametrizagao.

Essas dire¢Oes sao obtidas pelas derivadas parciais da aplicagao

w(u’ U) = (ZE(U, U)? y(“» U)v Z(U, ’U)),

que definem os vetores

Yy (u,v) = g—z(u,v) e Wy (u,v) = % (u,v).

v
Geometricamente, o vetor 1, (u,v) é tangente a curva coordenada obtida pela variagdo
do parimetro u, mantendo-se v fixo. De modo anélogo, o vetor 1, (u, v) é tangente a curva

gerada pela variacao de v, mantendo-se u fixo.

Como observado na andlise das curvas coordenadas, cada ponto regular da superficie
pode ser interpretado como a interse¢ao de uma curva de cada familia. Os vetores tangentes
associados a essas curvas fornecem uma descri¢do local da geometria da ciclide e constituem a

base para a construcdo do plano tangente e das formas fundamentais.

Na constru¢do dindmica desenvolvida no GeoGebra, os vetores tangentes podem ser
visualizados simultaneamente as curvas coordenadas, permitindo acompanhar como sua dire¢ao
e magnitude variam ao longo da superficie. Em regides onde a parametrizacao sofre maior
deformacdo, observa-se uma alteracdo significativa no comprimento relativo desses vetores,

refletindo diretamente a geometria local da ciclide.

A Figura 73 ilustra os vetores tangentes associados as curvas coordenadas da ciclide de
Dupin. O vetor 4, (u, v) é tangente a curva coordenada obtida pela variagdo de u, enquanto o

vetor 1, (u, v) é tangente a curva coordenada obtida pela varia¢o de v.
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Figura 73 — Vetores tangentes associados as curvas coordenadas da ciclide de Dupin. O
vetor 1, (u, v) € tangente a curva coordenada obtida pela varia¢io do pariame-
tro u, enquanto o vetor v, (u, v) é tangente a curva gerada pela variacio de v.
As curvas coordenadas sao representadas em linhas pontilhadas, ilustrando a
correspondéncia entre cada familia de curvas e seu respectivo vetor tangente.

Fonte: Elaboracao prépria.

4.3 Plano tangente e vetor normal

Os vetores tangentes associados as curvas coordenadas fornecem duas dire¢des inde-
pendentes em cada ponto regular da ciclide de Dupin. Essas dire¢des geram o plano tangente a
superficie, que pode ser interpretado como a melhor aproximacao linear local da superficie na

vizinhanga do ponto considerado.
Seja
P = ¢(U, U)

um ponto regular da superficie parametrizada. O plano tangente no ponto P é determinado pelos

vetores tangentes v, (u, v) € ¥, (u, v), podendo ser escrito como
TpS = P+ (¢ (u,v), ¥y (u,v)) .

Equivalentemente, um ponto () pertence ao plano tangente em P se pode ser escrito na

forma
Q =P+ /\%(% U) + /“/}v(ua U>7
com \, i € R.

Geometricamente, esse plano contém as direcdes tangentes as curvas coordenadas que

passam por P. Em uma vizinhanca suficientemente pequena desse ponto, a superficie e o
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plano tangente tornam-se praticamente indistinguiveis, destacando o papel desse plano como

aproximacdo local da geometria da superficie.

O vetor normal a superficie no ponto P € obtido pelo produto vetorial entre os vetores

tangentes:

N(u,v) =y (u,v) X ,(u,v).
Quando N (u,v) # 0, o ponto P € regular e o vetor normal unitdrio pode ser definido por

Yu(u,v) X Y, (u,v)
(|90 (u, v) X by (u, )|

n(u,v) =

Assim, enquanto os vetores v, e ¥, descrevem as direcdes tangentes a superficie, o vetor
normal fornece uma dire¢do perpendicular ao plano tangente. Essa estrutura sera fundamental

para a andlise das formas fundamentais e das curvaturas da ciclide.

A Figura 74 ilustra o plano tangente a ciclide de Dupin em um ponto regular da superficie,

gerado pelos vetores tangentes associados as curvas coordenadas.

Figura 74 — Plano tangente a ciclide de Dupin no ponto P = (u,v). O plano tangente
TpS é gerado pelos vetores tangentes v, (u, v) e 1, (u, v), associados as curvas
coordenadas que se intersectam no ponto considerado.

P = g, w) 3 .
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Fonte: Elaboracao prépria.

A partir dos vetores tangentes, define-se também uma dire¢do perpendicular a superficie
por meio do produto vetorial entre 1, (u, v) e 1, (u, v). Apos a normalizagio desse vetor, obtém-

se o vetor normal unitario, dado por

_ Yu(u, v) X Py (u,v)
[ (u, v) X by (u, )|’

N(u,v)

O vetor normal unitério fornece a orientacdo local da superficie e desempenha papel

fundamental na descri¢do de suas propriedades geométricas. Enquanto os vetores tangentes
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descrevem direcdes contidas na superficie, o vetor normal registra como essa superficie esta

orientada no espaco tridimensional.

A Figura 75 representa o vetor normal unitdrio a ciclide de Dupin em um ponto regular
da superficie. Esse vetor é perpendicular ao plano tangente e € obtido a partir do produto vetorial

entre os vetores tangentes associados as curvas coordenadas.

Figura 75 — Vetor normal unitario a ciclide de Dupin. O vetor n(u, v) é obtido pela norma-
lizaciao do produto vetorial entre os vetores tangentes ¢, (u, v) e ¥, (u, v), sendo
perpendicular ao plano tangente 755 no ponto P = ¢)(u, v).

ThS

g, = [, 1)

o, = (ri, )

Fonte: Elaboragdo prépria.

Na construcao dinadmica desenvolvida no GeoGebra, a visualizacdo simultdnea dos
vetores tangentes, do plano tangente e do vetor normal permite acompanhar a variagdo local da
geometria da ciclide. Em regides onde a superficie apresenta maior curvatura, observa-se uma
alteracdo mais acentuada na orientacdo do vetor normal, aspecto que serd fundamental para o

estudo da Segunda Forma Fundamental e das curvaturas principais.

A visualizac¢do conjunta desses elementos evidencia a estrutura diferencial da superficie:
os vetores tangentes descrevem as direcdes possiveis de deslocamento sobre a ciclide, o plano
tangente fornece sua aproximacao linear local e o vetor normal estabelece a referéncia necessaria

para a andlise de sua curvatura no espaco.

4.4 Primeira Forma Fundamental

A partir dos vetores tangentes associados as curvas coordenadas, € possivel introduzir
uma das estruturas centrais da Geometria Diferencial de superficies: a Primeira Forma Funda-

mental. Essa forma quadratica descreve a geometria intrinseca da superficie, permitindo medir
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comprimentos, angulos e dreas diretamente a partir da parametriza¢ao, independentemente de
como a superficie estd posicionada no espago tridimensional.
Seja
Y :DCR?— R}
uma parametriza¢do regular de uma superficie. Os vetores tangentes v, (u, v) e 1, (u, v) geram

o plano tangente no ponto P = 1 (u, v) e determinam os coeficientes métricos

E = <¢ua¢u>a
F= <wuawv>7
G = (v, Yy).

Geometricamente, os coeficientes E' e G representam os quadrados dos comprimentos
dos vetores tangentes associados as dire¢des coordenadas, enquanto F' descreve a relacdo angular

entre esses vetores. Esses coeficientes permitem definir a Primeira Forma Fundamental por

I = Edu®+2F dudv + G dv>.

Essa expressao fornece a métrica induzida pela parametrizacao, constituindo uma ferra-

menta fundamental para a andlise das propriedades geométricas internas da superficie.

Uma interpretacao geométrica particularmente ttil da Primeira Forma Fundamental é
obtida por meio do paralelogramo tangente gerado pelos vetores ¥, (u,v) e 1, (u,v). A area

desse paralelogramo € dada por

|ty X Vy|| = VEG — F2.

Assim, o elemento de drea associado a parametrizacdo pode ser escrito como

dA =V EG — F?dudv.

Desse modo, os coeficientes F, F' e (G determinam a geometria métrica local da superfi-
cie. Enquanto £ e G estdo associados aos comprimentos dos vetores tangentes correspondentes
as direcdes coordenadas, o coeficiente F' descreve a relacdo angular entre essas dire¢cdes. Em con-
junto, esses coeficientes caracterizam o paralelogramo tangente gerado por 1, (u, v) € 1, (u, v),

fornecendo uma interpretacdo geométrica concreta da Primeira Forma Fundamental.

Na constru¢do dindmica desenvolvida no GeoGebra, o paralelogramo tangente pode ser
visualizado simultaneamente a superficie parametrizada, permitindo acompanhar como suas
dimensdes e sua drea variam em funcao das alteracdes dos parametros geométricos da ciclide.
Essa visualizacdo explicita que modificagcdes na parametrizacdo produzem alteracdes locais na

métrica da superficie, refletidas diretamente nos coeficientes métricos e no elemento de 4rea.
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Para ilustrar esse comportamento, a Figura 76 apresenta duas configuracdes distintas da
ciclide de Dupin obtidas pela variacdo do pardmetro ¢, mantendo fixos os controles g € vy, que
determinam o ponto P = 1)(ug, vg). A comparagdo permite observar como a geometria local da

superficie influencia a drea do paralelogramo tangente associado a0 mesmo ponto paramétrico.

Figura 76 — Comparacido da Primeira Forma Fundamental em duas configuracoes da
ciclide de Dupin obtidas pela variacao do parametro ¢, mantendo fixos os
controles u, € vy, que determinam o ponto P = v (ug, vg).

. b=10 M
c=389 £ 2 . | Bt
e Vg =222° c=24 @
d=59 ] . K
& = v, =222
® d=59 &

0.01

—0.15 0.4 :
ah = —0.18 Y, = | —0.1 . —0.09 . 0.06
0.09 0.05 P, =1 —0.14 i, = | —0.03

E =, -1, = 0.06 By .= 003

F=t,-th,=0
Y F=,-t,=0

G =iy 1P, = 0.03 == 001

VE-G—F?=0.04 VE -G - F* =0.02

Observacio: Para melhor visualizacio.os velores = R 2 o
foram multiplicados por uma escalar k=70 i e st

g po i foram multiplicados por uma escalar l=70.
Porém, os cicnlos sio b dos nos vetores tangentes originais. Pira . = = 3

OTEm. 05 caculos s30 nos Vetores gz
Para visnalizacio dindmica da area, idk S e ,. x =
f Para i da direa, ¢
2 5 - . ; -
E-VE-G—F!= 210.03 k. E-G—F?= T5.96

(a) Configuragdo com ¢ = 8,9, na qual o paralelogramo tangente apresenta maior drea associada a métrica
local da superficie.
(b) Configuracdo com ¢ = 2.4, indicando a reducao da 4rea do paralelogramo tangente para 0 mesmo
ponto paramétrico.

Fonte: Elaboracdo prépria.
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A Figura 76 indica que a Primeira Forma Fundamental estd diretamente relacionada
a geometria local induzida pela parametrizacdo da superficie. Embora os controles ug e vy
permanecam fixos nas duas configuracdes apresentadas,' a variacio do parAmetro geométrico c
produz alteragdes nos vetores tangentes e, consequentemente, nos coeficientes métricos F, F' e
G.

Observa-se que a area do paralelogramo tangente, determinada pelo fator VEG — F2,
sofre uma reducgdo significativa quando o parametro c passa de 8,9 para 2,4. Na primeira
configuragdo, a area aproximada do paralelogramo € de 210,03 unidades quadradas, enquanto,
na segunda configuracdo, essa drea é reduzida para aproximadamente 75,96 unidades quadradas.
Esse comportamento indica que a alteragdo dos parametros geométricos da ciclide modifica a

métrica local da superficie, mesmo quando o mesmo ponto paramétrico é considerado.

A construcdo dindmica permite visualizar que a Primeira Forma Fundamental ndo
depende apenas da posi¢do do ponto sobre a superficie, mas também da geometria induzida pela
parametrizacdo adotada. Dessa forma, os coeficientes métricos fornecem informacdes essenciais
sobre comprimentos, angulos e dreas, constituindo a base para o estudo das propriedades

intrinsecas da superficie.

Além disso, a comparagdo entre as duas configuracdes destaca que diferentes membros
da familia das ciclides de Dupin podem apresentar métricas locais distintas. Essa observacao
serd importante na sequéncia deste trabalho, quando forem introduzidas a Segunda Forma
Fundamental e as curvaturas principais, responsaveis por descrever como essas superficies se

comportam no espago tridimensional.

4.5 Segunda Forma Fundamental

Ap6s a andlise da Primeira Forma Fundamental, que descreve a métrica induzida pela
parametrizacdo, passa-se ao estudo da Segunda Forma Fundamental. Essa estrutura permite
investigar como a superficie se curva no espaco tridimensional em relagdo ao vetor normal
unitério.

Seja 1(u,v) uma parametriza¢do regular da ciclide de Dupin e seja n(u,v) o vetor

normal unitdrio a superficie. Os coeficientes da Segunda Forma Fundamental sdo definidos por

€= <wuu7 n> 9
[ = <¢uv7n>7
g = <¢m,1’1) .

A partir desses coeficientes, a Segunda Forma Fundamental é dada por

II = edu® + 2f dudv + g dv®.

Nas imagens geradas no GeoGebra, os controles ug € vy aparecem em graus apenas por conveniéncia da interface
visual da construcao.
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Enquanto a Primeira Forma Fundamental descreve comprimentos, angulos e dreas sobre
a superficie, a Segunda Forma Fundamental registra como a superficie se afasta de seu plano
tangente em diferentes direcdes. Desse modo, ela estd diretamente relacionada a variacao do

vetor normal e constitui a base para o estudo das curvaturas principais.

Na constru¢do desenvolvida no GeoGebra, os coeficientes e, f e g foram calculados
dinamicamente a partir das derivadas parciais de segunda ordem da parametrizagdo. Isso permitiu

acompanhar as modificagdes da forma quadrética // sob diferentes configuracdes da ciclide.

Inicialmente, foram realizadas alteracdes nos parametros geométricos da ciclide, mantendo-
se fixo o ponto paramétrico determinado pelos controles wuy € vy. Nas imagens geradas pela
construcado, esses controles aparecem com valores proximos de ug = 152° e vy = 224°, apenas
por conveniéncia da interface visual do GeoGebra. O objetivo dessa etapa foi investigar a influ-
éncia da geometria global da superficie sobre os coeficientes da Segunda Forma Fundamental

em um mesmo ponto paramétrico.

Figura 77 — Configuracao da ciclide de Dupin para analise da Segunda Forma Fundamen-
tal.

(a) Representacdo da superficie parametrizada com os vetores tangentes e o vetor normal no ponto
considerado, para a configuragcdo b =9, c =4,5,d = 7,9, ug = 152° e vy = 224°.

b=9
=45 . (—0.1145165879" " 01138043181 0.2603124188
—;7 Py —0-155I621mﬂ) f, = (—[I.I}GTEJSLGJS) N=| 04155347271
d=79 0.0397749532, . D.0662476014, 0.87 Lﬂf’;zl?ﬁﬁr

*

Uy = 152°

- WG 0.001T187553 0.0012782673 0.0002779014
‘3 Lsii Py = | —0.0019183292 = 00008818618 ,,, = | —0.0001652039
—0.0005969738 —0.00003866G52 —0.0019481837

(b) Painel com os controles da construcao, os vetores tangentes, o vetor normal unitdrio e as derivadas
parciais de segunda ordem da parametrizagao.
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Figura 77 — Continuacao.

E =1, -4, = 0.0478546136

F =, - ¥, = 0.0001257197

G =, ¥, = 0.0323581597

e =, N = —0.0017648277

-f:¢’ur"rv7

9=, -N= —0.0018371509

I = E du+ Fdu-dv+ G de® = 0.0000060888

II = ¢ du’ 4+ fdu-de 4 gdv® = —0.0000003802

(c) Valores numéricos dos coeficientes das Primeira e Segunda Formas Fundamentais obtidos para essa
configuragao.

Fonte: Elaboracio prépria.

A Figura 77 apresenta a configuracao inicial adotada como referéncia para as andlises
posteriores. Nessa situagao, os coeficientes calculados estabelecem um padrao inicial para o
comportamento local da superficie, servindo como base para as comparacdes realizadas nas

figuras subsequentes.

Além dos coeficientes da Segunda Forma Fundamental, a constru¢io permite visualizar
simultaneamente os vetores associados as derivadas parciais de segunda ordem da parametrizacao,
representados por 1., Yy, € Uy,. Enquanto os vetores tangentes 1, e ¢, descrevem direcdes
locais sobre a superficie, as derivadas de segunda ordem fornecem informacdes sobre a variagcdo

dessas dire¢des ao longo da parametrizacao.

Dessa forma, a visualizacdo conjunta desses elementos estabelece uma conexao direta
entre os aspectos algébricos da parametrizacdo e os coeficientes utilizados na construc¢io da

forma quadratica 1.

A comparacdo entre as Figuras 77 e 78 mostra que a alteracao dos parametros globais
da ciclide modifica os coeficientes da Segunda Forma Fundamental, mesmo quando o ponto
paramétrico analisado permanece praticamente fixo. Na configuragdo inicial, com b =9, c = 4,5

e d = 17,9, obtém-se determinados valores para os coeficientes e, f e g. Ao modificar a geometria
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Figura 78 — Influéncia da alteracao dos parametros globais sobre a Segunda Forma Funda-
mental da ciclide de Dupin, mantendo fixos os controles v e v.

A 0.0611251508
N =

b=1
—C_g —0,1380138847 0.1415769941 =
y i, = | —0.161333R878 i, = | —0.101275953 ) 0.4295672958

0.0386818257 H-§009637304

e
d=59 0.0862852502
L]
u, = 152°
.

W 0.0015824999 0.0022839477 —0.000588055

L G = | —0.0031066076 dus=| 0.0008357798 due = | 0.0004206604
' —0.0009893671 —0.000553441 —0.0026871377

(a) Configuragdo da superficie parametrizada com os vetores tangentes, o vetor normal unitirio e as
derivadas parciais de segunda ordem, para b = 10, ¢ =9, d = 5,9, ug =~ 152° e vy ~= 224°.

E=1v,-¢,= 0.0478546136

F =, -, = 0.0001257197

G =, -, = 0.0323581597

e = .- N = —0.0021201504

f=¢uN=0

9=, N= —0.0022762566

I = E du® 4 Fdu-de + G dv® = 0.0000084583

Il = e du’ + [ du-dv+ gdv’ = —0.0000004405

(b) Valores numéricos dos coeficientes das Primeira e Segunda Formas Fundamentais obtidos para essa

configuragdo da superficie.
Fonte: Elaboragéo prépria.
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da superficie para b = 10, ¢ = 9 e d = 5,9, mantendo-se os mesmos controles g e vy, observa-se
uma variacdo nesses coeficientes, indicando que a curvatura local registrada pela Segunda Forma

Fundamental € sensivel a estrutura global da ciclide.

Esse resultado mostra que, embora a anélise seja feita em um mesmo ponto paramétrico,
a mudanca na forma da superficie altera a maneira como ela se afasta do plano tangente naquela
regido. Assim, a Segunda Forma Fundamental permite visualizar, de forma quantitativa, como
modificagdes nos parametros geométricos da ciclide influenciam sua resposta local no espaco

tridimensional.

Concluida a andlise da influéncia dos pardmetros globais, passou-se a investigar o efeito
da posi¢cdo do ponto sobre uma mesma ciclide. Para isso, os parametros da superficie foram
mantidos fixos em b = 10, ¢ = 4,1 e d = 5,5, variando-se apenas as coordenadas paramétricas

do ponto analisado.

Figura 79 — Influéncia da posicao do ponto parametrizado sobre a Segunda Forma Funda-

mental.
= i,
_— g
Fo o e
O U |
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bh=10
o @ 0.1438193039) 0.0000086576" o aehaiang
5 T P, = 00528058662 Y, = rl.[lnnuf-‘r‘.".lr.[m) N = | 0.9387137175
d-55 0 | 0.0529123932) 0-D0469 72888,
.*.
up =92
®
v = 180" —0.00104811 0.0000026463 0.0000173143
= Gun = | —0.0011573324 ¢, = | —0.0000020222 Gy = | —0.000535872
0 0.0005896385 —0.0000055042

(a) Representacdo da superficie parametrizada e dos elementos diferenciais associados ao ponto determi-
nado por ug = 92° e vg = 180°, mantendo fixos os pardmetros b = 10, ¢ = 4,1 e d = 5,5.
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Figura 79 — Continuacao.

E =, -1, = 0.0478546136

F =, -1, = 0.0001257197

G =1, -y, = 0.0323581597

e =1, N =—0.0014476514

f:(pim'N: 0

8= (rblm « N = —=0.00049T0886

I = E du® + F du - dv + G dv? = 0.0000026241

II=e du* 4+ fdu-dv+gdv® = —0.0000001945

(b) Coeficientes calculados para a regido considerada da superficie.

Fonte: Elaboracao prépria.

Na Figura 79, o ponto analisado € deslocado para a posi¢ao determinada por ug = 92°
e vp = 180°, mantendo-se inalterada a configuragdo da ciclide. Observa-se que os coeficientes
calculados assumem valores distintos daqueles obtidos nas configura¢des anteriores, revelando
que diferentes regides de uma mesma superficie podem apresentar comportamentos geométricos

locais diferentes.

Figura 80 — Avaliacdo da geometria local da ciclide de Dupin para o ponto determinado
por uy = 180° e vy = 180°.

(a) Representacdo da superficie e do referencial local no ponto considerado, mantendo fixos os pardmetros
b=10,c=4,1ed=15,5.
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Figura 80 — Continuacao.

b=10
—41 . 0.0018120966 0.0010667322 —0.9999444426
S t, = | —0.2431040467 A= 0 N = | —0.0074535817
e 0, 0.1431087693 0.0074535817
-
g = 180
.
e 0.0036233475 —0.0000001413 0.0021320665
g ... = | 0.0000688779 ¢u= | 0.000011528 oy = 0
0 ~0.0000074289 ~0.0000405465

(b) Painel com os controles da construcao, os vetores tangentes, o vetor normal unitério e as derivadas
parciais de segunda ordem da parametrizagao.

E =, -, = 0.0478546136

F =, -y, = 0.0001257197

G =19, ¥, = 0.0323581597

e=1,, N =-0.0036236506

(15 01

F=¢u N=10

g=d,N= —0.0021331503

I = E du® + Fdu-dv+ G dv* = 0.000007T9588

II=e du' 4+ fdu-dv+ gdv® = —0.0000005757

(c) Valores numéricos dos coeficientes das Primeira e Segunda Formas Fundamentais obtidos nessa
posicao.

Fonte: Elaboragéo prépria.

Na Figura 80, o ponto analisado é deslocado para a posi¢ao determinada por uy = 180°
e vo = 180°, mantendo-se a mesma configuracdo da ciclide considerada anteriormente. A
comparacio com a Figura 79 deixa evidente que a simples variacdo da posi¢cao do ponto sobre a

superficie ja produz alteracdes nos coeficientes da Segunda Forma Fundamental.

Esse resultado reforga o cardter local dessa forma quadrética: mesmo sem modificar os
parametros globais da ciclide, diferentes regides da superficie podem apresentar comportamentos

geométricos distintos em relacdo ao plano tangente e ao vetor normal.

Dessa forma, a andlise realizada mostra que a Segunda Forma Fundamental registra a



127

variacdo local da superficie em relacao ao plano tangente e ao vetor normal. Seus coeficientes
dependem tanto da configuracdo global da ciclide quanto da posi¢do do ponto analisado. A partir
dessa estrutura, torna-se possivel avancar para o estudo das curvaturas principais, que descrevem

de modo mais direto as direcdes de maior e menor curvatura da superficie.

4.6 Curvatura normal

A curvatura normal constitui uma das primeiras medidas utilizadas para quantificar o
comportamento local de uma superficie em relacdo ao seu plano tangente. Diferentemente da
Primeira Forma Fundamental, que descreve propriedades intrinsecas associadas a comprimentos,
angulos e dreas, e da Segunda Forma Fundamental, que mede a variacdo da superficie em
relacdo ao vetor normal unitdrio, a curvatura normal combina ambas as estruturas em uma tnica

quantidade geométrica.

Para uma dire¢do tangente arbitraria, determinada pelos incrementos diferenciais du e

dv, a curvatura normal € definida por

17
kn = 7
I
ou, de forma equivalente,
edu?® + 2f dudv + g dv?

"T Edu® +2F dudv + Gdv®

Essa expressdo mostra que a curvatura normal depende simultaneamente dos coeficientes
da Primeira e da Segunda Formas Fundamentais. Geometricamente, essa razao fornece uma
medida da intensidade com que a superficie se curva em uma direcdo tangente especifica,

relacionando a varia¢do normal da superficie ao comprimento medido nessa mesma dire¢ao.

Diferentemente da curvatura gaussiana e da curvatura média, que sao associadas ao ponto
da superficie, a curvatura normal depende também da direcao considerada. Assim, em um mesmo
ponto da ciclide de Dupin, diferentes direcdes tangentes podem produzir diferentes valores para

k., mostrando que a superficie ndo se curva de maneira uniforme em todas as direcdes.

A Figura 81 apresenta uma interpretacdo geométrica da curvatura normal em uma regiao
da ciclide de Dupin. Nessa visualizacdo, o valor de k,, € obtido pela razdo entre a Segunda e a

Primeira Formas Fundamentais na dire¢ao considerada.
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Figura 81 — Configuracao local da ciclide de Dupin em uma regiao exterior da superficie,
destacando o plano tangente 7S, os vetores tangentes v, e 1), 0 vetor normal
unitario n e o valor da curvatura normal £,,.

TrS

I =E du” + Fdu-dv+ Gdv® = 0.0000089906

Il =¢ du® 4+ fdu-dv+gdv® = —0.0000004643

R, = % = —0.0516457841

Fonte: Elaboragdo prépria.
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A Figura 81 apresenta uma configuragdo local da ciclide de Dupin, destacando o ponto
parametrizado, o plano tangente, os vetores tangentes € o vetor normal unitario. Esses elementos
constituem a base geométrica necessaria para a defini¢ao da curvatura normal, uma vez que essa
medida descreve o comportamento da superficie em relagdo a uma direcao tangente especifica

no ponto considerado.

Figura 82 — Configuracao local da ciclide de Dupin em uma regiao interna do anel, des-
tacando o plano tangente 7.5, os vetores tangentes 1, e v, 0 vetor normal
unitario n e o valor da curvatura normal k,,.

I =E du* + Fdu-dv+ Gde* = 0.0000009516

II = ¢ du’ + fdu-dv+ gdv® = 0.0000000442

Kkpn = I—II = 0.0464867486

Fonte: Elaboracao prépria.

Na Figura 82, observa-se uma segunda regido da superficie, indicando que a orientacdo
do plano tangente e do vetor normal varia conforme a posicao analisada. Consequentemente,
a resposta geométrica associada a curvatura normal também pode assumir comportamentos

distintos ao longo da ciclide, refletindo as particularidades locais da superficie.

A importincia da curvatura normal reside no fato de que suas variagdes permitem
identificar dire¢des privilegiadas sobre a superficie. Em particular, os valores mdximo e minimo
assumidos por k, em um ponto correspondem as curvaturas principais da superficie. Dessa
forma, a curvatura normal estabelece uma ligacdo direta entre as formas fundamentais e as

curvaturas principais, que serdo analisadas nas subsecdes posteriores.
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4.7 Curvatura gaussiana

A curvatura gaussiana constitui uma das grandezas fundamentais da Geometria Dife-
rencial, sendo responsavel por descrever o comportamento geométrico local de uma superficie
a partir da interacdo entre suas curvaturas principais. Introduzida por Carl Friedrich Gauss,
essa curvatura pode ser obtida diretamente por meio dos coeficientes da Primeira e da Segunda
Formas Fundamentais através da expressao

2
o /
EG — F?
Alternativamente, quando as curvaturas principais sdo conhecidas, a curvatura gaussiana

pode ser interpretada como o produto

K:kl'k'g.

Essa relag@o fornece uma interpretacdo geométrica particularmente importante, pois o
sinal de K depende diretamente dos sinais das curvaturas principais. Assim, diferentes regioes
da mesma superficie podem apresentar comportamentos geométricos distintos, permitindo

classificar localmente a geometria da superficie.

Quando as curvaturas principais possuem o mesmo sinal, a curvatura gaussiana € positiva.
Nesse caso, a superficie apresenta comportamento local semelhante ao de uma esfera ou de uma

concavidade uniforme, curvando-se no mesmo sentido ao longo das duas dire¢des principais.

Figura 83 — Regiao eliptica da ciclide de Dupin caracterizada por curvatura gaussiana
positiva, com K > 0 e curvaturas principais de mesmo sinal.

(a) Regido da superficie em que as curvaturas principais possuem o mesmo sinal, resultando em curvatura
gaussiana positiva.
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Figura 83 — Continuacao.

K — e g— f*

T C_F" 0.0041999069

ki=H —+H?*— K = —0.0847252053

(b) Valores numéricos da curvatura gaussiana e das curvaturas principais associados a regido analisada.

Fonte: Elaboracao prépria.

Na Figura 83, observa-se uma regido da ciclide de Dupin em que ambas as curvaturas
principais apresentam o mesmo sinal. Consequentemente, o produto % - ko assume valor positivo,
produzindo uma curvatura gaussiana positiva. Geometricamente, essa configuracio caracteriza
uma regido eliptica da superficie, na qual o comportamento local se aproxima daquele observado

em superficies esféricas.

Por outro lado, quando as curvaturas principais apresentam sinais opostos, a curvatura
gaussiana torna-se negativa. Nessa situagdo, a superficie curva-se em sentidos contrarios ao
longo das duas direc¢Oes principais, produzindo um comportamento geométrico semelhante ao de

uma sela.

Figura 84 — Regiao hiperbdlica da ciclide de Dupin caracterizada por curvatura gaussiana
negativa, com K < 0 e curvaturas principais de sinais opostos.

(a) Regido da superficie em que as curvaturas principais apresentam sinais opostos, resultando em
curvatura gaussiana negativa.
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Figura 84 — Continuacao.

e g—f
E-G-F?

K = = —0.0000381142

ky=H+ H? — K = 0.0004353288

ks=H—+vH? - K = —-0.0875527215

(b) Valores numéricos da curvatura gaussiana e das curvaturas principais associados a regido analisada.

Fonte: Elaboracdo prépria.

A Figura 84 apresenta uma regido da ciclide de Dupin em que as curvaturas principais
possuem sinais opostos. Como consequéncia, a curvatura gaussiana assume valor negativo. Esse
comportamento caracteriza uma regido hiperbolica da superficie, ilustrando que diferentes pontos

da mesma ciclide podem apresentar geometrias locais significativamente distintas.

Além da dependéncia em relagdo ao ponto analisado, a curvatura gaussiana também
responde as alteragdes globais impostas pelos parametros da familia de ciclides. Modifica¢des nos
parametros responsdveis pela forma geral da superficie influenciam diretamente os coeficientes da
Primeira e da Segunda Formas Fundamentais e, consequentemente, os valores de /& observados

em cada regido da malha.

Figura 85 — Influéncia da geometria global na curvatura gaussiana em configuracoes do
tipo fuso.

o et
K = S = [ IMISSEELHIGY
E-G-Ft? .
by = H -  H? K = DOEAT 566651
ky=H = H= K = =082 2

(a) Configuragdo do tipo fuso com curvatura gaussiana positiva, X > 0, na regido analisada.
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Figura 85 — Continuacao.

STy N : .,  Wrg=jf* i A
et "'T""ﬁ 0 ) K E. G 0. TO2148ATT
r- I 3 Ly —_—
] | I | W
: 1 : . ki o H 4 HT - K o= 00TOHETTI
[} ¥ , _ e ! :
"u‘ s e = p—
e i by = I HY = K L, T TR D
e -l:_ }

(b) Configuracgio do tipo fuso com curvatura gaussiana negativa, K < 0, na regido analisada.

Fonte: Elaboracao prépria.

A Figura 85 apresenta configurac¢des extremas da familia de ciclides de Dupin, correspon-
dentes ao caso do tipo fuso. A comparagdo com as figuras anteriores evidencia que a curvatura
gaussiana ndo depende apenas da posi¢ao do ponto considerado, mas também da geometria
global da superficie. Dessa forma, alteracdes morfoldgicas significativas podem produzir novos

comportamentos geométricos locais, refletidos diretamente nos valores assumidos por K.

As observacoes realizadas mostram que a curvatura gaussiana constitui uma ferramenta
eficiente para caracterizar diferentes regides da ciclide de Dupin. Por meio da andlise de seu
sinal e de sua magnitude, torna-se possivel identificar comportamentos elipticos, hiperbodlicos e

parabdlicos, fornecendo uma descri¢do da geometria local da superficie.

4.8 Curvatura média

A curvatura média constitui uma importante medida geométrica associada ao comporta-
mento local de uma superficie. Diferentemente da curvatura gaussiana, que resulta do produto
das curvaturas principais, a curvatura média corresponde a média aritmética dessas grandezas,

podendo ser calculada por meio da expressao

kit ko

H
2

Alternativamente, utilizando os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental,

obtém-se
_ Eg—-2Ff+Ge

H= 2(EG — F?)

Geometricamente, a curvatura média fornece uma medida da tendéncia média de cur-
vatura da superficie em um determinado ponto. Enquanto a curvatura gaussiana descreve a
interacao entre as duas direcdes principais, a curvatura média avalia o efeito combinado dessas
curvaturas, permitindo identificar regides em que os efeitos de curvatura se reforcam ou se

compensam.
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Quando a soma das curvaturas principais € positiva, obtém-se H > 0. Nessa situacdo, a
superficie apresenta uma tendéncia média de curvatura orientada segundo o vetor normal adotado

na construcao.

A Figura 86 apresenta um caso em que a curvatura média € positiva em uma regido da
ciclide de Dupin. Embora as curvaturas principais apresentem sinais distintos, a soma entre elas

permanece positiva, resultando em H > 0.

Figura 86 — Curvatura média positiva em uma regiao da ciclide de Dupin.

e G—2f-F+gqg-E

H="—5F ¢-m

= 0.053122856

ki = H + v H?*— K = 0.2041071525

by = H — VH? — K = —0.0978614406

(a) Representacdo da regido analisada, com indicac¢do dos vetores associados a parametrizacio e do vetor
normal.
(b) Célculo da curvatura média e das curvaturas principais no ponto considerado, com H > 0.

Fonte: Elaboracao prépria.

A Figura 86 apresenta uma regido da ciclide de Dupin em que a curvatura média assume
valor positivo. Observa-se que a soma das curvaturas principais produz um resultado positivo,
indicando que a superficie apresenta uma tendéncia predominante de curvatura em relacao a

orientacdo do vetor normal escolhido.

Por outro lado, quando a soma das curvaturas principais assume valor negativo, obtém-se
H < 0. Nessa situacdo, a tendéncia média de curvatura ocorre em sentido oposto ao observado

anteriormente.
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Figura 87 — Curvatura média negativa em uma regiao da ciclide de Dupin.

es G =3 - Fhg B
H= = = —0.06T71480658
3(E -G — F?) ”
ki =H + VH? — K = —0.0495709264
ks=H — H? — K = —0.0847252053

(a) Representacdo da regido analisada, com indicac¢@o dos vetores associados a parametrizacio e do vetor
normal.
(b) Calculo da curvatura média e das curvaturas principais no ponto considerado, com H < 0.

Fonte: Elaboracio prépria.

Na Figura 87, observa-se uma regiao da superficie em que a curvatura média assume
valor negativo. Embora a geometria local continue sendo determinada pelas curvaturas principais,
a soma dessas quantidades produz um resultado negativo, indicando uma mudanca na orientagao

média da curvatura da superficie.

Uma situagdo particularmente interessante ocorre quando as curvaturas principais apre-
sentam magnitudes semelhantes e sinais opostos. Nessa condicao, seus efeitos tendem a se

compensar, fazendo com que a curvatura média se aproxime de zero.

Figura 88 — Curvatura média aproximadamente nula em uma regiao da ciclide de Dupin.

_eG-2f-F+g:-E _
== Ea—r =

ky=H + H? — K = 0.205

ky=H— H*— K = —0.204

(a) Representagdo da regido analisada, com indicagdo dos vetores associados a parametrizagdo e do vetor
normal.
(b) Calculo da curvatura média e das curvaturas principais no ponto considerado, com H = 0.

Fonte: Elaboracao prépria.
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A Figura 88 apresenta uma regido em que a curvatura média assume valor préoximo de
zero. Nessa configuracdo, as contribuicdes das curvaturas principais praticamente se anulam,
produzindo uma situagdo de equilibrio entre as duas direcdes principais de curvatura. Esse com-
portamento indica uma regido de transi¢@o entre diferentes tendéncias geométricas observadas

na superficie.

Além da dependéncia em relacio ao ponto analisado, a curvatura média também responde
as alteracOes globais impostas pelos parametros da familia de ciclides. Modifica¢des na forma
geral da superficie influenciam diretamente os valores assumidos por /, permitindo analisar a

resposta geométrica da superficie perante diferentes configuracdes morfoldgicas.

Figura 89 — Curvatura média em uma configuracio extrema da familia de ciclides de Dupin
do tipo fuso.

e-G—-2f F+g-F
== = —1. 9
H 3HE- G FY) 1.81

N &

(a) Representagdo da regido analisada em uma configuracao extrema do tipo fuso.
(b) Calculo da curvatura média e das curvaturas principais no ponto considerado, com H < 0.

Fonte: Elaboracao prépria.

A Figura 89 apresenta uma configuracdo extrema da familia de ciclides de Dupin,
correspondente ao caso do tipo fuso. E importante ressaltar que, da Figura 88 para a Figura 89,
ndo houve alteracdes nos parametros u e v, ou seja, o ponto P nao foi deslocado sobre a

superficie.

A comparag@o com as figuras anteriores mostra que a curvatura média sofre alteracdes
significativas quando a geometria global da superficie € modificada, refor¢cando sua dependéncia

simultanea da posicao do ponto analisado e da conformacao geral da superficie.

As observagdes realizadas mostram que a curvatura média constitui uma ferramenta
eficiente para descrever a tendéncia média de curvatura da ciclide de Dupin. Sua anélise comple-
menta as informacdes fornecidas pela curvatura gaussiana, permitindo uma compreensao mais

ampla do comportamento geométrico local da superficie.
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4.9 Curvaturas principais e linhas de curvatura

As curvaturas principais correspondem aos valores extremos assumidos pela curvatura
normal em um determinado ponto da superficie. Geometricamente, elas descrevem as maiores
e menores intensidades de curvatura observadas entre todas as dire¢Oes tangentes possiveis
naquele ponto. Essas grandezas podem ser obtidas a partir da curvatura gaussiana e da curvatura

média por meio das expressdes

ki=H+VH — K

ko=H —-VH? - K.

A presenca dos sinais positivo e negativo decorre diretamente da resolucdo da equagdo
quadrética associada ao operador de forma. Geometricamente, esses dois valores representam os
extremos da curvatura normal, correspondendo as direcdes de mdxima e minima curvatura da

superficie.

As curvaturas principais desempenham papel fundamental na geometria diferencial, pois
permitem interpretar diretamente as demais curvaturas estudadas anteriormente. A curvatura

gaussiana € obtida pelo produto das curvaturas principais,
K = kl : k??

enquanto a curvatura média corresponde a sua média aritmética,

kit ks
=2

H

Dessa forma, as curvaturas principais podem ser interpretadas como as quantidades

fundamentais a partir das quais as demais medidas de curvatura sdo construidas.

Uma caracteristica notdvel das ciclides de Dupin é que suas curvaturas principais perma-
necem constantes ao longo de suas respectivas linhas de curvatura. Na constru¢io desenvolvida,
as curvas coordenadas da parametrizagcdo coincidem com essas linhas, permitindo investigar

experimentalmente essa propriedade classica da superficie.

Observacao. Nas construcdes apresentadas a seguir, os controles ug € vy indicam a posi¢cao do

ponto P sobre a superficie, isto €,
P = w(UO, Uo).

Dessa forma, u( e vy ndo representam novos parametros da familia de ciclides, mas sim valores

particulares dos parametros da parametrizacao, escolhidos para determinar o ponto analisado.

Como as curvas coordenadas da parametriza¢do coincidem com as linhas de curvatura, é
possivel deslocar o ponto P ao longo dessas linhas mantendo um dos valores fixo e variando

0 outro. Assim, ao manter v, fixo e variar uy, o ponto percorre uma das familias de linhas
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de curvatura; de modo andlogo, ao manter u, fixo e variar vy, percorre a outra familia. Essa
movimentacao permite observar experimentalmente que, ao longo de uma linha de curvatura, a

curvatura principal correspondente permanece constante.

Ressalta-se ainda que, nas imagens geradas no GeoGebra, os valores de ug € vy sdo
apresentados em graus. Essa escolha foi adotada por conveniéncia do préprio ambiente gréfico,
que exibe controles angulares nessa unidade. Do ponto de vista analitico, a parametrizacao pode
ser expressa em radianos; entretanto, nas figuras desta sec¢do, os valores indicados seguem a

convencdo visual utilizada na constru¢do computacional.

Figura 90 — Deslocamento do ponto P ao longo da primeira linha de curvatura (curva
verde), mantendo v, = 210°, e evidenciando a constincia aproximada de uma
das curvaturas principais ao longo de sua respectiva linha de curvatura.

h=84 b==%4
_'--I- 'l-‘!
e=5T E=5:1
- -
d=4d&a d=H/E
. .
U = T10 u, = 160"
v = 2107 K = 29
@
b= H 4+ HY — K — —.0004 439052 Fy = H +  H — K = —D.040205TENE
ky= N — o Y — K = —D04BRTH-4R ky= - H—K G g A B

(a) Posicao inicial do ponto P sobre a linha de curvatura verde, com ug = 110°.
(b) Deslocamento intermedidrio do ponto P ao longo da mesma linha de curvatura, com uy = 150°.



Figura 90 — Continuacao.

b=H4 h_ﬂ..d.
* *
=57 L
- .
d=80 d=8A
* &
i, = T8 g = 2707
L .
v, = 210" Ny = 410°
e ®
by = H + /H — K = - 00480100004 b= H + 3/ /HY — K — —i,(HAT101598
by = I — T K = —0.e3saama by = H— HT K = 0.1 16MTT45

(c) Continuagdo do percurso sobre a linha de curvatura verde, com ug = 180°.
(d) Posigdo final considerada no percurso, com ug = 270°.

Fonte: Elaboracio prépria.

Na Figura 90, o ponto P = 1 (ug, vg) desloca-se ao longo da linha de curvatura associada
a primeira direc@o principal. Durante esse movimento, observa-se que a curvatura principal

correspondente permanece praticamente constante, enquanto a segunda curvatura principal varia
de acordo com a posicao do ponto na superficie.

139
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Figura 91 — Deslocamento do ponto P ao longo da segunda linha de curvatura (curva
vermelha), mantendo 1y = 240°, e mostrando a constancia aproximada de uma
das curvaturas principais ao longo de sua respectiva linha de curvatura.

b=54 h=84
. .
C=5T £ =0T
- -
d=58 d=88
> .t
U= 240" dp, = 2407
|:| =
. ®
vy = 270" Vg = 430
ko = H 4 o/ HI — K = (L0410 SEOT kb= H + 3/ H' — K = 02227373021

k= i — o HE K = —0.0880T54441 by = Il — Y N = — 0873384035

(a) Posi¢ao inicial do ponto P sobre a linha de curvatura vermelha, com vy = 270°.
(b) Deslocamento intermedidrio do ponto P ao longo da mesma linha de curvatura, com vy = 330°.
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Figura 91 - Continuacao.
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by = M = VE — K = —DO8PT04aTEY by = K - A _K = —08st0560335s

(c) Continuagdo do percurso sobre a linha de curvatura vermelha, com vy = 90°.
(d) Posigio final considerada no percurso, com vg = 180°.

Fonte: Elaboragdo prépria.
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De maneira andloga, a Figura 91 apresenta o deslocamento do ponto P = ) (ug, vp)
ao longo da segunda linha de curvatura. Nessa situacdo, verifica-se que a segunda curvatura
principal permanece aproximadamente constante, enquanto a primeira passa a variar ao longo do

percurso considerado.

Essa observagdo fornece uma verificagdo numérica da propriedade caracteristica das
ciclides de Dupin, segundo a qual cada curvatura principal permanece constante ao longo de
sua respectiva linha de curvatura. A constru¢cdo dindmica permite visualizar esse comporta-
mento diretamente sobre a superficie, relacionando os valores numéricos obtidos aos elementos

geométricos representados na malha paramétrica.

Durante a exploragdo dindmica da construgdo, observam-se pequenas oscilagdes nos
valores das curvaturas principais a partir da terceira ou quarta casa decimal, mesmo em situagdes
nas quais o valor analitico deveria permanecer constante. Esse comportamento ndo representa
uma violacdo das propriedades geométricas da superficie, mas constitui uma consequéncia

natural dos processos numéricos empregados pelo software.

A construcdo depende de uma longa cadeia de célculos envolvendo funcdes trigonomé-
tricas, derivadas parciais, produtos vetoriais, normalizacdes e operacdes algébricas sucessivas.
Em cada etapa, ocorrem arredondamentos inerentes a aritmética de ponto flutuante utilizada pelo
computador. O acimulo desses pequenos erros produz variacdes numéricas muito reduzidas,

perceptiveis apenas nas ultimas casas decimais dos resultados apresentados.

Apesar dessas oscilacdes residuais, observa-se que os valores permanecem estiveis nas
primeiras casas decimais, preservando o comportamento previsto pela teoria. Dessa forma, os
resultados obtidos indicam que a construcdo implementada reproduz adequadamente proprie-
dades diferenciais cldssicas das ciclides de Dupin, permitindo visualizar experimentalmente a

constancia das curvaturas principais ao longo de suas respectivas linhas de curvatura.

Ao longo deste capitulo, a ciclide de Dupin foi analisada a partir de elementos da
Geometria Diferencial, tomando como ponto de partida sua parametrizagdo. A partir dela, foram
estudadas as curvas coordenadas, os vetores tangentes, o plano tangente, o vetor normal e as
formas fundamentais, estabelecendo uma base para a compreensao de propriedades locais da

superficie.

A Primeira Forma Fundamental permitiu interpretar a métrica induzida pela parame-
trizacdo, relacionando os coeficientes I, F' e G a medi¢do de comprimentos, angulos e dreas
sobre a ciclide. A Segunda Forma Fundamental, por sua vez, possibilitou analisar a variagao da
superficie em relacdo ao vetor normal, fornecendo os coeficientes necessdrios para o estudo das

curvaturas.

Com base nessas estruturas, foram examinadas a curvatura normal, a curvatura gaussiana,
a curvatura média, as curvaturas principais e as linhas de curvatura. Essas grandezas permitiram

observar que a geometria local da ciclide depende tanto da posi¢ao do ponto analisado quanto da



143

configuracdo global da superficie, determinada pelos parametros envolvidos em sua construgao.

As representacdes dinamicas desenvolvidas no GeoGebra contribuiram para tornar vi-
siveis aspectos diferenciais que, em uma abordagem exclusivamente algébrica, poderiam per-
manecer menos intuitivos. A variacao dos parametros e dos pontos sobre a superficie permitiu
acompanhar mudancgas nos vetores, nos planos tangentes, nas formas fundamentais e nas cur-
vaturas, aproximando o tratamento formal da Geometria Diferencial de uma leitura visual e

exploratdria.

Dessa forma, a andlise realizada neste capitulo complementa as constru¢cdes geométricas
apresentadas anteriormente e aprofunda a compreensao da ciclide de Dupin a partir de suas
propriedades locais. Os elementos diferenciais estudados fornecem também uma base para as
propostas didéticas apresentadas no capitulo seguinte, nas quais a exploracao visual, histérica e

dinamica das ciclides serd articulada a ampliagc@o da cultura geométrica do professor.
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5 AMPLIANDO A CULTURA GEOMETRICA DO PROFESSOR

Este capitulo apresenta um conjunto de atividades voltadas a ampliacao da cultura geomé-
trica do professor de Matemitica, a partir do estudo das ciclides de Dupin. As propostas articulam

Histdria da Matematica, geometria diferencial, visualizacdo dinamica e uso do GeoGebra 3D.

Nos capitulos anteriores, foram discutidos o desenvolvimento histérico das ciclides de
Dupin e os principais aspectos matematicos relacionados a essas superficies. A partir dessa base,
este capitulo organiza atividades que buscam aproximar o professor de conceitos geométricos
menos presentes na formagao inicial, sem exigir um tratamento formal completo de geometria

diferencial.

As atividades foram estruturadas de forma progressiva. A primeira propde uma leitura
guiada de trechos da obra de Charles Dupin, com foco na defini¢do das superficies ciclides,
na geracdo por esferas e nas linhas de curvatura circulares. A segunda utiliza construgdes
dinamicas no GeoGebra 3D para explorar superficies conhecidas, como esfera, cone, cilindro e
toro, observando familias de curvas sobre essas superficies. A terceira concentra-se nas ciclides

de Dupin, relacionando parametros, forma candnica, variacdes da superficie e curva focal.

A organizacdo das atividades procura mostrar como a tecnologia pode auxiliar na visuali-
zacgdo de conceitos geométricos € na interpretacdo de textos histdricos. Desse modo, o capitulo
contribui para integrar leitura histérica, andlise matematica e exploragao visual, oferecendo ao
professor um percurso de estudo sobre as ciclides de Dupin e suas relagdes com a geometria

diferencial.

5.1 Leitura guiada de um texto classico: as superficies ciclides em Charles Dupin

A primeira atividade proposta consiste na leitura orientada de um trecho da obra Appli-
cations de géométrie et de méchanique, publicada por Charles Dupin em 1822. A obra retine
estudos em que a geometria € mobilizada para tratar de questdes ligadas a marinha, as pontes
e estradas, a mecanica, a Optica e ao estudo das superficies, evidenciando uma concepgao de

geometria fortemente relacionada a compreensao de formas, movimentos e fendmenos fisicos.

Nesta atividade, serd apresentado ao professor participante um recorte do § III da IV*
Memodria, correspondente as paginas 200 a 207 da obra de Dupin. Nesse trecho, o autor introduz
propriedades das superficies ciclides, caracterizando-as como superficies cujas linhas de cur-
vatura sdo circulos, além de discutir sua geracdo por familias de esferas. Em particular, Dupin
afirma que basta sujeitar uma esfera de raio varidvel a tocar constantemente trés esferas fixas

para definir essas superficies.

A proposta consiste em disponibilizar, inicialmente, a pagina original em francés e, em
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seguida, sua traducdo para o portugués. Essa disposicao busca aproximar o professor do texto
histérico, sem exigir dominio prévio da lingua francesa ou formacao especializada em geometria
diferencial, a fim de favorecer uma leitura guiada das ideias geométricas presentes na obra
de Dupin, especialmente aquelas relacionadas as linhas de curvatura circulares, a geracao por

esferas e as condi¢des geométricas que caracterizam as ciclides.

Ap6s a leitura do material, serdo propostas questdes orientadoras, com a finalidade de
auxiliar o professor na identificacdo das ideias centrais do texto e na constru¢do de relacdes entre
o documento histdrico, os conceitos geométricos estudados anteriormente e as possibilidades
de visualizac¢do dinamica. Dessa forma, a atividade procura mostrar que um texto matematico
classico, quando mediado por traducdo, perguntas de leitura e recursos visuais, pode tornar-se

um instrumento de ampliagcdo da cultura geométrica do professor.

A seguir, sdo apresentados os recortes utilizados na atividade de leitura guiada, contendo

trechos selecionados da obra de Dupin, acompanhados de traduc¢@o para o portugués.



Dupin.

Recorte 1 — A defini¢gdo das superficies
ciclidas em Dupin

Trecho selecionado de Applications de
geometrie et de mechanique, IV? Memdria, § I,
p. 200-201.

§hL
Proprietés des surfaces cyclides , ainsi que des courbes et des
surfaces du second degré.

Avant de pousser plus loin I'examen des propriétés dont
Jouissent les rayons lumineux ou sonores, réfléchis par des sur-
faces, il est nécessaire d'exposer quelques principes de géomé-
trie générale , développés pour la premiére fois, dans notre
Mémoire sur le contact des cercles et des sphires (*).

(%) L'snalyse dev résultats de ce Méwmoire se trouve dans la Correspondunce pely
trchnigpue ; le Memoire méme n'a a CIE imprime.

ROUTES DE LA LUMIERE. am

Nous allons prouver, premiérement, qu'il existe une famille
de surfaces dont la propriété caractéristique est de n'avoir que
des cercles pour ligoes de plus grande et de moindre cour-
bure : c'est pourquoi nous appellerons cyelides ces surfaces.

Remarquons d'abord que la sphére est comprise dans cette
famille de surfaces, puisq systémes de cercles tracés
a angle droit sur elle, p t étre considérds ses li=
gnes de courbure. o~

Les surfaces de révolution , soit coniques, soil cylindriques
font encore partie de la famille que nous voulons étudier. En
eflet, elles ont pour lignes de courbure : d'une part des cercles
paralléles; de l'autre, des lignes droites méridiennes qu'on peut
regarder comme des cercles ayant un rayon infini. Il est d'ail-
leurs évident qu’ surface développable , autre que le cy-
lindre et le cone , ne saurait avoir de cercles pour lignes de
courbure ; parce que chaque point de l'aréte de rebroussement
de cette développable, doit étre un point de rebroussement pour
une des lignes de courbure, et que le cercle n'a pas de point de
rebroussement.

Pour que le cercle soit, sur une surface quelconque, une
ligne de courbure, il faut d'abord que les droites, menées nor-
malement i cette surface et de chaque point d'un tel cercle,
forment une surface développable; il faut, ensuite , que cette
surface développable ait elle-méme ce cercle pour ligne de
courbure. Par conséquent cette surface développable doit étre
un cone droit circulaire ayant ce cercle pour hase.

Ainsi les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont des
cercles , ont pour propriélé caractéristique, d'étre coupées
normalement,, suivant toute I'étendue de chaque cercle, par un
cdne droit circulaire.

Fonte: Dupin (1822, p. 200-201).
Tradugao do francés realizada com auxilio da
ferramenta de inteligéncia artificial Gemini e

revisada pela autora.

sHl.
Propriedades das superficies ciclidas, assim
como das curvas e das superficies do
segundo grau.

Antes de levar mais longe o exame das
propriedades das quais desfrutam os raios
luminosos ou  Sonoros, refletidos por
superficies, € necessdrio expor alguns
principios de geometria geral, desenvolvidos
pela primeira vez, em nossa Memdria sobre o
contato dos circulos e das esferas

Vamos provar, primeiramente, que existe uma
familia de superficies cuja propriedade
caracteristica € nao ter sendo circulos para
linhas de maior e de menor curvatura: € por
isso gue chamaremos ciclidas a essas
superficies,

MNoternos primeiramente que a esfera esta
compreendida nesta familia de superficies, ja
que dois sistemas de circulos tragados em
angulo reto sobre ela podem ser considerados
como suas linhas de curvatura.

As superficies de revolugdo, sejam conicas,
sejam cilindricas, fazem ainda parte da familia
que queremos estudar. Com efeito, elas tém
por linhas de curvatura: por um lado, circulos
paralelos; por outro, linhas retas meridianas
que se podem considerar como circulos tendo
um raio infinito. E, alids, evidente que nenhuma
superficie desenvolvivel, além do cilindro e do
cone, poderia ter circulos por linhas de
curvatura; porque cada ponto da aresta
cuspidal dessa superficie desenvolvivel deve ser
uma cuspide para uma das linhas de curvatura,
e o circulo ndo possui cuspide.

Para que o circulo seja, sobre uma superficie
qualguer, uma linha de curvatura, & preciso
primeiramente que as retas, tragadas
normalmente a essa superficie e de cada ponto
de tal circulo, formem uma superficie
desenvolvivel;, é preciso, em seguida, gque essa
superficie desenvolvivel tenha ela mesma esse
circulo por linha de curvatura, Por conseguinte,
essa superficie desenvolvivel deve ser um cone
reto circular tendo esse circulo por base.

Assim, as superficies cujas linhas de curvatura
sao todas circulos, tém por propriedade
caracteristica serem cortadas normalmente, ao
longo de toda a extensdo de cada circulo, por
um cone reto circular.

Fonte: Elaborado a partir de Dupin (1822, p. 200-201). Tradug¢do da autora.
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Figura 92 — Recorte 1 da atividade de leitura guiada sobre as superficies ciclides em Charles



das superficies ciclides.

Recorte 2 — Esferas méveis e a geragdo das
superficies ciclidas

Trecho selecionado de Applications de
geométrie et de mechanique, IV? Memdria, § 11,
p. 201-203

Prenons le sommet de chacun de ces cones, pour centre
d'une sphére sur laquelle ce cercle soit placé. La sphére ayant,
dans toute I'éiendue de ce cercle, les mémes normales que la
surface cherchée, aura mémes plans tangents.

Par conséquent , la surface générale dont toutes les lignes de
courhure sont des cercles , peut étre engendrée de deux maniéres
difféventes, par le mouvement d'une sphére dont le rayon varie
convenablement. La premiére géndration donnera les lignes
d'une courhure, la seconde génémtion donnera les lignes de
I'autre courbure des surfaces cyclides.

Cest ainsi qu'un cdne de révolution , par exemple, peut étre
engendré : premiirement , par une sphére dont le centre se meat
en ligne droite , tandis que son rayon croit ou décroit propor-

! al parcouru par ce centre: les lignes de
courbure produites par cetle géndration sont des cercles ; se-
condement, le méme céne de révolution peut étre engendré par
une sphére d'un rayon infini, ¢'est-i-dire, par un plan lequel
fasse constamment le méme angle avee l'axe du cone : les lignes
de conrbure produites par cetle seconde génération sont les
droites méridiennes qui servent d'arcle au cone.

Revenons an cas géndral. 1l faut ¢videmment que chaque
sphire de la premitre géné , S0it tangente & celles
de la seconde; puisque chaque ligne d'une courbure des cy-
clides , doit étre coupde par toutes celles de 'autre courbure
et qu'a chaque ligne de cette seconde courbure , appartient une
sphére de la seconde géndration.

Mais , si I'on se contente de prendre trois sphéres de la pre-
miére génération (¥), elles suffiront pour déterminer toutes

les sphires de la seconde. Il faut done qu'en prenant trois &
trois les premiéres sphéres , et déterminant toules les secondes
d'apris cette simple donnée , les les sphéres soient con-
stamument les mé Par 2 , €'est la possibilité ou
Uim possibilité de cette identité qui, seule, peut montrer s'il exisle
ou non d'autres surfaces que la sphére , le cone et le cylindre
de révolution, qui nsient que des cercles pour lignes de
courbure. -

Fonte: Dupin (1822, p. 201-203).
Tradugao do francés realizada com auxilio da
ferramenta de inteligéncia artificial Cemini e

revisada pela autora.

Tomemeos o vértice de cada um desses cones,
por centro de uma esfera sobre a qual esse
circulo esteja colocado. A esfera tendo, em
toda a extensdao desse circulo, as mesmas
normais que a superficie procurada, terd os
mesmos planos tangentes.

Por conseguinte, a superficie geral cujas linhas
de curvatura sao todas circulos, pode ser
gerada de duas maneiras diferentes, pelo
movimento de uma esfera cujo raio varia
convenientemente. A primeira geracao dara as
linhas de uma curvatura, a segunda geragao
dara as linhas da outra curvatura das
superficies ciclidas.

E assim gque um cone de revolucdo, por
exemplo, pode ser gerado: primeiramente, por
uma esfera cujo centro se move em linha reta,
enquanto 0 seu raio cresce ou decresce
proporcionalmente ao espaco percorrido por
esse centro: as linhas de curvatura produzidas
por essa geracao sao circulos; segundamente,
o mesmo cone de revolugdo pode ser gerado
por uma esfera de um raio infinito, isto &, por
um plano que faga constantemente o mesmo
angulo com o eixo do cone: as linhas de
curvatura produzidas por essa segunda
geracdo sao as retas meridianas que servem
de aresta ao cone.

Voltermos ao caso geral. E evidentemente
necessario que cada esfera da primeira
geracao seja tangente a todas as da segunda;
j@ que cada linha de uma curvatura das
ciclidas dewve ser cortada por todas as da outra
curvatura, e que a cada linha desta segunda
curvatura pertence uma esfera da segunda
geracao.

Mas, se nos contentarmos em tomar trés
esferas da primeira geracao (%), elas bastarao
para determinar todas as esferas da segunda.
E preciso, portanto, que ao tomar trés a trés as
primeiras esferas, e determinando todas as
segundas de acordo com este simples dado, as
segundas esferas sejam constantemente as
mesmas. Por conseguinte, & a possibilidade ou
a impossibilidade desta identidade que,
sozinha, pode mostrar se existern ou nao
outras superficies além da esfera, do cone e do
cilindro de revolucao, gue nao tenham sendo
circulos como linhas de curvatura.

Fonte: Elaborado a partir de Dupin (1822, p. 201-203). Traducio da autora.
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Figura 93 — Recorte 2 da atividade de leitura guiada sobre as esferas moveis e a geracao
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Figura 94 — Recorte 3 da atividade de leitura guiada sobre trés esferas fixas, pontos de
contato e reta diretriz.

Virmos que duas esferas de uma geracgao diferente

Recorte 3 — Trés esferas fixas, pontos de se tocam em um ponto colocado sobre a

contato e reta diretriz superficie ciclida, Quando uma esfera da segunda

geracdo € determinada pela condicdo de ser

Trecho selecionado de Applications de tangente a trés das primeiras esferas, tém-se trés
géomeétrie et de méchanique, IV? Memdria, § Il pontos de contato. Estes trés pontos pertencem a
p.203-204 ciclida; eles estdo colocados sobre um mesmo

circulo, linha de curvatura. Por conseguinte, eles
determinam completamente esse circulo,

Nous avons ‘“‘l'-'”d_"-“ sphéres d'une génération fjm"-"“:"‘l'n Tracemos um plano por esses trés pontos de

a® _““’d”‘l‘f “'d:'; posat T':l"“’_ sur la ‘“'{‘3’, cyclide. l‘°":' contato; ele cortara a esfera geratriz segundo o
2 T : t déte : : :

qrapen a b G AMERTIIHICG | pAr. I8 circulo linha de curvatura de gue falamos; ele

condition d'étre tangente o trois des premiéres sphires, on a B . .
trois points de contact. Ces trois points apparticonent i la cy- cortara cada uma das tres esferas fixas, segundo

clyde; ils sont placés sur un méme cercle, ligne de courhure. um circulo particular.

Par conséquent, ils déterminent complétement ce cercle.
Menons un plan par ces trois points de contact; il coupera

la sphére génératrice suivant le cercle ligne de courhure dont

5 2 . ; tangente a esfera sobre a qual este circulo esta
nous parlons ; il coupera chacune des trois sphéres fixes, sui- 8 ; 4
s colocado. Para ter os eixos destes quatro cones,
vant un cercle particulier.

Regardons chacun des quatre cercles ainsi déterminds, comme sera preciso do centro de cada esfera, tragcar uma
la base d'un cdne droit tangent i la sphére sur laquelle ce corcle perpendicular ao plano comum das quatro bases.
est placé. Pour avoir les axes de ces quatre cooes, il faudra du Assim, os quatro eixos serdo paralelos entre si.
centre de chaque sphére , mener une perpendiculaire au plan L
commun des quatre bases. Ainsi les quatre axes seront paral- No ponto de contato da primeira esfera com cada
liles entr'enx. uma das trés outras, dois dos quatro cones

Au point de de la premiére sphire avec des estarao igualmente em contato. Logo o cone
trois autres , deux duqmr.re cines semntpluillememw con- circunscrito & primeira esfera € tocado, em um
tact. Done ” cdne circonscrit a la premiére sphére est touché , ponto diferente, por cada um dos trés outros
en un point différent, par chacun des trois autres cones. cones.

Or, deux cines de révolution qui ont !aun axes paralléles,
et qui se touchent en un point, sont né blabl Ora, dois cones de revolugdo que tém os seus
En effet le méme plan , tangent i ces deux cdnes, fait un méme eixos paralelos, e que se tocam em UM ponto, sao
angle avec les deux axes. necessariamente semelhantes. Com efeito, o

Ainsi les quatre cdnes que nous considérons sont semblables mesmo plang, tangente a estes dois cones, faz um
entreux, Lusegmerm spbérlqus qu'ils circonscrivent sont, par mesmo angulo com os dois eixos.

équent, d'un propor 1 & celui des sphéres dont
Il-! font partie. Done les bases de ces segments, lesquelles sont Assim, os guatro cones gue consideramos sao
aussi les hases des cones circonscrits, sont éloignées respecti- semelhantes entre si. Os segmentos esféricos que
vement du centre de la sphére qui leur appartient, de quantités eles circunscrevem sdo, por conseguinte, de um
proportionnelles aux rayons de ces mémes sphéres. volume proporcional ao das esferas das guais
Menons, dans le plan des trois sphéres fixes , une droite dont fazem parte, Logo, as bases destes segmentos, as
i quais sdo também as bases dos cones

les dist a ces soient prog aux rayons
des mémes sphéres. Tout plan med par cette droite, inter- circunscritos, estao distanciadas respectivamente
do centro da esfera que l|hes pertence, de

ceptera sur elles, des segments proportionnels i leur volume;
et nulle autre droite ne pourra jouir d'une telle propriété. 5 : : )

Ainsi les trois points de contact de la sphére génératrice quantidades proporcionais aos raios destas
avec les trois sphéres fixes , déterminent un plan particulier, mesmas esferas.

lequel passe toujours par la droite unique dont nous parlons ,
et que nous appellerons droite directrice.

Consideremos cada um dos guatro circulos assim
determinados como a base de um cone reto

Tracemos, no plano das trés esferas fixas, uma
reta cujas distancias a estes centros sejam
proporcionais aos raios das mesmas esferas. Todo
planc tragado por esta reta interceptara sobre
elas, segmentos proporcionais ac seu volume; e
nenhuma outra reta poderd desfrutar de tal
propriedade.

Assim os trés pontos de contato da esfera geratriz
[ls] 5 esfer i d inam um pla
Traducdo do francés realizada com auxilio da mies e as fixas determinam Plenn

ferramenta de inteligéncia artificial Gemini e particular, o qual passa sempre pela reta unica de
revisada pela autora. que falamos, e que chamaremos reta diretriz.

Fonte: Dupin (1822, p. 203-204),

Fonte: Elaborado a partir de Dupin (1822, p. 203-204). Tradug¢ao da autora.



planas e circulares.

Recorte 4 — Linhas de segunda curvatura
planas e circulares.

Trecho selecionado de Applications de
geométrie et de mechanique, IV? Memdria, § 11,
p. 204-205

Toutes les tangentes aux cercles de courbure tracés sur les
sphéres génératrices, par ces plans coupants , passeront évidem-
ment par Ja méme droite que tous ces plans ou elles se trou-
vent respectivement placées. Parmi ces diverses tangentes,
celles qui partent des divers points d'une ligne de seconde cour-
bure , formeront par cela méme une surface développable.

Mais une surface développable dont les arétes rectilignes doi-
vent toutes passer par une droite directrice , ne peut étre qu'un
plan ou un céne. Si elle était un plnrl ce pl.ln passant per la
droitedirectrice, serait un de ceux qui conti lespr
ligues de courbure. Alors les secondes lignes de courbure, loin
de couper les premibres & angle droit, se confondraient partout
avec elles. Il suit de la que les tangentes aux lignes de premiére

courbure , menées par chacun des points d'une ligne de seconde
courbure , forment un cone.

Considérons, maintenant, la suite des points de contact des
sphéres génératrices avec une des sphéres fixes. Ces points for-
ment nécessairement , pour l'enveloppe des sphéres généra-
trices, une seconde ligne de courbure; puisque les normales

om i l'enveloppe et i chaque sphére fixe , forment une
surface développable conique.

Donc la ligne de seconde courbure , tracée sur chacune des
trois sphéres lixes, a pour normales, des droites formant un cine.
Nous démontrerons que cette ligne doit éire plane et circulaire.

Deux des trois cercles de seconde courbure étant détermi-
nés chacun sur une sphére fixe, ces deux cercles sn.fl'irom pour
déterminer la position de chaque sphére génératrice; et, par
suite la surface enveloppe de toutes ces aphém geénératrices.

Il est évident que les trois sphéres fixes sont symétriques
par rapport au plan mené par leurs trois centres, Par consé-
quent , 1, les sphéres génétratrices sont disposées symétrique-
ment, au-dessus et au-dessous de ce plan; 2", toute ‘sphére
ayant son centre sur ce plan, et touchant deux des sphéres
geéndratrices au-dessus du méme plan, en touchera pareillement
deux autres au-dessous.

Fonte: Dupin 1822, p. 204-205).
Tradugao do francés realizada com auxilio da
ferramenta de inteligéncia artificial Gemini e

revisada pela autora.

Todas as tangentes aos circulos de curvatura
tracados sobre as esferas geratrizes, por estes
planos secantes, passardo evidentemente pela
mesma reta que todos estes planos onde elas se
encontram respectivamente colocadas. Entre
estas diversas tangentes, aguelas que partem
dos diversos pontos de uma linha de segunda
curvatura formardo, por isso mesmo, uma
superficie desenvolvivel.

Mas uma superficie desenvolvivel cujas arestas
retilineas devem todas passar por uma reta
diretriz, ndo pode ser sendo um plano ou um
cone, Se ela fosse um plano, este plano
passando pela reta diretriz, seria um daqueles
que contém as primeiras linhas de curvatura.
Entao as segundas linhas de curvatura, longe de
cortarem as primeiras em angulo reto, se
confundiriam por toda a parte com elas. Segue-
se dai que as tangentes as linhas de primeira
curvatura, tragadas por cada um dos pontos de
uma linha de segunda curvatura, formam um
cone,

Consideremos, agora, a sucessao dos pontos de
contato das esferas geratrizes com uma das
esferas fixas. Estes pontos formam
necessariamente, para a envoltdria das esferas
geratrizes, uma segunda linha de curvatura; ja
que as normais comuns a envoltdria e a cada
esfera fixa, formam uma superficie desenvolvivel
cénica.

Logo a linha de segunda curvatura, tragada
sobre cada uma das trés esferas fixas, tem por
normais, retas formando um cone. Nos
demonstraremos que esta linha deve ser plana e
circular.

Dois dos trés circulos de segunda curvatura
sendo determinados cada um sobre uma esfera
fixa, estes dois circulos bastarao para determinar
a posicdo de cada esfera geratriz; e, por
conseguinte a superficie envoltdria de todas
estas esferas geratrizes.

E evidente que as trés esferas fixas sdo
simétricas em relacao ac plano tracado pelos
seus trés centros. Por conseguinte, 1°. as esferas
geratrizes estao dispostas simetricamente,
acima e abaixo deste plang; 2°. toda esfera tendo
o seu centro sobre este plano, e tocando duas
das esferas geratrizes acima do mesmo plano,
tocara igualmente duas outras abaixo.

Fonte: Elaborado a partir de Dupin (1822, p. 204-205). Traducio da autora.
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Figura 95 — Recorte 4 da atividade de leitura guiada sobre linhas de segunda curvatura
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Figura 96 — Recorte 5 da atividade de leitura guiada sobre as condicoes definitivas da

geracao das ciclides.

Recorte 5 — Condicdes definitivas da geracido
das ciclidas.

Trecho selecionado de Applications de
geométrie et de mechanique, IV? Memdria, § 11,
p. 205-207

Déterminons une nouvelle sphére fixe touchant ainsi quatre
des sphéres génératrices précédemment déterminées. Nous
pourrons remplacer par celte nouvelle sphére une des trois
anciennes. Les deux autres, conservant quatre points de contact
avec quatre sphéres génératrices mppméu rester les mému ,
auront chacune méme cercle de contact avec l'en

nouvelle sphére fixe, & la place d'une des trois anciennes. Dooc,
enfin, la méme surface enveloppe peut étre produi

infinité de nouvelles sphéres dont ck s0iL t

les sphéres génératrices, et dont chacune produise un cercle
pour ligue de seconde courbure de cette enveloppe.

Ainsi , premi¢rement , il est possible de trouver d'autres sur-
faces que la sphire, le eylindre et le cone de révolution , qui
“w'aient que des cercles pour lignes de courbure § secondement,
il suffira, pour définir ces surfaces cyclides, d'assujettic une
sphire, variable de rayon, a louc[’u:r constamment trois sphéres
fixes quel 3 troisié t,il n’y a pas de génération

pussdsle qui prodmse d'autres surfaces de la méme famille.

Les lignes lieux des centres de conrbure des surfaces cyclides
ont des propriéiés remarquables : nous allons exposer celles qui
peuvent éire applicables au sujet que nous traitons.

Nous avons vu que les centres des sphéres lixes sont tous si-
tués dans un méme plan. Nous eussions pu prendre pour géné-
ratrices les sphéres que nous avons appelées lixes ; et, récipro-
quement , prendre pour lixes celles ue nous avons regardées
comme génératrices. Donc les sphéres de chaque génération
ont leurs centres placds dans un plan particulier unique : il est
facile de voir que ces deux plans doivent se couper 4 angle droit.

La surface cyclide est , comme nous l'avons vu , syméirique
par rapport au premier de ces plans; elle l'est aux mémes ti-
tres par rapport au second. Or, quand uoe surface est symé-
trigue par rappart a deux plans , il faut nécessairement que
ces plans se coupent & angle droit (*).

Pour distinguer les deux manié -.—.-dengendrer la surfacecg-
clide par les intersecti ves de spl en

ri #

nous appellerons les sphéres d'une genérahuu premigres sphis-
res , et celles de I'antre génération secondes sphires.

Fonte: Dupin (1822, p. 205-207).
Tradugao do francés realizada corn auxilio da
ferramenta de inteligéncia artificial Gemini e

revisada pela autora.

Determinernos uma nova esfera fixa tocando
assim  quatro das esferas  geratrizes
precedentemente determinadas. Poderemos
substituir por esta nova esfera uma das trés
antigas. As duas outras, conservando quatro
pontos de contato com quatro esferas
geratrizes supostas permanecerem  as
mesmas, terdo cada uma o mesmo circulo de
contato com a envoltéria bem como com
todas as esferas geratrizes. Por conseguinte,
esta superficie envoltéria ndo terd mudado
pela substituicao da nova esfera fixa, no lugar
de uma das trés antigas. Logo, enfim, a
mesma superficie envoltdria pode ser
produzida por uma infinidade de novas
esferas, das quais cada uma seja tangente a
todas as esferas geratrizes, e das quais cada
uma produza um circulo como linha de
segunda curvatura desta envoltoria.

Assim, primeiramente, & possivel encontrar
outras superficies além da esfera, do cilindro e
do cone de revolugdo, gue ndo tenham sendo
circulos  como  linhas de  curvatura;
segundamente, bastara, para definir estas
superficies ciclidas, sujeitar uma esfera,
variavel de raio, a tocar constantemente trés
esferas fixas quaisquer; terceiramente, nao ha
geracao possivel gue produza outras
superficies da mesma familia.

As linhas lugares dos centros de curvatura das
superficies ciclidas tém  propriedades
notaveis: vamos expor aguelas que podem ser
aplicaveis ao assunto que tratamos.,

Vimos gue os centros das esferas fixas estéo
todos situados num mesmo plano. Nos
poderiamos ter tomado por geratrizes as
esferas  que chamamos de fixas, g
reciprocamente, tomado por fixas aquelas
que consideramos como geratrizes. Logo, as
esferas de cada geracdo tém os seus centros
colocados num plano particular Unico: é facil
de ver gue estes dois planos devem se cortar
em angulo reto.

Para distinguir as duas maneiras de gerar a
superficie ciclida pelas interseces sucessivas
de esferas envolvidas chamaremos as esferas
de uma geragdo primeiras esferas, e as da
outra geracdo segundas esferas.

Fonte: Elaborado a partir de Dupin (1822, p. 205-207). Tradug¢ao da autora.
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Ap6s a leitura dos cinco recortes selecionados, propde-se uma etapa de interpretacao
orientada. As questdes a seguir auxiliam na identificacdo das ideias geométricas centrais do texto
de Dupin e favorecem a articulacio entre leitura histérica, compreensao conceitual e formagao
geométrica do professor.

Figura 97 — Questoes orientadoras da leitura dos recortes selecionados da obra de Dupin.

Questodes orientadoras da leitura

Apds a leitura dos recorles saelecionados da obra de Charles Dupin, responda as
questies 3 Seguir.

As perguntas ém como finalidade auxiliar a identificacde dac deias geomatrnicas
centrais do texto, relacionando a definigdo das superficies ciclidas, a geragBo por esferas e
as condicdes apresentadas por Dupin para a construc3o dessas superficies.

Sobre o Recorte 1 — A definigao das superficies ciclidas em Dupin
1. Como Dupin caractenza as superficies cichdas nesse trecho?

2 O que significa dizer que uma superficie possul linhas de maior e de menor
curvatura formadas por circubos?

I Por que a esfera, o cone & a cilindro de revolucio aparecem coma exemplas iniciais
dessa familia de superficies?

Sobre o Recorte 2 — Esferas moveis & a geragio das superficws ciclidas
£ Como Dupin relaciona as superficies ciclidas ao movirmento de esferas?

5. O gue significa afirmar que uma superficie pode ser gerada por uma esfera cujo
raio varia comsenientements?

6 De que maneira essa ideia de geracho por esferas pode ajudar na visualizaglo das
ciclides?

Fonte: Elaboracao prépria.
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Figura 98 — Continuacao das questoes orientadoras da leitura dos recortes selecionados da
obra de Dupin.

Questoes orientadoras da leitura

Sobre o Recarte 3 — Trés eaferas fixas, pontes de contats & rets diretriz
7. Qual & o papel das trés esferas fixas na construcao descrita por Dupin?

B. Por que os trés pontos de contato entre as esferas s30 importantes para determinar
o circule inha dea curvatura?

9. O que vocé compreende pela ideia de "reta diretriz” apresentada nesse trecha?

Sobre o Recorte & — Linhas de segunda curvatura planas e circulares

0. Como os pontos de coniato das esferas gerairizes com uma esfera fika se
relacionam com as linhas de segunda curvatura?

1. Por gue & importante observar que essas linhas s3o planas e circulares?

Sobre a Recorte 5 — Condigées definitivas da geracio das ciclidas

12, Quais 530 as condigoes apresentadas por Dupin para a geragao das superficies
ciclidas?

13, Por que a condicao de uma esfera vanavel tocar constantemente trés esferas fcas
pode ser considerada central para compreender as cichdes de Dupin?

14, Depors da letura dos cinco recortes, como voce explicana, oom suas proprias
palavras, o gue ¢ uma superficie ciclida?

Questio-sintess

15, Apos a leitura dos recortes sslecionados, de gue maneira esse contato com wm
exto classico de Geometna Diferencial contribuiu para sua percepcdo sobre as
superficies ciclidas e sobre a propria formagho geométrica de professor de
BMatematica?

Fonte: Elaboragéo prépria.
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5.2 Visualizando superficies e linhas de curvatura no GeoGebra

A segunda atividade propde uma exploragdo visual de superficies no ambiente GeoGebra
3D, tomando como ponto de partida a leitura realizada na atividade anterior. Nos recortes
selecionados da obra de Dupin, aparecem superficies como a esfera, o cone e o cilindro de
revolucdo, associadas a ideia de linhas de curvatura circulares. A partir dessa referéncia, a
atividade busca favorecer a observagdo de familias de curvas sobre superficies, aproximando o

professor de uma leitura geométrica mais visual e dinamica.

Nesta etapa, o professor participante é convidado a acessar constru¢des previamente
elaboradas no GeoGebra, observando superficies conhecidas e identificando nelas curvas geradas
pela variacao de parametros. O foco estd na percep¢ao das linhas que estruturam a superficie,
como paralelos, meridianos e circunferéncias obtidas por cortes ou por curvas coordenadas. Essa
observacgdo prepara o caminho para a compreensao das ciclides de Dupin, nas quais as linhas de

curvatura possuem papel central.

A proposta privilegia uma aproximagdo inicial com a geometria das superficies por
meio da visualizac@o, da observagao e da comparacgao entre diferentes formas. Desse modo, o
GeoGebra € utilizado como recurso para ampliar a percep¢do geométrica e favorecer a construgdo

de significados a partir de objetos tridimensionais.

Encaminhamento da atividade

Inicialmente, o professor participante deve acessar as constru¢des no GeoGebra 3D
correspondentes a esfera, ao cilindro, ao cone e ao toro. Durante a exploracdo, o professor
deve identificar quais curvas permanecem circulares, quais podem ser interpretadas como retas
geratrizes e de que maneira essas curvas ajudam a compreender a forma da superficie. Em
seguida, deve comparar as superficies observadas, relacionando-as com a leitura realizada na

atividade anterior.
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Figura 99 — Construcoes dinamicas no GeoGebra 3D para exploracao de superficies e
familias de curvas.

Construcoes dinamicas no GeoGebra

Acesse os QR Codes para observar, no GeoGebra 3D, animacdes das familias de curvas destacadas
sobre cada superficie. Em cada construcdo, um ponto mavel percorre a superficie e determina
curvas associadas a ele, permitindo visualizar como essas curvas organizam geometricamente a
esfera, o cone, o cilindro e o toro.

Esfera

A animacao apresenta duas familias de circulos sobre
a superficie: uma associada aos paralelos e outra aos
meridianos

A4 visualizacdo permite observar como E
5535 curvas permanecem sobre a
esfera e se intersectam ao longo da
superficie.

Cone

A construcao destaca circulos paralelos a base e retas
geratrizes associadas ao ponto movel.

A animacdo permite observar como
€s55as Curvas percorrem © cone e
ajudam a compreender sua estrutura
geométrica.

Cilindro

A animacao evidencia circulos horizontais e retas
geratrizes sobre a superficie cilindrica. -E
X

Essas duas familias de curvas permitem
relacionar o cilindro a discussdo feita
por Dupin sobre superficies com linhas
circulares e retas interpretadas como
circulos de raio infinito.

Toro

A construcdo apresenta curvas coordenadas
associadas a parametrizacdo do toro.

A animacao permite observar como
5535 curvas percorrem a superficie e
como a variacao dos parametros
organiza geometricamente o objeto.

Fonte: construcoes elaboradas pela autora no GeoCebra 30

Fonte: Construcdes elaboradas pela autora no GeoGebra 3D.
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Apés acessar as construgdes dindmicas no GeoGebra 3D, propde-se uma etapa de
exploracdo orientada. As questdes a seguir auxiliam na observagdo das familias de curvas
destacadas na esfera, no cone, no cilindro e no toro, relacionando a visualiza¢ao dindmica ao

estudo das linhas de curvatura e a leitura realizada anteriormente na obra de Dupin.

Figura 100 — Questoes orientadoras da exploracio dindmica das superficies no GeoGebra
3D.

Questoes orientadoras da exploragao dindmica

Apos acessar as construcdes dinamicas no GeoGebra 3D, observe as animacoes de
cada superficie e responda as questdes a seguir.

As perguntas tém como finalidade orientar a analise das familias de curvas destacadas
na esfera, no cone, no cilindro & no toro, relacionando a visualizacdo dinamica ao
estudo das linhas de curvatura e a leitura realizada anteriormente na obra de Dupin.

Sobre a esfera

1. Na esfera, as duas familias de curvas destacadas podem ser interpretadas como circulos
tracados em diregdes distintas. Como essa visualizagdo ajuda a compreender a afirmagao de
Dupin de que a esfera pertence & familia das superficies cujas linhas de curvatura sdo
circulares?

2. Ao observar a animacao, que papel o pento movel desempenha na percepcao dessas
familias de curvas sobre a superficie?

Sobre o cone e o cilindro
3. Dupin considera o cone e o cilindro de revolugdo como superficies pertencentes a

familia estudada por ele. A partir das animacbes, como € possivel justificar essa
inclusac?

4, Nas constructes do cone e do cilindro, aparecem circulos e retas geratrizes. Em
gue sentido essas retas podem ser relacionadas 3 ideia de circulos de raio infinito
mencionada por Dupin?

5. Que semelhancas e diferencas podem ser observadas entre a organizacdo das
curvas no cone e no cilindro?

Fonte: Elaboracio prépria.
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Figura 101 — Continuacio das questoes orientadoras da explora¢ao dinimica das superfi-
cies no GeoGebra 3D.

Questoes orientadoras da explorag¢ao dinadmica

Sobre o toro

6. No toro, as curvas destacadas estdo associadas a sua parametrizacdo. Como a
animacdo permite perceber que a superficie pode ser compreendida a partir da
variacdo de dois parametros?

7. Comparando o toro com a esfera, o cone e o cilindro, que diferencas aparecem na
forma comeo as familias de curvas se organizam sobre a superficie?

Questdes de articulagido

8. De que maneira as construcbes dinamicas ajudam a tornar visiveis ideias gue, no
texto de Dupin, aparecem principalmente por meio de argumentacio geométrica
escrita?

9. Que limites a visualizacdo dinamica apresenta? Em outras palavras, o que o
GeoGebra ajuda a perceber, mas nao substitui em relacdo a compreensido
matematica do conceito?

10. Pensando na formacédo de professores, como essa atividade pode contribuir para
ampliar a cultura geomeétrica sem exigir, necessariamente, um tratamento formal
completo de Geometria Diferencial?

Fonte: Elaboragdo prépria.
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5.2.1 Parametros, forma canonica e curva focal da ciclide de Dupin no GeoGebra

A terceira atividade propde a exploragcdo dindmica de uma construcao da ciclide de Dupin
no GeoGebra 3D, com énfase na relacio entre os parametros da superficie, sua forma candnica e
a curva focal associada. Ap6s a leitura orientada de trechos da obra de Dupin e a visualizacdo de
curvas em superficies como esfera, cone, cilindro e toro, esta atividade direciona a aten¢do para

a ciclide propriamente dita.

Na construcao, sdo destacados os parametros b, c e d, enquanto o valor de a é obtido

automaticamente pela relagdo

a=Vb®+ 2.

A partir desses valores, 0 GeoGebra apresenta a equacao da ciclide na forma candnica, a
parametrizacdo da superficie e a equagdo da elipse focal correspondente. Desse modo, o professor
participante pode observar como os elementos algébricos presentes nas equacoes se relacionam

com a forma geométrica da superficie representada no ambiente tridimensional.

A atividade busca articular visualiza¢do dinamica e linguagem algébrica, favorecendo a
compreensao da ciclide como um objeto geométrico organizado por parametros. Ao modificar
os valores disponiveis na construcio, o professor pode acompanhar alteracdes na superficie e na
curva focal destacada, analisando como essas mudancgas contribuem para interpretar diferentes

configuracdes da ciclide de Dupin.

As denominagdes adotadas para as configuracdes morfoldgicas das ciclides de Dupin
possuem cardter descritivo e didético, sendo utilizadas para organizar visualmente as formas
obtidas nas construcdes dindmicas. Neste trabalho, serdo consideradas as seguintes configuragdes:
ciclide em anel, ciclide em chifre, ciclide em fuso, toro, ciclide em anel critico e ciclide em fuso

interno.

Desse modo, a constru¢do no GeoGebra atua como um recurso de mediacdo entre a
formulagdo matematica e a percepcao visual da superficie. A proposta permite retomar aspectos
discutidos anteriormente, como a geragao das superficies ciclides, a presenga de curvas associadas
a sua estrutura e a importancia das representacdes dinamicas para a ampliacdo da cultura

geométrica do professor.
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Figura 102 — Atividade 3: variacoes da ciclide de Dupin obtidas na construcio dinimica
no GeoGebra 3D.

Variagoes da ciclide de Dupin

As imagens apresentam diferentes configuragées da ciclide de Dupin obtidas pela variagdo dos
parametros da construgdo dindmica no GeoGebra 3D. Em cada representagdo, destaca-se em
vermelho a curva focal associada a superficie.

Ciclide em anel Ciclide em chifre

Exploragdo no GeoGebra 3D
Acesse a construgdo no GeoGebra 3D e observe como a alteragdo dos parametros
-

meodifica a forma da superficie.

Compare as imagens apresentadas nesta pagina com as formas obtidas na construcao.
Observe a forma geral da superficie, a abertura central, as simetrias, o comportamento
da curva destacada em vermelho e as mudangas provocadas pela variagdo dos

parametros.

Fonte: construcdes elaboradas pela autora no GeoGebra 3D.

Fonte: Construcdes elaboradas pela autora no GeoGebra 3D.
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Figura 103 — Atividade 3: questoes orientadoras da exploracio dinimica das variacoes da
ciclide de Dupin.

Questoes orientadoras da exploracao dinamica

Apos acessar a construgao no GeoGebra 3D, observe as diferentes configuragées da
ciclide de Dupin e responda as questdes a seguir.

As perguntas tém como finalidade orientar a analise da relacdo entre os parametros da
construgao, a forma da superficie, a forma candnica e a curva focal destacada em
vermelho.

Sobre os parametros e as variagdes da ciclide

1. Na construgdo, modifique os pardmetros ¢ e d e observe a forma assumida pela
superficie. O que acontece quando ¢ < d < a? Que configuragdo da ciclide aparece
nesse caso?

2. Mantendo ¢ < d, ajuste o valor de d até que d = a. Que mudanca ocorre na
superficie? Como essa configuracao se relaciona com a ciclide em anel critico?

3.Agora aumente o valor de d de modo que ¢ < a <d. O que acontece com a
superficie quando d ultrapassa o valor de a?

4, Agora ajuste os parametros de modo que ¢ =d < a. O que acontece com a forma
da ciclide nesse caso?

5. Considere agora a situacdo em que 0 < d < ¢ < a. Que configuragdo aparece?
Como a abertura central e a forma geral da superficie diferem do caso em anel?

6. Faga d = 0, mantendo ¢ > 0. Que configuragao aparece? O que muda em relacéo

ao caso anterior?

7. Agora ajuste c = 0, mantendo 0 < d < a. Que configuragdo aparece na
construgao? Como essa superficie se diferencia das demais variagdes observadas?

8. Compare as situacéesc<d<a,d=a,c=d<ae0=<d=<c<a. Quediferencas
podem ser observadas na abertura central e na forma global da superficie?

9. Compare oscasos 0 <d<c<aed-=0 comc >0. Que mudangas podem ser
percebidas na superficie? Em que sentido a configuragcdo com d = 0 pode ser vista
como um caso particular da ciclide em fuso?

'10. A partir das exploracgoes anteriores, complete a sintese abaixo:

Quando c < d < a, a ciclide assume a forma de

Quando d = a, a ciclide assume a forma de

Quando ¢ < a < d, a ciclide assume a forma de

Quando c=d < a, a ciclide assume a forma de

'Quando 0 <d < c < a, a ciclide assume a forma de

Quandod =0ec >0, aciclide assume a forma de

Quandoc=0e0<d<a aciclide assume a forma de

Fonte: Elaboracdo prépria.
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Figura 104 — Atividade 3: continuacao das questoes orientadoras da exploracao dinamica
das variacoes da ciclide de Dupin.

Questoes orientadoras da exploracao dinamica

Sobre a forma candnica

1. Observe a equacgdo da ciclide apresentada na construcdo. De que maneira os
parametros a, b, ¢ e d aparecem na forma canénica da superficie?

12. Ao alterar os parametros ¢ e d, quais termos da equacao se modificam?

13. Como a visualizagdo dindmica ajuda a relacionar os valores numéricos da equacgéo
com a forma geométrica da superficie?

14. Que vantagens existem em observar, ao mesmo tempo, a equacgédo da ciclide e sua
representagao tridimensional ?

Sobre a curva focal

15. Em cada configuracao, observe a curva destacada em vermelho. Como sua forma e
sua posicao se modificam quando os parametros sao alterados?

16. Que relagaoc pode ser percebida entre a curva focal destacada e a forma assumida
pela ciclide?

17. A curva focal apresentada na construgdo pode ser descrita por uma equacdo do
tipo

2
.
b2
Observando os valores de a e b, em quais situagdes essa curva se apresenta como
uma elipse mais alongada?

|- =1

18. O que acontece com a curva focal quando ¢ = 07

19. Sabendo que

a— vVb?+el

o gue ocorre com o valor de @ quando ¢ = 0?

20. Substituindo essa relagdo na equagao

qual curva é obtida quando a = b?

21. Como essa observacdo ajuda a compreender o toro como um caso particular da
ciclide de Dupin?

Fonte: Elaboracdo prépria.
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Figura 105 — Atividade 3: continuacao das questoes orientadoras da exploracao dinamica
das variacoes da ciclide de Dupin.

Questodes orientadoras da exploraciao dinamica

Questdes de articulacio
22. Comparando esta atividade com a leitura dos recortes de Dupin, de gque maneira a
construgdo dinadmica ajuda a visualizar ideias que, no texto histdrico, aparecem por

meio de argumentacdo geomeétrica?

23. De que modo a analise dos parametros, da forma candnica e da curva focal amplia
a compreensdo da ciclide de Dupin?

24. Pensando na formacdo de professores, como essa atividade pode contribuir para
aproximar visualizacdo geométrica, linguagem algébrica e Histéria da Matematica?

Questao-sintese

25. Apds explorar a construcdo, escreva um breve comentario explicando como a
variacdo dos parametros ¢ e d permite compreender as diferentes configuracdes da

ciclide de Dupin e o comportamento de sua curva focal.

Fonte: Elaboracao prépria.

As atividades apresentadas neste capitulo foram organizadas de modo progressivo,
partindo da leitura de um texto classico de Charles Dupin, passando pela visualiza¢do dindmica
de superficies no GeoGebra 3D e chegando a exploragao dos parametros, da forma canonica e

da curva focal da ciclide de Dupin.

A primeira atividade buscou aproximar o professor de uma fonte histérica, favorecendo
a leitura orientada de ideias geométricas presentes na obra de Dupin. A segunda propds a obser-
vagdo de superficies mais familiares, como esfera, cone, cilindro e toro, destacando a presenga
de curvas sobre superficies e preparando a visualizagdo das ciclides. A terceira concentrou-se
na exploracdo dinamica da ciclide de Dupin, relacionando parametros, equagdes, curva focal e

diferentes configuracdes morfoldgicas obtidas no GeoGebra.

Desse modo, o capitulo articula Histéria da Matemaética, visualizagdo geométrica, lin-
guagem algébrica e tecnologia digital. As atividades nao t€ém como finalidade desenvolver
formalmente toda a teoria das ciclides de Dupin, mas oferecer ao professor uma possibilidade
de aproximagdo com esse objeto matematico por meio de leitura, observacdo, manipulacio e

interpretagao.

A proposta reforca a ideia de que recursos digitais, quando articulados a textos historicos
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e a construgdes geométricas, podem contribuir para ampliar a cultura matematica do professor.
Nesse sentido, as atividades apresentadas funcionam como um desdobramento didético do estudo
desenvolvido nos capitulos anteriores e como uma ponte entre a fundamentacao teérica da

dissertacdo e o produto educacional elaborado.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve como objetivo construir possibilidades de aproximagao entre a Histéria
da Matematica, a Geometria Diferencial, as tecnologias digitais e a divulgacao cientifica, tomando
as ciclides de Dupin como objeto central. Ao longo do trabalho, buscou-se desenvolver um
percurso tedérico, matematico e didético voltado a ampliagdo da cultura geométrica do professor

de Matematica.

O percurso desenvolvido articulou estudo histdrico, investigacdo matemética, modelagem
no GeoGebra 3D, elaborac¢ao de atividades e producao de um material de divulgacao cientifica.
A partir dessa articulacdo, foi possivel organizar uma abordagem que apresenta um objeto
matemadtico pouco usual por meio de leituras orientadas, visualiza¢des dindmicas, imagens,

modelos digitais e impressoes 3D.

Mais do que oferecer uma apresentacao simplificada das ciclides de Dupin, o trabalho
procurou preservar a riqueza histérica e matematica dessas superficies, reunindo diferentes cami-
nhos de aproximacdo. Nesse sentido, a dissertac@o e o produto educacional foram construidos
com o proposito de favorecer o contato de professores e estudantes com temas que, embora
pouco presentes na Educagdo Basica e na formagao inicial, podem ampliar a compreensao da

Matemadtica como uma 4rea histdrica, visual, investigativa e em permanente desenvolvimento.

6.1 Sintese do percurso desenvolvido

Ao longo da dissertagdo, as ciclides de Dupin foram abordadas sob diferentes perspectivas.
No Capitulo 2, essas superficies foram situadas historicamente no contexto da Geometria
Diferencial do século XIX, com destaque para os trabalhos de Charles Dupin, James Clerk
Maxwell, Arthur Cayley, Gaston Darboux e outros autores relacionados ao desenvolvimento da

teoria das superficies.

No Capitulo 3, foram estudadas propriedades matematicas das ciclides de Dupin, suas
curvas focais, parametriza¢des, configuracdoes morfoldgicas e possibilidades de representacao
no GeoGebra 3D. Esse estudo permitiu reunir diferentes formas de compreender a superficie,
relacionando descrigdes algébricas, constru¢des geométricas, familias de esferas, curvas focais,

representacoes sintéticas e visualizagdes tridimensionais.

No Capitulo 4, a andlise foi aprofundada por meio de elementos da Geometria Diferen-
cial aplicados as ciclides de Dupin. A partir da parametrizacio da superficie, foram discutidos
curvas coordenadas, vetores tangentes, plano tangente, vetor normal, formas fundamentais, cur-
vatura normal, curvatura gaussiana, curvatura média, curvaturas principais e linhas de curvatura.
Essa etapa permitiu investigar propriedades locais da superficie e relaciona-las as construcdes

dinamicas desenvolvidas no GeoGebra.
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No Capitulo 5, o percurso histérico, matematico e visual foi reorganizado na forma de
atividades voltadas a professores de Matemadtica. As propostas foram elaboradas com a inteng¢do
de promover uma aproximagao progressiva com o tema, partindo da leitura de textos historicos,
passando pela exploracdo de superficies mais conhecidas e chegando a investigacao das ciclides

de Dupin.

A modelagem no GeoGebra 3D ocupou papel central nesse processo. As construcoes
dindmicas permitiram acompanhar a variagdo de parametros, comparar diferentes configuracdes
morfoldgicas, analisar elementos diferenciais da superficie e estabelecer relacdes entre equacoes,
propriedades geométricas e formas tridimensionais. Dessa maneira, a tecnologia atuou como ins-
trumento de investigacdo e visualizacdo, auxiliando na interpretacdo de descricdes matematicas

que, em textos historicos, aparecem por meio de argumentos geométricos e expressoes analiticas.

As imagens, animagdes e modelos digitais produzidos ao longo da pesquisa também pos-
sibilitaram a criagcdo de impressdes 3D das ciclides. Esses objetos fisicos oferecem novas formas
de contato com as superficies, permitindo sua observac¢ao por meio do tato, da rotacdo manual e
da comparacio direta entre diferentes configuracdes. No contexto do produto educacional, tais

modelos podem atuar como recursos de aproximagdo, divulgagdo e exploragdo geométrica.

6.2 Contribuicoes para a formaciao geométrica do professor

A pesquisa foi orientada pela compreensdo de que a formagdo matemaética do professor
pode ser ampliada pelo contato com objetos que ultrapassam os contetidos usualmente abordados
na Educacgado Bésica. As ciclides de Dupin oferecem essa possibilidade por mobilizarem conceitos
relacionados a conicas, superficies parametrizadas, curvas sobre superficies, tangéncia, curvatura,

familias de esferas e visualizacdo tridimensional.

Essa perspectiva dialoga com a preocupacao apresentada por Klein acerca da relagcdo
entre a Matematica superior e a Matematica escolar (Klein, 1928). O estudo de um objeto
como a ciclide permite revisitar conteddos conhecidos a partir de uma estrutura mais ampla,
estabelecendo novas relagdes entre geometria analitica, geometria espacial, parametriza¢des e

visualizacao.

A proposta também se relaciona a discussdo de Shulman sobre o conhecimento do
contetido para o ensino (Shulman, 1986). Ao elaborar atividades, imagens, perguntas orientadoras
e construgdes dinamicas, torna-se necessdrio reorganizar o conhecimento matemético em formas
de representacdo, explicacao e investigacdo. Nesse sentido, o produto educacional foi concebido
como uma mediagdo entre a complexidade do objeto matematico e professores interessados em

ampliar seu repertério geométrico.

A escolha das ciclides valoriza ainda o estudo de objetos matemédticos pouco presentes nos
curriculos de formacao inicial. O contato com essas superficies pode contribuir para apresentar a

Matemadtica como uma drea viva, histdrica e investigativa, na qual equacdes, formas, imagens e
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construcdes se articulam de diferentes maneiras.

A ampliacao da cultura geométrica, nessa perspectiva, nao estd associada a pretensao
de transformar o professor da Educacdo Bésica em um especialista em Geometria Diferencial.
Trata-se de oferecer condicdes para que ele conheca novos objetos, reconheca conexdes entre
diferentes campos da Matematica e tenha acesso a temas que possam alimentar sua curiosidade

intelectual, sua formacdo cultural e sua prética docente.

6.3 Historia da Matematica, tecnologia e visualizacao

A articulacdo entre Histéria da Matematica e tecnologia digital constituiu um dos princi-
pais eixos desta pesquisa. A leitura de textos cldssicos, como os de Dupin, Maxwell e Cayley,
permite compreender que os conceitos matemadticos foram elaborados em contextos especificos,

a partir de linguagens, problemas, objetivos e métodos préprios.

Miguel e Miorim destacam que a Histéria da Matemaética pode contribuir para o ensino
ao favorecer a compreensdo da Matemdtica como produ¢do humana, cultural e historicamente
situada (Miguel; Miorim, 2011). Nesta dissertag@o, essa perspectiva aparece na leitura orientada
de Dupin, na retomada dos estudos de Maxwell e Cayley e na interpretacdo das ciclides como

objetos constituidos ao longo de um percurso histérico.

O uso do GeoGebra 3D permitiu estabelecer uma ponte entre os textos historicos e
as possibilidades contemporaneas de visualizagdo. As construcdes dindmicas possibilitaram
observar superficies e curvas que, nos textos cldssicos, sao apresentadas por meio de descri¢des
geométricas e formulacdes analiticas. A tecnologia ndo substituiu a leitura matemaética ou

histérica, mas ofereceu outras formas de interpretar, explorar e comunicar os conceitos estudados.

Borba e Villarreal discutem o papel das tecnologias na reorganiza¢do do pensamento
matematico, especialmente em situagdes que envolvem experimentacdao, modelagem e visuali-
zagdo (Borba; Villarreal, 2005). Essa perspectiva aproxima-se do percurso desenvolvido nesta
dissertacao, pois as constru¢des no GeoGebra auxiliaram tanto no estudo das propriedades das

ciclides quanto na elaboragdo das atividades do produto educacional.

A visualizacdo matemdtica também ocupou papel importante nesse processo. Arcavi
destaca que as representagdes visuais podem contribuir para a aprendizagem matematica quando
articuladas a linguagem simbdlica e a argumentacao conceitual (Arcavi, 2003). No estudo das
ciclides, essa articulagdo aparece na relacdo entre equagdes, parametrizagdes, curvas focais,

superficies digitais e modelos fisicos.

Desse modo, Histéria da Matematica, tecnologia e visualizacdo nao foram tratadas
como elementos isolados. A combinagdo entre essas perspectivas orientou a construcdo de uma
proposta na qual textos histéricos podem ser relidos com o auxilio de recursos contemporaneos,

sem que se perca de vista a complexidade matematica e cultural dos objetos estudados.
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6.4 Produto educacional e possibilidades de uso

O produto educacional resultante desta pesquisa corresponde a segunda edi¢c@o da revista
Trajetorias — Historia da Matemdtica e Divulgacdo Cientifica. Nesta edi¢do, as ciclides de
Dupin constituem o eixo central de um percurso que retine Histéria da Matematica, Geometria
Diferencial, construcdes no GeoGebra 3D, atividades orientadas, entrevistas, imagens e modelos

impressos em 3D.

A revista foi organizada para conduzir o leitor por diferentes formas de aproximacgao
com as ciclides de Dupin. O percurso inicia-se com sua contextualizag@o histdrica, avanga para
a apresentacao matemadtica e visual das superficies e chega as propostas de exploracio e aos

didlogos com pesquisadores e profissionais de diferentes dreas.

As atividades propostas no Capitulo 5 foram organizadas de maneira progressiva. A
primeira promove a leitura guiada de trechos da obra de Dupin, aproximando o professor de
uma fonte histérica. A segunda propde a exploracio de superficies conhecidas no GeoGebra 3D,
como esfera, cone, cilindro e toro. A terceira concentra-se na ciclide de Dupin, relacionando

parametros, equagdes, curvas focais e configuracdes morfoldgicas.

Esse conjunto de atividades podera ser utilizado em grupos de estudo, oficinas, cursos de
formacao inicial ou continuada, disciplinas de graduacdo e iniciativas de divulgagao cientifica. O
material também podera ser consultado individualmente por professores interessados em explorar
superficies, construgdes no GeoGebra ou relacdes entre Historia da Matematica e visualizagio

geométrica.

As impressoes 3D ampliam as possibilidades de utilizacdo do produto. Ao serem levadas
para contextos escolares e formativos, podem favorecer conversas sobre formas geométricas,
superficies, tecnologia, modelagem e percepg¢do espacial. O contato com os modelos permite
ainda aproximar a visualiza¢cdo matematica do corpo e do tato, ampliando as formas de interagdo

com objetos tridimensionais.

As entrevistas reunidas na secao Trajetorias em Didlogo também ampliam as perspectivas
apresentadas na revista. Os didlogos estabelecem relacdes entre Geometria Diferencial, formagao
matemadtica, Histéria da Matematica, tecnologias digitais, Artes, visualizacdo e divulgacao
cientifica. Dessa maneira, o produto ndo se limita a apresentacdo formal de um objeto matematico,
mas procura inseri-lo em uma rede mais ampla de praticas, experiéncias e formas de producao

do conhecimento.

A teoria das ciclides de Dupin abrange diferentes formulagdes, casos particulares e
generalizacdes. Nesta dissertagao, o estudo concentrou-se principalmente na ciclide eliptico-
hiperbdlica, considerando sua relagdo com as curvas focais e suas possibilidades de construcdo e
exploracdo no GeoGebra 3D. A ciclide parabdlica foi apresentada como um caso complementar,

indicando outras possibilidades de investigacdo dentro dessa familia de superficies.
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6.5 Perspectivas de continuidade

As atividades e os materiais produzidos foram organizados como propostas de leitura,
visualizagdo e investigacdo. Sua utilizacdo em grupos de estudo, cursos de formagao de profes-
sores, oficinas ou atividades com estudantes constitui uma possibilidade de continuidade deste
trabalho.

Uma dessas possibilidades consiste na utilizac@o das atividades em contextos de formacao
inicial ou continuada de professores, buscando compreender como os participantes interagem

com os textos histdricos, as construcdes digitais, as equagdes € os modelos tridimensionais.

Também poderido ser desenvolvidas oficinas com estudantes da Educagdo Basica, especi-
almente do Ensino Médio, explorando as ciclides como objetos de visualizacao, modelagem e
divulgacdo cientifica. Nessas experi€ncias, serd possivel investigar as associagdes construidas
pelos estudantes entre as superficies matemaéticas e formas presentes na arquitetura, no design,

nas Artes e no cotidiano.

Outra possibilidade estd na ampliagao das construgdes digitais e dos modelos fisicos,
incluindo novas configuracdes das ciclides, diferentes formas de parametrizagdo e o aprofun-
damento do caso parabdlico. A incorporacao de recursos de realidade aumentada, animagdes e

ambientes virtuais também poderd ampliar as formas de interagdo com as superficies.

As entrevistas e os didlogos iniciados na revista poderdo igualmente ter continuidade,
reunindo pesquisadores, professores e profissionais de outras areas para discutir diferentes formas

de aproximac¢do com a Geometria, a Histéria da Matemaética e a divulgacio cientifica.

O percurso desenvolvido nesta dissertacao permitiu reunir diferentes formas de observar e
compreender as ciclides de Dupin. Os textos histdricos apresentaram os problemas, as linguagens
e as construcoes relacionadas ao surgimento dessas superficies; o estudo matematico possibilitou
investigar suas equagdes, curvas focais e configuragdes; e o GeoGebra 3D tornou possivel

acompanhar dinamicamente a variacdo de seus parametros.

Esses elementos foram incorporados a segunda edi¢cdo da revista Trajetorias — Historia
da Matemdtica e Divulgacdo Cientifica. A revista retne o estudo histérico e matemaético realizado,
as construcdes digitais, as propostas de atividades, as entrevistas e os modelos tridimensionais

produzidos ao longo da pesquisa.

Ao aproximar textos do século XIX de recursos contemporaneos de visualizacdo, o
trabalho propde uma forma de acesso a temas pouco presentes na formacao inicial de professores
de Matematica. As ciclides de Dupin tornam-se, nesse percurso, um ponto de encontro entre

Geometria Diferencial, Histéria da Matematica, tecnologia, ensino e divulgacgao cientifica.

Espera-se que a revista possa circular entre professores, licenciandos, estudantes e leitores
interessados em Matemadtica, incentivando novas leituras, construcdes e investigacdes. Mais do

que apresentar uma superficie especifica, o trabalho procura abrir espaco para uma formagao
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matemadtica que valorize a curiosidade, a visualizacdo, a histdria e o contato com diferentes

formas de produc@o do conhecimento geométrico.
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TRAJETORIAS

Histéria da Matematica e Divulgacao Cientifica

AS CICLIDES DE DUPIN

Historia, geometria e visualizacdao dindmica no GeoGebra.

TRAJ ETéRlAS EM DlALOGO: Entrevistas com matematicos brasileiros:

histéria, tecnologia e ensino.

CHARLES DUPIN: Ym gedmetrado séculoXiXea introducao

das ciclides.

FORMAS DAS CICLIDES: Toro,fuso, chifre e outras configuragoes.

Ll N HA DO TEM PO: Do século XIX a retomada computacional.

PRAT'CA EM SALA DE AULA: GeoGebra, modelos digitais e impressao

3D como recursos didaticos.
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EDITORIAL

" E com grande alegria que apresento a segunda edicdao da revista

Trajetorias — Histdria da Matematica e Divulgacao Cientifica.

Esta edicao nasce a partir de minha pesquisa de mestrado e do
desejo de aproximar professores, estudantes e leitores curiosos de
um objeto geométrico tdo belo quanto desafiador: as ciclides de
Dupin. Ao longo deste material, buscamos mostrar que a
Matematica nao é apenas um conjunto de formulas e definicdes,
mas também uma producao histdrica, visual e criativa, construida
por diferentes sujeitos ao longo do tempo.

O tema desta edicao sao as ciclides de Dupin, superficies estudadas
no século XIX e relacionadas a linhas de curvatura, familias de
esferas, curvas focais e transformacgdes geométricas. A partir dos
trabalhos de Charles Dupin e de outros matematicos que
ampliaram esse campo de estudo, como Maxwell, Cayley e Darboux,
essas superficies revelam uma rica articulacdo entre Geometria
Diferencial, visualizacdao matematica e tecnologia.

Nesta revista, o leitor encontrara uma breve trajetdria histérica das
ciclides, uma apresentacao visual de suas principais formas,
discussdes sobre suas propriedades geomeétricas e propostas de
exploracado com o GeoGebra. Além disso, a edicdao também
apresenta possibilidades de uso didatico, incluindo modelos digitais
e impressdes 3D como recursos para tornar a geometria das
superficies mais acessivel, manipulavel e significativa.

Nosso propodsito € simples e profundo: mostrar que objetos
matematicos aparentemente abstratos podem se tornar mais
compreensiveis quando articulamos histéria, imagem, tecnologia e
ensino. Que cada pagina seja um convite a descoberta, a
curiosidade e ao encantamento diante das formas que a
Matematica € capaz de produzir.

Boa leitura!

Victéria Gentil
Editora

@ prof.victoriagentil@gmail.com
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CHARLES DUPIN (1784-1873)

O gedbmetra por tras das ciclides

Charles Dupin foi um matematico, engenheiro, professor e politico
francés nascido em Varzy, em 1784. Sua formagao cientifica esteve
ligada a Ecole Polytechnique, onde ingressou em 1801, e ao
ambiente intelectual marcado pela influéncia de Gaspard Monge, um
dos nomes centrais da geometria francesa no inicio do século XIX.

Seus primeiros trabalhos seguiram a tradicdo da geometria
diferencial e da geometria aplicada. Em Développements de
géomeétrie, publicado em 1813, Dupin apresentou ideias importantes
sobre superficies, tangentes conjugadas e a indicatriz que hoje leva
seu nome. Jd em Applications de géométrie et de méchanique, de
1822, reuniu estudos voltados a problemas de aplicagao, como
estabilidade de corpos flutuantes, obras de engenharia, éptica,
reflexao e refracao da luz.

Figura1- Charles Dupin

Linha do Tempo
de Dupin

E nessa obra de 1822 que Dupin introduz a nocdo de
ciclide, superficie que também passaria a carregar
seu nome. As ciclides de Dupin surgem, portanto, em
um contexto no qual a geometria era pensada nao
apenas como teoria abstrata, mas como ferramenta
para compreender formas, movimentos, fendmenos

~

Nasce em Varzy, Franca. 1784 fisicos e problemas ligados a engenharia e 3
mecanica.
g‘o%;::ii:%ﬁ:de 1801 Dupin ndo estudou apenas figuras isoladas. Seu
’ trabalho ajudou a desenvolver uma forma de
pensar as superficies por meio de suas curvaturas,
Z:l;;?mfe{fr\;zloppements IFJEJ linhas especiais e relagées geométricas.
Por isso, seu nome permanece associado a
. ‘ indicatriz de Dupin, ao teorema de Dupin e as
orna-se professor no T .
Conserva?oire National O 1818 el el P
des A.rts ef Métiers, onde —
stuaria ate 1854 i Para além das ciclides
Charles Dupin ndo se destacou apenas na geometria.
Publica Applications de Também atuou na vida politica francesa, ocupando
géométrie et de 18292 cargos publicos e defendendo temas ligados &
méchanique. educagéio, a indistria e ao progresso técnico. Sua
trajetéria revela um intelectual que circulava entre a
pesquisa matematica e os debates sobre o futuro da
Falece na Franca. 1873

sociedade francesa.
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A OBRA DE 1822

Geometria, mecanica e o surgimento das ciclides

Publicada em 1822, Applications de géométrie et
de méchanique relne estudos em que Charles
APPLICATIONS Dupin procura aplicar a geometria a problemas

DE G E O M E T B. IE cientificos e técnicos. A obra aborda temas ligados
a marinha, a estabilidade dos corpos flutuantes, a
DE MECHANIQUE; estrutura dos navios, ao tragcado de estradas, aos

A LA MARINE, AUX PONTS ET CHAUSSEES, erc., cortes e aterros e aos caminhos seguidos pela luz e

pelo som nos fendmenos de reflexao e refracao.

FOUR FAIRE SUITE

AUX DEVELOPPEMENTS DE GEOMETRIE,

PAD: ORARLIS DUET) Nesse contexto, a geometria aparece como uma

Mombre du Ulastitet de Fromor, Aoslinle drs mcin Secvitaire da |“Acidimia
Tosalmus, A de Plasthnt de ﬂ'.tphl num Banrsire da I'Acadimia

;rw”%ﬁ’*';mﬁm.ﬂrm oy D ferramenta para compreender formas,
movimentos e fendmenos fisicos. E também nessa
obra que Dupin emprega o termo “cyclide”, ao
estudar superficies associadas a familias de esferas

e a linhas de curvatura circulares.
PARIS,

BACHELIER, SUCCESSEUR DE M=. V*. COURCIER, LIBRAIRE,
QUAL DES AUGUSTINS,

1834,

Assim, as ciclides ndao surgem como figuras
isoladas, mas como parte de uma investigagao
mais ampla sobre superficies, curvaturas,

Figura 2 - Folha de rosto da obra tangéncias e aplicacdes geométricas. A obra revela
Applications de géométrie et de
mécanique, publicada por Charles
Dupin em 1822.

Fonte: Dupin (1822).

a preocupacao de Dupin em aproximar a teoria
geométrica de problemas concretos da mecanica,

da 6ptica e da engenharia.

FICHA DA OBRA

Titulo: Applications de géométrie et de méchanique

Autor: Charles Dupin

Publicacao: Paris, Bachelier, 1822

Area: Geometria aplicada e mecanica

Temas abordados: marinha, pontes e estradas, optica e estudo das
superficies
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AS CICLIDES NA OBRA DE DUPIN

O §lll da IV® Memodria e a geracgao por esferas

I
€ TII. ProPrifTFs DES SURFACES CYCLIDES, AINSI QUE DES COURBES ET DES SURFACFS
DU SECOND DEGRE. O que aparece

_ nas p. 200-210?
Exposition préliminaire de quelques propriéiés des surfaces cyelides , c'est-a=dire ,
des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont des cercles. p- 200
Exzemples particuliers de quelques surfaces comprises dans cette famille : Ia ’ Definigéo das
sphere, Pp- 201 L. P
Le coue etle cylindre de révolution. p- 201 superficies ciclidas
Génération compléte des surfaces cyclides. p- 201
Conditions définitives de la génération des surfaces cyclides, p- 206
Propriétés des lignes , lieux des centres de courbure des surfaces cyclides, p- 206

Elles sont respectivement sur deux plans qui se coupent a angle droit, p- 206 ’ Linhas de curvatura

Chacune d'elles est le sommet d'un cdne de révolution ayant Pautre pour base. p. 207 circulares
Equidifférence des aréles de ces cones, ainsi terminées entre cette base et ce

somunet. p- 207
Tugonexe. Dans tous les ones dont les sommets sont placés sur la premiére courbe

4 Esfera, conee
des centres , el dont la base commune est la seconde courbe des centres | la diffi= cilindro como casos
rence des deut drétes qui aboutissent respectivement & deux points donnés de la .
base , cette différence , dis-je , est la méme pour tous les chnes. p- 208 pa rticulares
Génération réciproque des denx lignes servant de base i ces cdnes, par des rayons
vecteurs & différences constantes. p- 208
Nouvelles propriétés des courbes du second degré. p. 200 & Geragéo por familias
Systeme général des foyers de ces courbes. p 200 de esferas
Génération de 'hyperbole par une infinité de foyers et de rayons vecteurs.  p. 209
Génération de l'ellipse par des rayons vecteurs i somme constante , et par d'autres
rayons vecteurs a différence constante. P 210 .
Génération de la parabole par une infinité de foyers. p- 210 . Esfera de raio

varidvel tangente a

Figura 3 - Sumario do § lll da IV® Meméria de Applications S aEarRe e

de géométrie et de méchanique, dedicado as
propriedades das superficies ciclidas.

Fonte: Dupin (1822). 4 Centrosde

curvatura
organizados em
cOnicas

Nas paginas 200 a 210 da IV® Memobdria, Dupin define as
superficies ciclidas como aquelas cujas linhas de curvatura
sao circulos. Ele também descreve sua geragao por familias
de esferas, especialmente pela condicdao de uma esfera de ",Curvas do segundo
raio varidvel tangenciar trés esferas fixas. - grau em.planos

A partir dessa construcao, Dupin relaciona os centros de perpendiculares
curvatura das ciclides a curvas do segundo grau. Mais tarde,
Maxwell e Cayley aprofundariam essa leitura por meio das » Ponte para .as
curvas focais, contribuindo para novas interpretacdes curvas focais

geomeétricas e computacionais dessas superficies.
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EVOLUCAO DAS CICLIDES

Da Geometria Diferencial do século XIX a retomada
computacional

1795 1822

Publica Applications

Publica Application de

Panalyse a la géométrie, de géométrie et de

Gaspard obra importante para a mécanique, ob.ra §m
consolidagao do estudo que aparecem ideias Charles
Monge geométrico das superficies. ligadas as linhas de Dupin

curvatura, as
superficies de canal e

1827 as ciclides.

Com a obra Disquisitiones

Q generales circa superficies 18 6 8
curvas, Gauss estabelece

Carl : Publica On the
: bases importantes para Cvclide e retoma o
Frederich .ompreender as superficies Y e
G - o estudo das ciclides 3
auss a pal"tlr e su‘as p?roprlas por meio da inversio ames
propriedades intrinsecas. geométrica e de Clerk
familias de esferas. Maxwell

)

1873 1873

=l U A —_— © e %‘
£

Também publica On the
Cycllde., aprofunda~ ndo a remarquable de

n i EEcee eks courbes et de surfaces
Arthur ciclides por curvas focais Jean-

~ algébriques, ampliando
Cayley e formulacces e generalizando o Gaston
algébricas.

estudo das ciclides. Darboux

Publica Sur une classe

1990

Na década de 1990, as ciclides passaram a ser retomadas em

contextos de modelagem geomeétrica computacional e
desenho assistido por computador, como exemplifica o artigo

: de M. J. Pratt sobre ciclides em Computer Aided Geometric
Computacional Design.

Retomada

07
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBJETO
MATEMATICO

As ciclides podem ser descritas de quatro formas principais:

A ciclide de Dupin é uma superficie estudada por Charles Dupin no século XIX. Sua
forma pode lembrar um toro deformado, mas sua estrutura matematica envolve

curvas focais, familias de esferas tangentes e linhas de curvatura circulares.

As ciclides de Dupin aparecem na Geometria Diferencial como superficies cujas
linhas de curvatura sao circunferéncias ou retas. Essa propriedade permite relacionar
a superficie a construcdes geométricas classicas e a modelos dinamicos em

ambientes como o GeoGebra 3D.

Uma ciclide pode ser observada de diferentes
maneiras:

como uma superficie algébrica de grau
quatro;

como imagem de superficies mais simples
por inversao esférica;

como envoltéria de uma familia de esferas.
como superficie associada a curvas focais;

Figura 3 - Ciclide do tipo anel

> 4
i UM OBJETO, VARIAS REPRESENTACOES

A ciclide de Dupin pode ser estudada por diferentes caminhos. Cada representacao
destaca um aspecto da superficie:

a equacao mostra sua natureza algébrica;

a inversao esférica relaciona a ciclide do toro;

as esferas geradoras mostram sua construg¢ao por tangéncia.
as curvas focais revelam sua organizagao interna;

Ao longo da secdo, essas ideias serao retomadas com imagens e construgdes no
GeoGebra 3D.

08
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBJETO
MATEMATICO

1. Superficie algébrica de grau quatro

A ciclide como uma superficie quartica

Do ponto de vista algébrico, uma ciclide de Dupin pode ser descrita por uma

equacao cartesiana implicita de grau quatro. Superficies desse tipo sao chamadas de
quarticas.

Uma forma geral de representar essa familia é:

(:.1:2-1—1;2 4 2° +A:17+B;.g,f+C’z+}f}')2 = R*(z* + y* + 2°)

O QUE ESSA EQUACAO MOSTRA?

A equacgao reune as coordenadas X, y € z em uma expressao de grau quatro. Os

parametros A, B, C, D e R controlam aspectos da superficie, como posicdo, escala e
configuragao no espaco.

2. Imagem por inversao esférica

Outra forma de compreender as ciclides de Dupin é por meio da inversao esférica.
Em 1868, Maxwell dedicou uma secao de seu artigo On the Cyclide a inversao da
ciclide e observou que, ao aplicar esse tipo de transformacao, a imagem obtida

continua pertencendo a mesma familia de superficies.

De modo geral, a inversao esférica transforma pontos do espac¢o a partir de uma
esfera fixa escolhida como referéncia. No caso das ciclides, Maxwell destaca que essa

transformacao preserva a familia das ciclides: uma ciclide invertida torna-se
novamente uma ciclide.

Como o toro pode ser compreendido como um caso particular de ciclide de Dupin,
essa propriedade ajuda a relacionar o toro, as superficies de revolugao e outras
configuracdes da mesma familia. Assim, a inversao esférica oferece uma maneira de
visualizar como formas aparentemente diferentes podem estar conectadas por uma
transformacao geomeétrica.

Produto Educacional PROFMAT —_— 09
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBIJETO

MATEMATICO

2. Imagem por inversao esférica

A inversao esférica ndao deve ser entendida apenas como uma mudancga visual da superficie.
Trata-se de uma transformag¢ao geomeétrica que altera a posi¢cao dos pontos no espac¢o, podendo
modificar fortemente a aparéncia da superficie obtida.

No caso das ciclides de Dupin, Maxwell observa
qgue a inversao de uma ciclide produz novamente
uma ciclide. Isso significa que a transformacao
pode alterar sua forma, mas mantém a superficie
dentro da mesma familia geométrica.

NA FONTE ORIGINAL:

“every cyclide similarly inverted becomes
another cyclide.”

Traducao livre:

“toda ciclide, invertida de modo semelhante,
torna-se outra ciclide.”

Fonte: Maxwell (1868 p. 119).

Em alguns casos particulares, Maxwell também
relaciona a ciclide invertida a superficies de
revolucao. Essa observacao é importante porque
permite compreender o toro como uma forma
especial dentro da familia das ciclides de Dupin.

As imagens a direita apresentam uma construgao
dinamica no GeoGebra 3D com carater
exploratério.

A esfera azul representa a esfera utilizada como
referéncia para a inversao, enquanto a superficie
inicial e sua imagem ajudam a visualizar como
uma transformagao geomeétrica pode modificar a
aparéncia da superficie.

A construcao tem funcao ilustrativa e nao
substitui a formulacao algébrica apresentada por
Maxwell.

r-------------------l

: O = (d,0,0): centro da esfera de inversao

Figura 42- d =1

Figura 43- d=15
-------------------J
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBJETO

MATEMATICO

2. Ciclide como envoltéria de esferas

Uma maneira geométrica de compreender a
ciclide de Dupin é vé-la como uma superficie de
canal, isto €, como a envoltdria associada a uma
familia de esferas. Nessa construgao, as esferas
variam de tamanho ao longo de uma curva
focal, e a superficie surge como o envelope
dessa familia.

Na configuracdao apresentada, utilizamos uma
ciclide do tipo anel para fins didaticos. As
imagens mostram a superficie sendo formada
em torno da familia de esferas, permitindo
observar a relacao entre a elipse focal, os raios
das esferas e a forma final da ciclide.

SN
€@ OBSERVACAO SOBRE A FIGURA

As esferas destacadas sdao uma amostra da
familia associada a construcao da ciclide.

Elas podem se intersectar entre si; o objetivo
da imagem ¢é mostrar a ciclide como
superficie envoltdria relacionada a essa familia
de esferas.

t=628

Figura 5.4 — Formac&o completa da ciclide para t = 2.

Figura 51-Formacdo da ciclide até t = —

t=314
= =m.

t=4.71
o

¥ig
Figura 53 - Formacao da ciclide até t = ik
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBJETO
MATEMATICO

Na construcgao eliptico-hiperbdlica da ciclide de Dupin, aparecem duas curvas focais
principais: uma elipse e uma hipérbole.
Essas curvas estao situadas em planos ortogonais e ajudam a organizar a superficie

no espacgo. A elipse focal aparece no plano horizontal, enquanto a hipérbole focal
aparece em um plano vertical.

2 } y? . r? 22 .
a? b ¢t b

Na construcao utilizada nesta revista, os parametros satisfazem:
a2=Db2 +c2

Assim, os valores de b e ¢ determinam o valor de a e influenciam a forma da elipse,
da hipérbole e da prépria ciclide.

an

Figura 6.1 - Elipse focal associada a ciclide
de Dupin, com destague para 0s
parametros a,bec.

Figura 6.2 - Hipérbole focal associada a
ciclide de Dupin, com retangulo auxiliar de
dimensodes 2c e 2b.

12
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBJETO
MATEMATICO

4. A ciclide de Dupin por meio das curvas focais

Quando observamos a elipse focal e a
hipérbole focal juntas, percebemos
qgque elas ajudam a organizar a
estrutura da ciclide de Dupin no
espaco.

Na construcao utilizada nesta revista, a
elipse focal aparece destacada em
vermelho, no plano horizontal. A
hipérbole focal aparece em azul, em
um plano vertical.

Essas curvas estdo situadas em planos
ortogonais e se relacionam por meio
dos parametros a, b e c.

D
UM POUCO DE HISTORIA

Em 1822, Charles Dupin ja indicava ) )
Figura 7 - Elipse focal e hipérbole focal

elementos associados as curvas focais ao associadas a ciclide de Dupin do tipo anel.

descrever geometricamente as ciclides por
meio de familias de esferas e propriedades
de curvatura. No entanto, seu tratamento O QUE OBSERVAR NA IMAGEM?

permaneceu principalmente geométrico. ,
- a elipse focal em vermelho;

Décadas depois, Maxwell retomou essas

superficies em 1868, aprofundando a relagao a hiperbole focal em azul;

entre ciclides, esferas geradoras e curvas .
- 0s planos ortogonais em que as

focais. curvas aparecem,

Em 1873, Cayley avancou na formalizacao

- a ciclide organizada em torno
dessas curvas.

algébrica do tema, apresentando equagdes

e formulag¢des que ajudaram a consolidar o
estudo das ciclides no século XIX.

13
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBIJETO

MATEMATICO

4. A ciclide de Dupin por meio das curvas focais

A partir dos parametros associados as curvas
focais, podemos escrever uma equagao
implicita para a ciclide de Dupin.

(2 +y*+2°+b° - 1:1'."?)2 =4 ((az — cd)* + b°y?) :

----------------------J

Essa equacao descreve a ciclide de Dupin em
funcao dos mesmos parametros que aparecem
na construcao focal.

Assim, a superficie nao €& apresentada
separadamente das curvas focais: sua forma é
organizada pelos parametros que controlam a
elipse, a hipérbole e a disposicdo geométrica
associada a ciclide.

O papel do parametro d

O parametro d atua na construcao das esferas
associadas a ciclide.

Na imagem, aparecem os comprimentos d, d+c
eld-cl, que ajudam a visualizar como esse
parametro interfere na geometria da superficie.

Figura 81— Esferas associadas
a construcao da ciclide de

Dupin.
—

Produto Educacional PROFMAT

Como cada parametro atua

o : €osemieixo maior da elipse focal.
Na construgdo, ele ndo é livre, pois
depende de b e ¢ pela relagéo.

a2=b?+c?

b: atua como semieixo menor da
elipse focal e também aparece na
hipérbole focal. Sua variagao interfere
na abertura das curvas e na forma
geral da ciclide.

C . representa a distancia focal da
elipse e aparece como parametro da
hipérbole focal. Junto com b,
determina o valor de a.

Figura 82 — Elipse focal associada a
ciclide de Dupin, destacando a
relagcao entre os parametros a, b e c
gue determinam parte da estrutura
da superficie.
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CICLIDES DE DUPIN COMO OBJETO
MATEMATICO

4. A ciclide de Dupin por meio das curvas focais

Para construir a ciclide no GeoGebra 3D, foi utilizada uma parametrizacdao disponivel no
MathCurve, adaptada para a construgao dinamica da superficie.

Nessa representacao, a ciclide é descrita pelas coordenadas x(u,v), y(u,v) e z(u,v), em funcao dos
parametros a, b, c e d.

d(c — acosucosv) + b* cosu

x(u,v) = A parametrizacao permite que a superficie
seja gerada ponto a ponto no espago

a — cCOSUCoOsY

_ bsinu(a — dcosv)

y(u,v) = tridimensional. Ao variar os parametros no
G = £COE I8 GeoGebra, a forma da ciclide se modifica
bsinv(ccosu — d) dinamicamente.
z(u,v) =

@ — CCOSUCOSY

| Parimetros Curvas focais :
1 b=55 Hipésbole Elipse
I > . l
i c=58 22 2 e yi |
1| S E e A |
|
I =yvbEt+ted =799 x_ﬂ_z_'.'_l _I? +y_?—-1 I
| I o= 58 55 799 @ 550 i
: Equaciio implicita da superficie I
| @+t + 22+ - =4z —c-d) + 407y :
i
| (2 + 3 + 224+ 557 — 2.0 = 4(7.99 .2 — 5.8 . 2.9)%+4.5.5%.y° :
i
| Equaciio paramétrica da superficie I
i |
= dle—acsudasy) + e 258~ 799cosucosu] + 5.5 coeu I
| e e |
AR LD - 4 Ssinu Srosy
| L B = s GEeuniey |
bsin w{ccosu — d) fic, oh = 5650wl foran—~2.9) I
| sl T e - S sy I
|
|
[

r
|
I
I
|
I
|
I
I
I
I
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
I
|
I
I
I
I
|
I
I
I
|
I
I
|

Figura 9 — Parametrizagao da ciclide de Dupin e construg¢ao dinamica no
GeoGebra 3D.

ACESSE E MANIPULE clique aqui

A construgao dinamica permite alterar os parametros da ciclide e
observar, em tempo real, as mudancas na superficie.

Escaneie o QR Code ou acesse o link para explorar a construgdao no
GeoGebra 3D.

15
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SECAO MATEMATICA:

FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

Ao variar os parametros da construcao, a ciclide de Dupin pode assumir diferentes
configuragcdes geométricas. Essas formas ajudam a visualizar como pequenas mudangas nos
valores de b, c e d alteram a aparéncia da superficie no espaco.

Nesta revista, utilizamos uma nomenclatura descritiva e didatica para organizar as principais
configuracdes observadas nas construcdes dinamicas no GeoGebra 3D.

Antes de apresentar as diferentes formas da ciclide de Dupin, vamos observar como os
raios das esferas associadas a constru¢cao variam de acordo com os parametros c e d.

Para facilitar a visualizagdo, utilizamos inicialmente uma ciclide do tipo anel. Nessa
configuracao, a superficie apresenta abertura central e a familia de esferas pode ser
observada com mais clareza, sem que a imagem fique excessivamente sobreposta.

T3

: I
I mi=d+c :
I
3 I
' ry= d+c-sin = I
| 4 I
™ s I I
: ry=d I
I
I 5
I ™= ‘d—{—c-sin(—ﬂ)‘ :
| 4 I
U 1
U 1
I
B

L

Figura 10 — Raios das esferas associadas a ciclide do

tipo anel, destacados em uma visualizagao plana da Alguns raios destacados sao
elipse focal.

representados por 'y, T2, 73,74 €75,
permitindo observar como os valores
Na visualizagdo plana, os centros das de ¢ e d modificam o raio das esferas

esferas aparecem distribuidos ao e, consequentemente, a aparéncia da
longo da elipse focal ciclide.

16
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

1. Ciclide do tipo anel

A ciclide do tipo anel ocorre quando c < d < a.
Nessa configuragao, a superficie preserva uma
abertura central e nao apresenta
autointersecao.

Sua forma lembra um toro deformado, mas os
raios das esferas associadas a construgao
variam de acordo com os parametros c e d.

Por isso, essa configuragao é usada como ponto
de partida para observar a relacdao entre
parametros, raios das esferas e forma da Figura 11— Ciclide em anel
superficie.

Condicao do exemplo

c=22 d=5] a= 8,68

Logo,
c<d<a.

Essa relacdo caracteriza a ciclide do
tipo anel. Nesse caso, a superficie
mantém uma abertura central e nao
apresenta autointersecao, enquanto os

raios das esferas variam ao longo da
construgao.

O que observar?

e a abertura central da superficie;
b=84 d+e=73
> o : .
e a auséncia de autointersecao;
c=22 |d—¢| =29
® [EYeEToXo| iosd f
B3 e avariagdo dos raios das esferas;
d=51 ‘d+c*&in(£)l=3,-§4 E
*
S e a semelhang¢a visual com um toro
a=Vb+c?= 868 d+e: S'm(T ) = 6.66 deformado.

17
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

2. Ciclide em chifre

A ciclide em chifre ocorre quando d = c¢. Nessa
configuragdo, a superficie atinge um caso limite
entre a ciclide em anel e a ciclide em fuso.

Geometricamente, a abertura caracteristica do anel
se reduz a um ponto de tangéncia, produzindo a
singularidade que da origem a forma em chifre.

Por isso, essa configuracdao ajuda a observar a
transicdo entre uma superficie sem autointersec¢ao
e uma superficie com autointersecao.

Figura 12 — Ciclide em chifre

r-----------------------I

Condicao do exemplo
c=4 d=4 a=93

Logo,
c=d

Essa relacao caracteriza a ciclide em
chifre. Nesse caso, a superficie atinge
uma situacgao limite: a abertura do anel
se reduz a um ponto de tangéncia,
indicando a transicao para
configuragdes com autointersegao.

O que observar?

e o caso limited =c;
b=284 d+c=8

e 0 ponto de tangéncia da superficie;

(%]
]
iy

d—c|=0

. {5
' d+c-sm(T)| =117

a=+vb+el= 93 d+c-sin(3'f)=ﬁ.aa

e atransicdo entre anel e fuso;

(=3
I
F=s

e areducao da abertura central.

18
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

3. Ciclide em fuso

A ciclide em fuso ocorre quando d < c¢. Nessa
configuracdo, a superficie passa a apresentar
autointersegdo, formando uma regiGdo de
cruzamento caracteristica dessa forma.

Diferentemente da ciclide em anel, a abertura
central ndo se preserva como uma regido vazada
regular. A variagdo dos raios das esferas torna-se
mais acentuada, e a superficie passa a atravessar a si

mesma.

Por isso, essa configuragao ajuda a observar como a
mudanca na relagdo entre c e d altera a geometria
da ciclide.

e |

10 4

b=84
* d+c=10
c=7
» l[d—c|=4
d=3 LAY
® ‘d+c-5m(z)‘—1,95
. 3m N
a=VE+ = 1093 d+csn(F ) =795

Figura 12— Ciclide em fuso

Condicao do exemplo
c=7 d=3 a=10,93

Logo,
d<c<a.

Essa relacao caracteriza a ciclide em
fuso. Nesse caso, o parametro d é
menor que c¢, fazendo com que a
superficie apresente autointersecdo e
deixe de preservar a abertura central
regular observada na ciclide em anel.

O que observar?
e acondigaod<c;
e a presenca de autointersecao;

¢ a perda da abertura central regular;

e a variagao mais acentuada dos raios
das esferas.

Produto Educacional PROFMAT
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

4. Ciclide em fuso simétrico

A ciclide em fuso simétrico ocorre quando d = 0.
Nessa configuragcdo, o parGmetro d deixa de
deslocar a construgdo, produzindo uma forma mais
equilibrada em relacgdo a elipse focal.

A superficie apresenta uma configuragcao do tipo
fuso, com simetria mais evidente. Os raios das
esferas associadas a construcdo ficam organizados
de maneira espelhada, como pode ser observado
na visualizacao plana.

Por isso, esse caso ajuda a perceber como a
auséncia do parametro d modifica a distribui¢cao
dos raios e a forma final da ciclide.

r-----------------------I

d+c=28
b=86
L ]
ld—e¢c| =8
c=8
. [ b
d=0 ‘d+c-sm(—)‘=5‘ﬁﬁ
* 4

4

a=VE+e=1L75 d+c+5in(3_“) — 5.66

N

Figura 14 — Ciclide em fuso simétrico.

Condicao do exemplo
c=8 d=0 a=175

Logo,
d=0<c<a

Essa relacao caracteriza a ciclide em
fuso simétrico. Nesse caso, o parametro
d é nulo, e a construgao passa a
apresentar uma distribuicdo mais
simétrica dos raios das esferas em
torno da elipse focal.

O que observar?

e acondicaod=0;
e asimetria da construcao;

¢ adistribuicao espelhada dos raios;

e aformacao de uma configuragao do
tipo fuso.

20
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

5. Toro

O toro aparece como um caso particular da ciclide
de Dupinquandoc=0ed<a.

Nessa configuracao, a relagao a2 = b2 + ¢2 se reduz
aa=hb.

Com isso, a elipse focal perde sua excentricidade e |

passa a ser uma circunferéncia. A construcao fica
mais simétrica, e os raios das esferas associadas
permanecem iguais.

Por isso, o toro pode ser entendido como uma
forma especial dentro da familia das ciclides de
Dupin.

b=8 d+ec=3
>
=il ld—¢ =3
d=3

|d+c-sin(5—ﬂ)|=3

1

oy ? 2— L]
a=vb+c=28 d+c-sin(i—r)=3

Figura15—Toro

Condicao do exemplo

c=0 d=3 a=8 b=8

Logo,
b=a>d

Essa relagcao caracteriza o toro como
caso particular da ciclide de Dupin.
Nesse caso, a construcdo torna-se
simétrica, a elipse focal se transforma
em circunferéncia e os raios das esferas
permanecem constantes.

O que observar?
e acondigaoc=0;
a igualdade a = b;

a elipse focal transformada em

circunferéncia;

0os raios das esferas com o mesmo
valor;

a simetria caracteristica do toro.
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

6. Ciclide em anel critico

A ciclide em anel critico ocorre quando d = a. Nesse caso, o parametro d atinge o valor do
semieixo maior da elipse focal.

Essa configuracdo representa um caso limite apds a ciclide em anel, caracterizada porc <d < a.

Quando d chega a q, a superficie passa para uma forma critica, na qual a abertura central deixa
de se comportar como no anel regular.

Figura 16 — Ciclide em anel critico, apresentada em vista externa e em cortes para facilitar a visualizagdo da
regido interna.

Condicao do exemplo Observacdo sobre as imagens

c=4 d=5 a=5 Nesta configuracdo, a familia de esferas
apresenta grande sobreposicao,

Logo, dificultando a visualizacdo da superficie.

c<d-=a.

Essa relacdo caracteriza a ciclide em anel critico. Por esse motivo, optamos por apresentar
Nesse caso, o parametro d atinge exatamente o ) @Etle S Gt UREDS DS Nnfees @ Eul o

’ o . em corte, permitindo observar com maior
valor de @, marcando a transicdo entre o regime |op TS ST OSSO k| e e
regular da ciclide em anel e as configuragdes [ eri=lleldifel=

seguintes.
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FORMAS DA CICLIDE DE DUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

7. Ciclide em fuso interno

A ciclide em fuso interno ocorre quando d > a. Nessa configuragao, o parametro d ultrapassa o
valor do semieixo maior da elipse focal.

Esse caso sucede a ciclide em anel critico e produz uma auto-intersecao interna mais evidente.
A abertura central deixa de apresentar o comportamento do anel regular, e a superficie passa a
exibir uma regiao interna caracteristica da forma em fuso.

Figura 17— Ciclide em fuso interno, apresentada em vista externa e em cortes para facilitar a visualizagao da
regido interna.

Condicao do exemplo Observacgao sobre as imagens
c=4 d=7 a=5 Assim como na ciclide em anel critico, a
sobreposicao das esferas dificulta a leitura
Logo, visual da superficie.

c<a<d.

£ lach teri iclid £ int Por isso, a ciclide em fuso interno é
ssa relagéo caracteriza a ciclide em fuso interno. [FFEE SEs TE SRS e O S

Nesse caso, o parametro d ultrapassa o valor de @, [oe/aic Closieniaielel o1 fslefElol lpieidpe) = -
fazendo com que a superficie deixe o regime |=llilellaii=iis=lerle) caracteristica dessa
critico e passe a apresentar uma auto-intersecao configuracao.

interna mais acentuada.
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FORMAS DA CICLIDE DEDUPIN

Como os parametros modificam a aparéncia da superficie

A tabela a seguir redne, de forma sintética, as principais configuragcdes das ciclides de Dupin
consideradas nesta revista.

A nomenclatura utilizada possui carater descritivo e didatico, e foi adotada neste material para
facilitar a identificacao visual das formas, das condi¢des sobre os parametros e dos aspectos
geomeétricos mais relevantes.

Forma Nomenclatura Condicao O que observar ACESSE E

MANIPULE

abertura central
Ciclide em anel c<d<a sem

. . Explore a construgao
autointersegao

dindmica no
GeoGebra 3D.

caso limite entre

Ciclide em chifre d=c anel e fuso
presenca de
Ciclide em fuso d<c<a autointersecao

Use o QR Code para

variar os parametros
e observar, em
tempo real, as
mudangas na forma

Ciclide em fuso O=d<c<qg simétrica dos
simétrico raios

da ciclide.
caso partl'cular Ou, acesse pelo link:
Toro c=0ed<a=b com raios
constantes
Cligue aqui
Ciclide em anel _ caso limite
iti c<d=a. apos a ciclide

critico em anel

autointersecao
- c<a<d interna mais
interno acentuada

Ciclide em fuso

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
distribuicao :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

Tabela 1— Sintese das configurag¢des das ciclides de Dupin consideradas nesta revista.
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E AS CICLIDES PARABOLICAS? v

Um caso complementar da familia das ciclides de Dupin

Além das formas exploradas nas paginas
anteriores, a teoria das ciclides de Dupin
também contempla outros casos. Um deles é a
ciclide parabdlica, associada a uma configuracao
em qgue as curvas focais sao duas parabolas
situadas em planos ortogonais.

r----------------------l

:Uma ciclide parabdlica pode ser descrita por
] Uma equacgao cubica da forma:

2(z—B)z— )+ (2 — MY’ + (z— B)z* =0,

jem que ﬂ e 7Y sdo constantes associadas a
I configuracao focal considerada.
i

Nesta revista, a ciclide parabdlica é apresentada
apenas como um caso complementar. Sua
presenca ajuda a mostrar que a familia das
ciclides de Dupin é mais ampla do que as
configuracdes exploradas nas paginas anteriores.

O percurso desenvolvido neste material
concentrou-se na ciclide eliptico-hiperbdlica, pois
essa foi a configuracao escolhida para as
construcgdes, atividades e exploragdes dinamicas
realizadas no GeoGebra 3D. Assim, a ciclide
parabdlica € mencionada como possibilidade de
continuidade e de novas investigacdes.

> 4
i Curiosidade para investigar

VISUALIZACOES DA CICLIDE
PARABOLICA

Figura 181 — Configura¢do com Iébulos secantes,
evidenciando a estrutura aberta da superficie.

Figura 18.2 — Configuragao de transicao, com destaque
para as curvas focais parabdlicas.

Figura 18.3 — Configuragdo com Iébulo interno ovalado,
obtida pela variagao dos parametros da construgao.

No caso parabdlico, algumas configuracdes apresentam simetrias interessantes. O MathCurve
destaca uma ciclide parabdlica em anel que permanece invariante por uma meia-volta, isto é,

por uma rotacao de 180o.

A pagina também sugere uma comparagcao com a superficie de Costa e a superficie de
Enneper, que apresentam uma propriedade de simetria semelhante. Essa observacdao nao
serd aprofundada nesta revista, mas pode servir como ponto de partida para novas

exploragcdes geométricas.

Para investigar: MathCurve, pagina Dupin Cyclide. Disponivel em: clique aqui

Produto Educacional PROFMAT _—



Edic&o 2 - 2026
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Ciclides, visualizacao e cultura geométrica:

198

A presente secdo reune quatro olhares complementares sobre as ciclides de Dupin, a visualizagcdo
matematica e a cultura geométrica. As entrevistas aproximam pesquisa em Geometria Diferencial,
Histéria da Matematica, formacao de professores, tecnologias digitais e Arte, revelando diferentes

maneiras de compreender, representar e comunicar objetos geométricos.

Celso Costa

Matematico brasileiro, doutor pelo
IMPA e professor da UFF, conhecido
pela descoberta da Superficie Costa.
Sua trajetéria aproxima esta revista
da Geometria Diferencial, das
superficies minimas e da pesquisa
matemadtica brasileira.

Felipe Aizic

Mestre em Matematica Pura pela
UFRJ e doutorando em Histéria da
Matematica e da Fisica pelo
PEMAT/UFRI. Sua trajetéria articula
Geometria Diferencial, ensino,
histodria, filosofia e fisica.

Humberto Bortolossi

Professor da UFF e pesquisador em
visualizagdo matematica, tecnologias
digitais e ensino. Coordena agdes
ligadas ao GeoGebra, a producgdo de
materiais interativos e a formacgao de
professores de Matematica.

POR QUE CONVIDAMOS ESSES PESQUISADORES?

A escolha dos entrevistados reune quatro
perspectivas complementares sobre as ciclides, a
visualizagdo e a cultura geométrica:

* Celso Costa, pela experiéncia na Geometria
Diferencial, na pesquisa matematica e na
divulgacao cientifica;

* Felipe Aizic, pelas relagbes que estabelece
entre Geometria Diferencial, Histéria da
Matematica, Filosofia e Fisica;

« Humberto Bortolossi, pelo trabalho com
visualizagao matematica, GeoGebra,
tecnologias digitais e formacgdo de professores;

+ Eduardo Madeiro, pelo olhar da Arte e pelas
possibilidades de didlogo entre formas
geométricas, imagem, volume e criagdo
artistica.

Juntos, os entrevistados apresentam diferentes
maneiras de observar, compreender e comunicar
a geometria, aproximando pesquisa, ensino,
tecnologia, histdria e arte.

Eduardo Madeiro

Doutorando em Meméria Social pela & =«
UNIRIO e mestre pela UFRRIJ. &£
Pesquisa membdria, patrimdnio
cultural, identidade, cultura popular,
educacgdo antirracista e quadrilhas
juninas da Baixada Fluminense.

COMO CHEGAMOS AS PERGUNTAS?

As perguntas foram elaboradas a partir da
trajetéria de cada entrevistado e dos principais
eixos desta edicdo. Os dialogos percorrem a
formacao em Geometria Diferencial, a
permanéncia das ciclides na pesquisa, as relagdes
com a Histéria da Matematica, o papel da
visualizacdo e das tecnologias digitais e as
aproximacgoes entre geometria e Arte.

Como ocorre hoje a formagdo em Geometria
Diferencial?

Curvas, superficies e ciclides ainda encontram
espaco na formacgao e na pesquisa?

Como a Histéria da Matematica pode ampliar a
compreensao da geometria?

O que a visualizagdo e as tecnologias digitais
transformam na pesquisa e no ensino?

Como o GeoGebra, os modelos 3D e a Arte
podem criar outras formas de perceber e
comunicar objetos geométricos?

A seguir, vocé encontrara o didlogo completo com Celso Costa, Felipe Aizic, Humberto Bortolossi e Eduardo
Madeiro, revelando como as ciclides de Dupin podem ser compreendidas e comunicadas entre pesquisa,
ensino, tecnologia e arte.

Produto Educacional PROFMAT
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ENTREVISTA COM CELSO COSTA

Nesta entrevista, Celso Costa é convidado a revisitar a trajetéria que o levou a descoberta da superficie
gue leva seu nome e a refletir sobre a permanéncia do estudo das superficies na Geometria Diferencial. O
didlogo também percorre as formas de visualizagao anteriores aos recursos computacionais, as relagdes
entre Histéria da Matematica e tecnologias digitais e os caminhos da divulgacgao cientifica.

Celso Costa

2026.

Celso Costa é matematico, escritor e educador, mestre e doutor pelo IMPA e
professor titular do Instituto de Matematica e Estatistica da UFF. Em 1982,
encontrou as equagdes de uma nova superficie minima completa, hoje
conhecida internacionalmente como Superficie Costa, solucionando um
problema que permanecia aberto havia 206 anos. E membro titular da
Academia Brasileira de Ciéncias e possui uma reconhecida atuacdo na
educacdo e na divulgagao cientifica. Também publicou os livros A vida
misteriosa dos matemdticos, A arte de driblar destinos — vencedor do
Prémio LeYa 2022 — e A geometria do chapéu do sambista, langado em

Curriculo Lattes: http://lattes.cnpg.br/7439097890470621

1. Quais caminhos de pesquisa levaram o senhor a concepcao da superficie de Costa? Quais sido as

principais caracteristicas dessa superficie?

CC: A Superficie Costa se enquadra num estudo geral
de superficies no espacgo euclidiano tridimensional,
denominadas de superficies minimas. Tais tipos de
superficies podem ser realizadas (pelo menos em
regides limitadas) por peliculas de sabao, e esse lado
magico lembra as brincadeiras da infancia.

No mundo imenso das superficies minimas imersas no
espaco euclidiano tridimensional se destaca um mundo
exclusivo e desafiador de formas singulares da
geometria. Em linguagem técnica, esse mundo
especifico diz respeito as superficies minimas
completas, propriamente mergulhadas e com
topologia finita. Nesse mundo aconteceu meu ponto
de partida para a busca de responder uma pergunta
gue pairava had mais de duzentos anos.

Mas é necessario, para melhor entendimento, que eu
possa especificar as propriedades fundamentais das
superficies desse mundo restrito.

Superficie Costa

Fonte: acervo de Celso Costa.
Explore no GeoGebra:

Acesse um modelo
simplificado da
Superficie de Costa,
desenvolvido por
Humberto José

Bortolossi, e explore E§

sua visualizagdo em

ambiente dindmico. Clique aqui

s |
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Na segunda metade do século XVIII apenas trés
superficies integravam esse mundo particular de
formas singulares da geometria: o Plano de
Euclides, o Catenoide de Leonhard Euler e o
Helicoide de Jean-Baptiste Meusnier. Ao longo
dos dois séculos seguintes, alguns matematicos
tentaram provar a impossibilidade de existéncia
de uma nova superficie nesse universo, outros
tentaram encontrar suas equacgdes. Esse se
tornou o meu problema de tese no ano de 1980,
quando estudante de doutorado do Impa:
encontrar no espaco tridimensional uma quarta
forma nesse reduzidissimo universo.

Catenoide

Fonte: material encaminhado por Celso Costa.

Helicoide

it |.I|i

Fonte: material encaminhado por Celso Costa.

A procurada superficie precisava verificar
trés requisitos essenciais.

Primeiro: a forma espacial precisava ser
minima, isto é, qualquer pequena porcao dela
poderia ser reproduzida como uma pelicula de
sabao.

Segundo: a superficie precisava ser completa e
propriamente mergulhada; ou dito de outro
modo, precisava dividir o espag¢o euclidiano
tridimensional em duas regides conexas e
disjuntas, se estabelecendo como a fronteira
comum dessas duas regides.

Terceiro: tal quarta superficie deveria ter uma
topologia finita. Essa ultima propriedade exigia
qgue fosse uma superficie compacta com um
numero finito de buracos. Topologia faz
referéncia a forma plastica do objeto. Do ponto
de vista geral, as superficies compactas de
topologia finita podem ser descritas sem
esforco, uma vez que existe um teorema que as
classifica em esfera, toro, bitoro... n-toro..., etc.

Que o Plano é uma dessas formas singulares da
geometria decorre da equacdao a derivadas
parciais

(L4 £]) fax —2fafy fp+ (L + f2) fy = 0

introduzida, em 1760, pelo eminente matematico
Joseph-Louis Lagrange, dando nascimento a um
ramo da matematica denominado Calculo das
Variacoes. Nessa equacdo f(x,y) € uma funcdo a
duas

variaveis dominio

Iz fy: S f:r:y e fw

sdo derivadas parciais. Lagrange apontou as
solugdes triviais da equagdo, descrevendo familia
de planos euclidianos, através de funcgoes f(x,y) =
ax + by + ¢, onde a, b, c sdo nimeros reais onde a
ou b sdo ndo nulos.

num conexo e
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No mesmo ano, Euler, utilizando o método de
separagcdo das varidveis, encontrou a primeira
solugdo ndo trivial da equacdo de Lagrange,
revelando a existéncia do Catenoide. Em seguida,
em 1776, impondo novas restricdes a referida
equacdo, Meusnier descobriu o Helicoide. Essas
trés superficies permaneceram como os Unicos
exemplos de tais formas singulares da geometria

nos duzentos anos seguintes.

Leonhard Euler foi um dos maiores matematicos
de todas as épocas. Viveu setenta e seis anos e
provou mais de mil teoremas. O Catenoide de
Euler tem a forma plastica de um cilindro, com
uma regido central de cintura fina, onde, a
medida que o circulo gerador se afasta
indefinidamente, tanto em uma diregdao quanto
raios dos

na outra, os comprimentos dos

respectivos circulos convergem para o infinito.

Jean Baptiste Meusnier, matematico, quimico e
engenheiro, participou na revolucao francesa com
a patente de general. Atingido em combate,
morreria em decorréncia dos ferimentos, seis dias
antes de completar trinta e nove anos. O
1776 pelo
matematico francés, em sua forma torcida lembra

Helicoide descoberto em ilustre
essas rampas de estacionamento nos edificios-
garagem. Tal forma espacial, 177 anos apds sua
descoberta, forneceria luz aos cientistas James
Watson, Francis Crick e Maurice Wilkins na
definicdo da estrutura geométrica capaz de
modelar a molécula do DNA, na forma de uma

dupla hélice.

Desde logo, um aspecto importante reune o Plano
e essas duas superficies: todas tém a esfera como
a topologia de base. O Plano e o Helicoide se
conformam a uma esfera menos um ponto,
enquanto o Catenoide, em termos topoldgicos, é
uma esfera menos dois pontos.

Na solucdo de minha tese de doutorado, de
partida, busquei a quarta superficie
vislumbrando uma topologia mais complexa.
Vasculhando a biblioteca, encontrei uma pré-
publicacdo de F. Gackstatter, um matematico
alemao contemporaneo na qual era construida
uma superficie minima com a topologia do Toro
menos um ponto. O método ali usado se
reportava as funcgdes elipticas, uma antiga
técnica matematica fundada por Karl Weierstrass
no final do século XIX.

Passei a estudar em profundidade tais fungdes e
logo topei com uma verdadeira biblia sobre o
assunto: a obra escrita pela dupla de franceses, J.
Tannery e J. Molk, apresentada em dois extensos
volumes, Elements de la Theorie des Functions
Elliptiques, vindo a luz entre os anos 1893-1902.
biblia imperava a funcao P(z) de
Weierstrass, a fun¢ao que junto com sua derivada
€ capaz de expressar qualquer outra fungao
eliptica genérica. Em outras palavras, a funcao
P(z) desempenha, na geometria complexa do toro,
papel equivalente a func¢do z no plano complexo.

Nessa

Esse era o estado da arte dos meus estudos no
primeiro semestre de 1980. Em sintese, eu
precisava funcbes capazes de
mergulhar um toro menos trés pontos no
espaco euclidiano tridimensional, de modo a
produzir uma quarta superficie nesse mundo
particular de formas singulares da geometria.

encontrar

Foi, portanto, no contexto de minha tese de
doutorado que se deu a descoberta da
Superficie, depois nomeada Superficie Costa ou
Costa’s surface pela comunidade internacional,
tese de doutorado defendida em dezembro de
1982.

O caminho de chegada aconteceu apds sete anos
de estudos no IMPA (Instituto de Matematica
Pura e Aplicada). Durante todo esse tempo fui
orientado pelo prof. Manfredo Perdigao do
Carmo, matematico considerado o pai da
geometria diferencial em nosso pais.
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Durante esses sete anos aconteceu uma fase de
mestrado (dois anos e meio), mais uma fase inicial
do doutorado (outros dois anos), onde me
dediquei a avangar nos estudos de matematica
abrangendo um leque de possibilidades, dentre
as quais cito, Andlise, Geometria, Topologia
Algébrica, Equacdes Diferenciais, Variaveis
Complexas, entre tantas outras disciplinas, com o
fronteira do

objetivo de alcancar uma

conhecimento matematico da época.

Portanto foi necessario todo esse empenho na
aquisicdo de conhecimentos técnicos em
matematica, até me deparar com problemas nao
resolvidos e enfrentar um deles como assunto

de tese

Foi, portanto, no rastro do Plano, do Catenoide e
do Helicoide, que escolhi encontrar uma quarta
superficie mergulhada no espaco euclidiano
tridimensional, que fosse completa e de curvatura
total finita. Além disso como o catenoide tem a
topologia da esfera menos dois pontos e o
helicoide tem a topologia da esfera menos um
ponto, fui atrds de um exemplo com uma
topologia mais complexa.

Nesse caminho escolhi o toro menos trés pontos
como candidato a suportar a nova superficie.
Foram quase dois anos de busca, até
apresentarmos a comunidade matematica as
equagdes de uma tal superficie:

g = % w= P(z)dz

Sao equagdes que apresentam uma disfarcada
simplicidade: a inversa da derivada da funcao P(z)
de Weierstrass representando o campo de
vetores normais sobre a superficie e a mesma
funcdo, como coadjuvante, comparece na

representacgdo da diferencial w.

Toda a complexidade da representagao reside na
funcdo P(z) de Weierstrass, uma funcao
descoberta pelo matematico aleméao Karl
Weierstrass na década de 1860 e como dito
anteriormente, junto com suas derivadas gera
toda a geometria complexa de um toro, ou seja a
funcao P(z) de Weierstrass gera todas as funcgoées
elipticas de um toro.

1980 — O problema de tese

Encontrar uma quarta superficie nesse universo
restrito de superficies minimas completas.

Uma topologia mais complexa

Celso Costa escolheu o toro menos trés pontos como
candidato a suportar a nova superficie.

Quase dois anos de busca

O percurso envolveu o estudo de fungdes elipticas e
da fungao P(z) de Weierstrass.

Formacgdo no IMPA

O caminho até a descoberta foi construido ao longo
de sete anos de estudos no IMPA, envolvendo areas
como Andlise, Geometria, Topologia Algébrica,
Equacdes Diferenciais e Varidveis Complexas, sob
orientagao de Manfredo Perdigao do Carmo.

1982 — A descoberta

A tese foi defendida em dezembro de 1982, e a
superficie encontrada passou a ser conhecida
internacionalmente como Superficie Costa.

Até o inicio da década de 1980, o conjunto das
superficies minimas completas no espago
euclidiano tridimensional parecia
extremamente restrito.

A descoberta da Superficie Costa ampliou esse
horizonte ao apresentar um novo exemplo com
topologia mais complexa, abrindo novas
possibilidades de investigagdao em Geometria
Diferencial.
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2. O estudo das superficies ainda constitui um
forte objeto de pesquisa em Geometria

Diferencial?

CC: Certamente, o estudo das superficies no
contexto da Geometria Diferencial € um assunto
dinamico, com problemas que resistem ao tempo
e muito deles, ao serem resolvidos, abrem novas
linhas de investigacao.

E também mister ressaltar que os espagos onde
se inserem tais superficies é rico em

complexidade, pois podem ser o espago
euclidiano de curvatura gaussiana nula, ou um
espaco ndo euclidiano de curvatura gaussiana 1
(as esferas tridimensionais), ou ainda um espacgo
ndo euclidiano de curvatura gaussiana -1 (os
espacos de Lobachevsky). Cada um desses
espacos, onde as superficies estdo inseridas,
requerem ferramentas matematicas proprias na
resolver

tentativa de conjecturas, os tais

problemas em aberto.

3. Sabemos que a tecnologia esta muito
presente na formagdo da minha geragao.
Estudar um texto classico tendo em maos um
software de geometria dinamica facilita
bastante a compreensdo de termos dificeis,

sobretudo quando o argumento de
visualizacdo geométrica se torna mais
complexo. Como era fazer Geometria nos
tempos anteriores a computacdo e aos
recursos digitais de visualizacao?

CC: E fato notério que a visualiza¢do dos objetos
em geometria é muito importante no auxilio da
resolugcdo de problemas. Na minha época de
doutorado ja tinhamos acesso as visualizagoes de
superficies, especialmente no espaco euclidiano
tridimensional.

Lembro por exemplo que o software MATLAB ja
tinha

academia no final da década de 1970, embora seu

suas primeiras versdes para uso da

langamento comercial tenha se dado na década
de 80. Também logo apds a descoberta da
superficie Costa foi a vez do surgimento do
outro software

Mathematica, poderoso na

constru¢cdo de superficies a partir das

coordenadas uma vez conhecidas.

Mas devo ressaltar que a Superficie Costa, tendo
como modelo topolégico um toro menos trés
pontos, representou um desafio sem
precedentes quando da plotagem de suas

equacdes no espaco euclidiano tridimensional.

Esse grande desafio, o qual de certa forma
inaugurou um caminho para a computaciao
grafica que hoje conhecemos, foi enfrentado
matematicos

com especial originalidade por

americanos.

ANTES DO GEOGEBRA

Visualizar superficies antes das ferramentas atuais

-

Fim da década de 1970

O uso de recursos computacionais comeca a ampliar
as possibilidades de visualizacao geométrica no
meio académico.

Anos 1980

Softwares como MATLAB e Mathematica passam a
integrar o trabalho de pesquisadores interessados em
representar curvas e superficies.

0 desafio da Superficie Costa

A complexidade topolégica da Superficie Costa tornou
sua representagdo computacional um problema
particularmente dificil, marcando um momento
importante no desenvolvimento da computagio
grifica aplicada & Matematica.

:_\_\\ )
( \ Hoje
| Ferramentas de geometria dinimica, ambientes

7 computacionais e impressao 3D tornam mais acessivel
a exploracio visual de superficies em contextos de
ensino e divulgacio cientifica.

©

MATLAB — Mathematica — computagdo grifica —> visualizacio dinimica
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4. Quais sdo, em sua visao, algumas das principais areas de pesquisa ligadas a Geometria

Diferencial? O senhor acredita que seja possivel articular Histéria da Matematica e tecnologias
digitais como uma metodologia de ensino capaz de ampliar a formacdao matematica e cultural do
professor, sem a pretensao de torna-lo um geémetra profissional?

CC: Sao inUmeras as areas de pesquisa em
Geometria Diferencial, especialmente quando se
considera os espagos euclidianos e nao
euclidianos de dimensdao maior ou igual a trés.
Portanto, para ficar num universo mais restrito,
colocaria foco nas superficies inseridas no
espaco euclidiano tridimensional e também nos
espacos nao euclidianos tridimensionais.

No caso euclidiano sdo as superficies ordinarias
de nossa visualizagdo. No caso nao euclidiano a
visualizagdo se torna um objeto bem mais
complexo.

Ficando apenas nessas restricdes, existem uma
gama imensa de problemas ndo resolvidos
ligados as superficies de curvatura média
constante, em particular quando essa curvatura
média se anula, o que é justamente o caso das
superficies minimas.

O relevante aqui é que as superficies minimas
podem ser representadas localmente por uma
pelicula de sabao. O fisico belga Ferdinand
Plateau foi quem originalmente tipificou as
superficies minimas no espaco euclidiano
tridimensional como peliculas de sabdo. Plateau
realizou suas famosas experiéncias no periodo
entre 1842 e 1868.

Ele tomava aros metdlicos na forma de circulos
deformados e mergulhava em uma solugdo de
agua e sabao, a fim de obter uma pelicula, a qual
era suportada nos bordos pela estrutura de fios
de arame. Tal pelicula é uma superficie minima.

Tais experiéncias com peliculas de sabdo sdo
exemplos ludicos que podem ser apresentados a
estudantes de todos os niveis.

Evidentemente, devido a importdncia e
circunstancias em que tais experimentos foram
realizados pelo fisico belga — auxiliado por seus
estudantes, pois ficou cego apds observar um
eclipse do sol sem protecdo nos olhos —, tal
pratica fornece material para um ponto de vista
histérico sobre o nascimento e desenvolvimento
da teoria das superficies minimas.

Insumo que pode oferecer ao professor material
pedagdégico importante para estimular vocag¢oes
em matematica

e e |

Catenoide formado por uma pelicula de
sabao entre duas circunferéncias de
mesmo diametro, coaxiais e paralelas.

Fonte: Sa (2020, p. 96), a partir de Matthen.

Saiba mais: Das Peliculas de Sabdo as
Superficies Minimas, de Vivilene de Souza Sa.

S —————————

Produto Educacional PROFMAT

32



Edicdo 2 - 2026

TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM CELSO COSTA

5. Gostaria de destacar que A vida misteriosa dos matematicos € um dos meus livros favoritos. A
leitura me marcou muito pela maneira como o senhor constréi uma narrativa ficcional capaz de
aproximar o leitor da vida e das ideias de diferentes matematicos, sem perder o vinculo com a

Histéria da Matematica. Na sua opinido, como obras desse tipo podem contribuir para a divulgacgao
da Matematica e para despertar, em professores, licenciandos e estudantes, o interesse pela Histéria

da Matematica?

CC: Quando escrevi “A vida misteriosa dos
matematicos” tive por objetivo tragcar um panorama
limitado, mas o mais abrangente possivel da histéria
da matematica, desde o primeiro homem de ciéncia,
Tales de Mileto no século V a.C. — cuja lenda nos
chega até os dias de hoje com a medida de piramides
através de triangulos semelhantes e sombras —,
alcancando os dias atuais com a resolugdo por Grigori
Perelman da conjectura de Poincaré, um dos sete
problemas do milénio.

E um livro que, tendo como mote a narrativa das
lendas que permeiam as descobertas em
matematica, traca uma espinha dorsal do
conhecimento da disciplina desde os primoérdios com
os desenhos na areia, até a era moderna com o
advento do computador e os céalculos na linguagem
binaria.

Creio que tais tipos de obra que segue uma tradigcao
inaugurada com “O homem que calculava” de Malba
Tahan oferecem alternativas ludicas para a pratica
docente, bem como suas leituras podem estimular em
jovens estudantes o interesse pela matematica.

NMEILERIELE e © HOMEM QUE CALCULAVA

Classico de Malba Tahan,

O Homem
que Calculava

o livro une narrativa

e problemas matematicos

de forma ludica.

A obra se tornou uma

referéncia importante

para a divulgagcdo da Matematica
e para a aproximacdo entre
literatura, ensino e imaginacgéao.

OBRAS DE CELSO COSTA

Em destaque,

A vida misteriosa dos matemadticos,
obra mencionada na entrevista.

Abaixo, aparecem também

A arte de driblar destinos,

vencedor do Prémio LeYa 2022,

e A geometria do chapéu do sambista,
lancado em 2026.

CElsoCosta”

L-------------------

W
W
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6. Que sugestoes o senhor daria para professores, licenciandos e estudantes interessados em ter um
primeiro contato com o estudo das superficies e com a Geometria Diferencial, especialmente em

propostas que valorizem Histéria da Matematica, visualizagcdo geométrica, tecnologias digitais e
divulgacao cientifica?

CC: Creio que o estudo das superficies no espaco euclidiano tridimensional é um assunto bem concreto
com vasta referencias bibliografica, cujos exemplares se prestam a uma perfeita visualizacdo geométrica.

Inclusive em dias atuais, com o auxilio da impressao 3D, podemos construir as superficies no formato de
objetos tridimensionais, e assim aprecia-los em nossas maos.

Esse avan¢o na visualizacdo, bem como uma contextualizagdo dos assuntos em vista da perspectiva
histéorica da evolugdo dos conceitos em matematica, pode ser um instrumento pedagégico relevante
para tornar as aulas lidicas e despertar nos alunos um interesse real pelo aprendizado.

ECOS DA CONVERSA

DA PESQUISA A SALA DE AULA

PESQUISA

Uma pergunta em aberto, anos de formagao e a busca por uma nova
superficie levaram a descoberta da Superficie Costa.

VISUALIZACAO

Das peliculas de sabao aos recursos computacionais, visualizar
tornou-se parte fundamental da maneira de investigar e compreender
superficies.

ENSINO

Historia da Matematica, tecnologias digitais e modelos tridimensionais
podem aproximar conceitos avangados da formagao de professores
e estudantes.

HISTORIA - GEOMETRIA - VISUALIZAGCAO - TECNOLOGIA - DIVULGACAO

A entrevista com Celso Costa percorre justamente o caminho que esta edigao de
Trajetorias procura explorar: compreender a Matematica como uma construgao
histoérica, visual, investigativa e também compartilhavel.
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Nesta entrevista concedida por escrito, Humberto Bortolossi discute possibilidades de articulagdao entre
Geometria Diferencial, Histéria da Matematica, tecnologias digitais e formacao de professores. Suas
respostas destacam caminhos para aproximar conceitos e textos classicos da experiéncia do futuro
professor, valorizando a visualizagcdo, a compreensao conceitual e as conexdes com a Educacdo Basica.

Humberto Bortolossi

Humberto José Bortolossi é licenciado em Matematica pela UEM, mestre em
Matemaética pelo IMPA e doutor em Matematica pela PUC-Rio. E professor
associado da UFF, onde atua na graduagdo, na educagao a distancia, em
cursos de especializagcdo e no mestrado profissional. Como coordenador do
Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro, desenvolve trabalhos que integram
tecnologia e Educacao Matematica. Também se destaca na divulgagao
cientifica e na producdo de projetos e materiais interativos voltados a
formacao de professores e a democratizagao do conhecimento matematico.

Curriculo Lattes: http://lattes.cnpg.br/1032454150925984

1. O senhor acredita que essa unido seja possivel de ser feita em cursos de formacao de professores?
Ou seja, seria possivel criar um curso de Geometria Diferencial na licenciatura que tenha um diadlogo
direto entre Matematica e Histéria da Matematica, e que nao seja tdo focado nos calculos, a fim de
compreender melhor os conceitos?

HB: Para a formacgdo de professores, essa unidao nao é
sé possivel, como desejavel — especialmente se o foco
recair sobre temas que encontram eco nha escola
basica: projecdes cartograficas e o papel do Teorema
Egrégio de Gauss (o livro cuja capa coloco a seguir,
"Portraits of the Earth: A Mathematician Looks at Maps"
de Timothy G. Feeman pode ser util), curvatura,
comprimento de arco, calculo de areas e a visualizagado
de superficies parametrizadas (como, por exemplo,
cunhas esféricas, cones de bases nao circulares etc.).

Um curso com esse desenho desloca o centro de
gravidade dos cdlculos para os conceitos: os
resultados cldssicos deixam de ser um fim em si e
passam a iluminar conteddos que o futuro professor
efetivamente ensinara.

A Histéria da Matematica, nesse contexto, ndo
entra como ornamento, mas como fio
condutor que revela por que esses conceitos

foram criados e quais problemas eles Capa de Portraits of the Earth: A Mathematician Looks at
Maps, de Timothy G. Feeman. Fonte: American
resolvem. Mathematical Society (AMS).
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2. O senhor acredita que as tecnologias digitais, como o software GeoGebra, possam ser facilitadoras

da compreensdo de textos classicos de Geometria Diferencial para estudantes em formagao que se

interessam por Histéria da Matematica?

HB: Certamente — tanto é assim que gedbmetras de
referéncia ja produzindo
bibliografico com o uso desses recursos. Para citar
um exemplo, entre varios: “Geometria Diferencial
das Curvas no Plano”, de Hilario Alencar, Walcy
Neto,

estao material

Santos e Gregdrio Silva disponivel

gratuitamente em:

Geometria Diferencial das Curvas ho R2

Geometria Diferencial
das Curvas no 1»*

Hilario Alencar
Walcy Santos
Gregorio Silva Neto

Lt oy Diswai wsna
Lo € dbaltili, (v | s Maftabis & ) mlierts e e

Capa de Geometria Diferencial das Curvas no R?, de Hilario
Alencar, Walcy Santos e Gregério Silva Neto. Fonte:
Sociedade Brasileira de Matematica (SBM).

Vale registrar que, além do GeoGebra, sistemas
como Mathematica, Maple, Maxima, SageMath e
Desmos
comunidade de professores e matematicos. Esses
recursos permitem materializar dinamicamente o

tém sido amplamente usados pela

que os textos classicos descrevem apenas
analiticamente — variar parametros, animar
construgdes, explorar casos — encurtando a

distancia entre a linguagem do século XIX e a
intuicio geométrica do leitor de hoje.

reemmmEEmEEmEmEEEEmEmmm——TT

: ALEM DO GEOGEBRA: OUTROS

RECURSOS DIGITAIS

MATHEMATICA

Ambiente de computacdo técnica e simbdlica da
Wolfram, com recursos para calculos, graficos e
visualizagdes.

Acesse: https:/www.wolfram.com/mathematica/

MAPLE

Software matematico voltado a resolugdo, andlise e
visualizacdo de problemas matematicos

Acesse: https://www.maplesoft.com/products/Maple/

MAXIMA

Sistema livre de algebra computacional para calculos
simbdlicos e numéricos, incluindo derivacgao,
integracao, equacgdes diferenciais e graficos 2D e 3D.

Acesse: https://maxima.sourceforge.io/pt/

SAGEMATH

Sistema matematico livre e de cdédigo aberto que
reune diferentes ferramentas computacionais em
uma interface baseada em Python.

Acesse: https://www.sagemath.org/

DESMOS

Ambiente on-line para exploragcdo grafica e visual de
funcdes, curvas, equagbes e outros objetos
matematicos.

Acesse: https://www.desmos.com/?lang=pt-BR
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3. Que sugestoes o senhor daria para levar o estudo das superficies e o interesse pela Geometria

Diferencial para professores, licenciandos e estudantes do Ensino Médio? Em especial, como esse
primeiro contato poderia ser construido na formacao inicial de professores, articulando Histéria da
Matematica, tecnologias digitais, visualizacdo geométrica e divulgacao cientifica?

HB: Acredito que ha muito a se explorar nessas
conexoes. ilustrar, indico duas producdes
minhas que sdo exemplos dessa articulagdo entre
da digitais,
visualizagao geométrica e divulgacao cientifica:

e |

Para

Histéria Matematica, tecnologias

“O que é simetria? Diferentes usos da palavra
ao longo da Histéria da Matemdtica.”

Regina Célia Guapo Pasquini e Humberto José
Bortolossi

Acesse aqui

“Modelos Cosmolégicos: Trés Episédios na
Histéria da Matemdtica para a Sala de Aula”

Regina Célia Guapo Pasquini e Humberto José
Bortolossi

MODELOS COSMOLOGICOS:

MATEMATICR
EDUCALAD

Acesse aqui

Nessa mesma linha, menciono também o livro

“Simetria - Histéria de um Conceito e suas
Implicacées no Contexto Escolar”, que escrevi em
coautoria Célia
publicado na Série Histéria da Matematica para o
Ensino (SBHMat/Editora Livraria da Fisica), que
mostra como um conceito historicamente rico

pode ser levado a sala de aula da escola basica.

com Regina Guapo Pasquini,

Disponivel em:

https://www.crephimat.com.br/visor_ mnc.php?
id_t=30

Como projetos futuros, estou considerando tratar da
histéria da reta numérica — mais um tema em que
historia, visualizacdo e ensino se encontram de
maneira natural.
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Nesta entrevista, Felipe Aizic revisita sua formagdao em Matematica e o percurso que o aproximou da
Geometria Diferencial. A conversa aborda a presenca de curvas e superficies na graduagdo e na pos-
graduacdo, os desafios da formacao matematica e as relagdes entre geometria, Histdria da Matematica,

Filosofia, ensino e Fisica.

Felipe Aizic

Felipe Colar Aizic é licenciado em Matematica e mestre em Matematica
Pura pela UFRJ, com pesquisa na darea de Geometria e Topologia.
Atualmente, é doutorando em Ensino e Histéria da Matematica e da Fisica
pelo PEMAT/UFR]J, na drea de Histéria e Fundamentos da Fisica Matemética.
Participa do Grupo de Teoria e Histéria dos Conhecimentos, da USP, e ja
atuou como professor substituto na Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro (UFRRIJ). Sua trajetéria articula Geometria Diferencial, Histéria da
Matematica, Filosofia, Fisica e ensino. E também medalhista internacional

em Olimpiadas de Matematica.

Curriculo Lattes: http:/lattes.cnpg.br/1010095289875870

1. Fale-nos um pouco de sua formacdo em matematica e como foi o seu encontro/encantamento pela

geometria. Como se deu?

FA: Minha trajetéria foi, de fato, bastante nao-linear. Fiz
Licenciatura em Matematica na UFR3J (2020-2023), seguida
pelo Mestrado em Matematica Pura (PgMAT/UFRJ, 2024~
2026) e, atualmente, curso o Doutorado em Histéria da
Matematica e da Fisica (PEMAT/UFRJ). Como a grande
maioria dos estudantes, sofri um “choque” inicial com a
matematica do primeiro periodo, mas logo me encantei
por ser provocado a questionar tudo e pelas novas
formas de argumentar, especialmente em Algebra e
Geometria. Logo no 2° periodo fiz Anélise | e, no 3°, Andlise
Victor Giraldo.
experiéncias me trouxeram um amadurecimento precoce
e um olhar diferente para os saberes matematicos,
motivando-me a aprofundar

Il, ambas com o professor Essas

na matematica sempre
guiado por questdes de ensino, filosofia e histoéria.

O encanto definitivo pela geometria, no entanto, nao veio
de uma disciplina formal completa, mas de um fascinio
genuino pelo Paradoxo de Banach-Tarski, que conheci
ainda em 2021, na disciplina de Andlise Il. Fiquei fascinado,
fui pesquisar sobre o assunto e descobri diversas relagdes
belissimas de geometria que foram me aproximando do
tema. Nessa mesma época, o encanto pela pesquisa ja
ganhava forma: além de participar de competicdes (onde
fui  medalhista internacional

em olimpiadas de

matematica), fiz duas Iniciagées Cientificas.

Na segunda delas (2022-2023),

Decoloniais em Educagdo Matematica, pesquisei sobre a

sobre Perspectivas

concepgao de tempo ndo hegemodnica e o ensino de
calculo. Parte da pesquisa envolvia relacionar o Teorema
Fundamental do Cdélculo com os teoremas do calculo
vetorial (Green, Stokes e Gauss), o que naturalmente me
levou ao Teorema de Stokes em variedades, o que
colocou meu primeiro pé na Geometria Diferencial.

r---------------------

|
I TERMOS - CHAVE l
(1) Paradoxo de Banach-Tarski

Resultado matematico segundo o qual uma bola
pode ser dividida em um ndmero finito de conjuntos
e reorganizada, por rotagdes e translacdes, para
formar duas bolas do mesmo tamanho da original.
Esta relacionado a teoria dos conjuntos, a teoria da
medida e as simetrias.

Abordagens que questionam a ideia de uma unica
tradicdo  matematica universal e valorizam
diferentes saberes, praticas, culturas e formas de
produzir e
matematicos.

conhecimentos

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

(2) Perspectivas decoloniais em Educagdo Matematica |
|

|

|

I

compreender I
|

|

- |
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A semente de Banach-Tarski, plantada em 2021,
amadureceu em 2022 numa eletiva de “Filosofia e Légica
em Matematica” com Michael Deustch. No final de 2023,
descobri uma relacdo intrinseca entre o paradoxo e a
possibilidade de definir uma medida universal invariante
— o0 que motivou que fosse meu objeto de estudo no
mestrado em 2024. Inicialmente, eu estudaria o paradoxo
em Flag Manifolds, o que me empurrou de vez para a
Acabei

redirecionando a pesquisa, junto ao meu orientador,

Geometria Diferencial enquanto campo.

Thiago Drummond, para espagcos métricos e variedades
completas (conectadas pelo Teorema de Hopf-Rinow), o
que me levou a cursar Geometria Riemanniana além da

obrigatéria Geometria Diferencial. Minha dissertacgao,

“Aspectos Geomeétricos das Decomposicbes Paradoxais
em Espagos Métricos”, uniu geometria, topologia, acdes
de Grupos de Lie, teoria da medida e também bastante
algebra. Foi ali que comecei a construir uma formacao

sélida na area.

Hoje, no Doutorado, percebo que encontrei o meu
“baricentro”: a interseccdo exata entre matematica,
fisica, ensino, histéria e filosofia. Durante uma eletiva de
“Simetrias e Integrabilidade em Fisica” com o professor
Alejandro Cabrera, que fiz durante o mestrado, a
mecanica quantica capturou meu interesse por sua
imensa riqueza matematica e filoséfica. Assim, vou buscar
na minha pesquisa de doutorado, sob orientagcdo do
Thiago Hartz, primeiro, compreender como fisicos e
matematicos chegaram a estrutura do momento angular
na mecanica quantica, em particular o papel dos
invariantes da teoria, como o de Casimir; segundo,
compreender como o teorema da impossibilidade de
Groenewold se insere nos debates acerca da quantizagao
de sistemas classicos; e, por fim, compreender o
surgimento da mecanica quantica no espaco de fase,
desde os trabalhos de Weyl, passando pela tese de
Groenewold, até o teorema de Lichnerowicz et al. de
1978. Em suma, meu encontro com a geometria foi
construido por comentarios, conexdes e tépicos soltos que
se uniram de forma organica, € meu objetivo agora é
consolidar essa formagdo conectando histéria, geometria

e fisica.

TERMOS - CHAVE
(1) Flag Manifolds

Variedades associadas a sequéncias encadeadas de
subespacos vetoriais. Aparecem em diferentes areas
da geometria, da algebra e da teoria de grupos,
sendo exemplos importantes de espagos com
estrutura geométrica rica.

(2) Teorema de Hopf-Rinow

Resultado central da Geometria Riemanniana que
relaciona completude, geodésicas e propriedades
globais das variedades. Em linhas gerais, mostra
quando a estrutura do espagco garante bons
comportamentos de caminhos minimizantes.

(3) Geometria Riemanniana

Ramo da Geometria Diferencial que estuda
variedades dotadas de uma métrica, permitindo
medir comprimentos, angulos, distdncias e
curvaturas. E fundamental no estudo de geodésicas
e da forma dos espacgos.

(4) Invariante de Casimir

Objeto importante na teoria de Lie e na Fisica
Matematica. Surge no estudo de simetrias e ajuda a
compreender estruturas ligadas, por exemplo, ao
momento angular na Mecéanica Quantica.

DIALOGO ENTRE EDICOES

O professor Alejandro Cabrera, citado por Felipe Aizic
nesta entrevista, participou da primeira edicdo da
revista Trajetdrias, organizada por Wallace da Silva.

Na ocasido, Cabrera discutiu temas ligados a Geometria

Diferencial, a Fisica e a permanéncia do toro como
objeto de investigagao matematica.

Para saber mais:

veja a entrevista com
Alejandro Cabrera na
Edicdo 1 (2025) da
revista Trajetérias em

Dialogo.
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2. Sabemos que a disciplina de Geometria Diferencial ndo consta nas grades da Licenciatura em

Matematica. Vocé cursou geometria como eletiva? Cursar geometria na graduacdo é pré-requisito para
fazer um bom curso de geometria no mestrado? O que vocé aconselha a um aluno em formacgao inicial?

FA: N&ao cursei Geometria Diferencial durante a
graduacdo. Na verdade, eu sé cursei Algebra lll e Filosofia
e Légica em Matematica de disciplinas do Bacharelado.
No mestrado, logo no primeiro semestre (2024.1), eu
cursei a disciplina de Geometria Diferencial que, por sua
vez, € um curso de Analise em Variedades, e ndo um
curso classico de curvas e superficies. No entanto, no
semestre seguinte (2024.2), eu cursei Geometria
Riemanniana, que trata sobre diversos tépicos da
Geometria Diferencial que se conectam mais diretamente
com um curso de curvas e superficies da graduacdo,
como, por exemplo, curvaturas e geodésicas.

Sobre um curso de Variedades, eu acho que tem vdrios
requisitos, mas, de certa maneira, eles sdo parte
constitutiva da formacgao intelectual de um matematico
— ou seja, fazem parte do seu capital cultural. Por
exemplo, para entender as primeiras nog¢des de uma
variedade (definicdo, exemplos e proposi¢des), é
importante ter alguns conceitos de topologia geral e
analise no R". No meu caso particular, os cursos de
Andlise que fiz foram suficientemente bons para que eu
tivesse o0s requisitos necessdrios para consolidar essas
ideias, tendo em vista que boa parte do curso foi feita em
um Espaco Métrico e alguns exercicios ja brincavam com
a ideia de construir as no¢des de topologia sem ter uma
nocdo de distancia.

Confesso que, no curso de variedades, eu tive algumas

dificuldades iniciais pela falta de familiaridade com
algumas coisas, mas nada que me impedisse de
compreender os conceitos. Afinal, conceitos sutis,

profundos e bonitos demoram para “cair a ficha”, e
entender isso enquanto processo também é parte de se
entender enquanto matematico. Desta forma, eu nao
acho que um curso de Geometria Diferencial seja
requisito necessario e suficiente para entender um
curso de variedades, mas certamente um curso de
Andlise no RM e algo como Introducdo a Topologia Geral
podem ajudar bastante, pois hd uma certa passagem de
abstracdo cuja maturidade se faz necessaria.

J& para um curso como Geometria Riemanniana, o
préprio curso de Variedades é um pré-requisito, pois
trabalhamos em variedades, métricas e, portanto, a nogao
de Tensor, além de trabalharmos com fibrados, formas
diferenciais, dentre outras coisas. E claro que, aqui, um

curso de Geometria Diferencial da graduacgdo, sobre
curvas e superficies, pode ajudar muito quanto aos
exemplos e a familiaridade. De certo modo, a Geometria
Riemanniana é um curso que vai muito além, mas os
exemplos “elementares” resgatam o que fora visto na
graduacdo. No entanto, eu também nao diria ser um pré-
requisito necessario e suficiente; é bem plausivel ser feito
sem ter tido contato direto com esses tdpicos na
graduacado (em particular, geodésicas e curvaturas).

Porém, apesar de tudo isso, eu aconselho fortemente

cursar a Geometria Diferencial na graduacgdo, por

diversas razoes:

e proporciona o contato com um ramo
belissimo da matematica exigindo poucos
requisitos (eventualmente Calculo 3 e Algebra

Linear);

e permite desbravar um mundo
particularmente novo, tendo em vista que as
Unicas geometrias das quais se tem

conhecimento prévio em meados da
graduacgao sao a sintética e a analitica;

¢ facilita o contato com o campo de pesquisa da
Geometria na pds-graduagao; e, por fim,

e insere o aluno desde cedo nas diversas
vertentes de pesquisa da area, além de ajuda-

lo a compreender grande parte do
desenvolvimento da matematica
contemporanea.

Desta forma, reitero que aconselho fortemente a
disciplina a um aluno em formacgao inicial; tenho certeza
de que valerA muito a pena, apesar de nao achar

estritamente que seja um pré-requisito
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3. Ainda se estudam curvas e superficies em nivel
de pdés-graduacao stricto sensu? Vocé ja ouviu falar

ou conhece o conceito de ciclides?

FA: E claro que essa pergunta é um pouco subjetiva, pois
depende de instituicdo para instituicdo. Mas, em geral, eu
acho que se estuda, mas ndao é uma obrigatoriedade
vigente nos curriculos. A maioria das instituicdes de pds-
graduacdo stricto sensu possui um formato de n
disciplinas obrigatérias e m eletivas. Eu diria que, em geral,
curvas e superficies estdao presentes no bloco das

disciplinas eletivas.

No meu caso particular, que foi na UFRJ, em Matematica
Pura, hd 4 disciplinas obrigatérias e 3 eletivas. As 4
obrigatdrias sdo: Estruturas Algébricas (Teoria de Galois),
Geometria Diferencial (Variedades Diferenciais),
Integracao (Teoria da Medida) e Andlise Complexa. Ou seja,
curvas e superficies ndo estdo contidas nesse bloco,
apesar de o curso de Geometria Diferencial fornecer
naturalmente alguns exemplos de curvas e superficies,
mas ndo eram exemplos imprescindiveis a teoria. Quero
dizer com isso que os exemplos enriqueciam a teoria
para quem conhecia ou tinha certa familiaridade ou
algum tipo de encantamento com esse mundo, mas, caso
tais exemplos ndo aparecessem, a teoria permanecia
sustentada para os alunos em geral com sua abstracdo ou
com outros exemplos que ndo fossem necessariamente
curvas e superficies.

No bloco de disciplinas eletivas, existem algumas
disciplinas que tratam de curvas e superficies, mas, de
maneira mais introdutdria, eu destaco duas: Geometria
Riemanniana (que ¢, formalmente, disciplina de
Doutorado) e Calculo Avangcado Il (eletiva para a
matematica pura e obrigatéria para a matematica
aplicada), disciplina essa que eu cursei durante o meu
primeiro periodo, concomitantemente a Geometria
Diferencial (e Estruturas Algébricas).

Eu diria que essa concomitancia foi muito importante para
eu compreender os conceitos, pois, enquanto Geometria
Diferencial ia para o mundo das Variedades, Calculo
Avancado Il pegava, as vezes, 0s mesmos conceitos e
trabalhava em Superficies; tinha uma certa
particularidade — e também uma beleza por si sé. Esse
curso trabalhou, em geral, com Integragcdo Mdltipla,

Aplicacdes Diferenciaveis e Integrais de Superficie, ou seja,
conceitos como superficie regular, imersdo, submersao,
mergulho, orientacgao, superficies com bordo,
recobrimento, teorema de Stokes etc.

Apesar de eu ter visto e estudado algumas superficies
particularmente interessantes nesses cursos, eu nhunca
ouvi falar em ciclides.

4. Como vocé compreende o didlogo entre
Geometria e Histéria da Matematica nos cursos
de Geometria Diferencial? Acha que esta
pode trazer ganhos para o
para o bacharelando em

combinagao
licenciando e
Matematica?

FA: Compreendo esse didlogo como um exercicio de
andlise epistemolégica sobre a producio do
pensamento geométrico. A histéria ndo se resume a
biografias ou curiosidades cronolégicas; ela é o registro
das crises conceituais, das tensdes entre diferentes
praticas matematicas e das mudancgas profundas nos
critérios de rigor ao longo dos séculos. Compreender isso é
entender que as ideias ndao nascem prontas, elas sdo
fruto de “praticas matematicas” de sua época, e isso é
fundamental para desafiar o utilitarismo que, muitas
vezes, esvazia a disciplina de sua prépria vitalidade. Esse
utilitarismo oculta debates que fundam os proéprios
quando resgatados,
profundamente a compreendé-los.

conceitos e que, nos ajudam

Para o bacharelando, a insercdo da Histéria da
Matematica constréi um capital cultural indispensavel,
além de atuar como uma ferramenta de resisténcia
contra o formalismo vazio. A Geometria Diferencial
ganha vida e motivacdo quando compreendemos as
necessidades que a forjaram. E muito diferente, por
exemplo, aprender sobre curvaturas apenas enquanto
féormulas e compreendé-las entendendo que nasceram da
impossibilidade geométrica de representar a superficie
terrestre em um plano sem distor¢des. A histéria ajuda o
pesquisador a desenvolver maturidade intelectual,
revelando o estatuto epistemoldgico e politico por tras do
formalismo contemporaneo. A maneira “isolada” como a
matematica frequentemente é concebida representa
somente uma das competéncias que um pesquisador
deve desenvolver, e ndo a sua totalidade. Torna-se crucial
entender que a sua pesquisa se insere como uma etapa
proviséria de uma longa constru¢ao humana.
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Ja para o licenciando, os ganhos sdo ainda mais urgentes.
A geometria escolar, quase exclusivamente euclidiana, é
frequentemente reduzida a algoritmos e propriedades,
reforcando a imagem da matematica enquanto estatica,
finalizada e inquestiondvel. Ao ter contato com a histéria
da Geometria Diferencial e com o surgimento das
geometrias nao euclidianas no século XIX, o futuro
professor ganha ferramentas para subverter essa visdo
dogmatica. Conceitos naturalizados, como o de “reta”,
podem ser ressignificados e ampliados (como na forma de
geodésicas), dependendo do espago geométrico em que
operamos. Além disso, a histéria eleva o estatuto do
pensamento Nno ensino ao nos mostrar, por exemplo, que
0s erros nao precisam ser vistos como “pecados” — como
frequentemente o sdo nas aulas de matematica. O erro
deve ser encarado como uma forga criativa que abre um
horizonte de sentidos produzidos pelos alunos, por nés e
pela sociedade, ndo apenas por uma postura politica
nossa, mas, sobretudo, porque o préprio desenvolvimento

histérico da matematica legitima essa posicao.

Em suma, essa combinagdo traz ganhos imensos. Ela
forma bacharéis mais reflexivos sobre os alicerces de suas
pesquisas e forma licenciandos capazes de levar para a
sala de aula uma matematica viva e em constante
construgdo, afastando-se do ensino como um mero
treinamento de métodos repetitivos. No entanto, vale
ressaltar que a insercdo da histéria vai além dessa
tentativa de apenas “humanizar” a disciplina. Ao mostrar
gue a matematica ndo é um bloco de verdades prontas e
inquestionaveis, a histéria expde as escolhas e as disputas
por trds do conhecimento. No fim das contas, isso nos
devolve a responsabilidade critica sobre qual visdo de
ciéncia estamos ajudando a construir na pesquisa € na

sala de aula.

(1) Geometria Diferencial na graduacéo

A disciplina pode ser cursada ainda na formacao
inicial e, mesmo nao sendo um pré-requisito
obrigatério para a pds-graduagdo, amplia o
repertério matematico e aproxima o estudante de
um campo importante de pesquisa.

(2) Curvas e superficies na pés-graduacgao

Embora nem sempre estejam entre as disciplinas
obrigatdrias, curvas e superficies seguem presentes
na poés-graduacdo, sobretudo em disciplinas eletivas,
contribuindo para enriquecer exemplos, intuicdes e
conexoes geomeétricas.

(3) Histéria da Matematica como formacao critica

Para Felipe Aizic, a Histéria da Matematica nao se
reduz a curiosidades ou biografias: ela ajuda a
compreender crises conceituais, mudancgas de rigor
e praticas matematicas, favorecendo uma formacao
mais reflexiva.

(4) Geometria, histéria e ensino

O didlogo entre Geometria Diferencial e Histéria da
Matematica fortalece tanto a formacdo do
bacharelando quanto a do licenciando, ao
apresentar a matematica como constru¢do humana,
viva e em constante transformagao.

“A histéria ndo se resume a biografias ou curiosidades cronolégicas; ela é o registro das crises conceituais, das

tensbes entre diferentes prdticas matemdticas e das mudangas profundas nos critérios de rigor ao longo dos

séculos.”

— Felipe Aizic
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CONVERSA COM EDUARDO MADEIRO

Nesta conversa, Eduardo Madeiro observa as ciclides de Dupin a partir da Arte, da cultura visual e de sua
experiéncia como professor da Educacdo Basica. A conversa explora relagdes entre forma, volume, vazio e
movimento, além das possibilidades de didlogo entre Matematica, Arte, modelos tridimensionais e
praticas escolares.

Eduardo Madeiro

Eduardo Madeiro de Santana é professor de Arte na Educacao Basica,
pesquisador e agente cultural. E licenciado em Artes Visuais e graduado em
Moda e Figurino, Sociologia e Histéria, além de possuir formagao em
Pedagogia. Atualmente, é doutorando em Memoédria Social pela UNIRIO e
mestre em Patrimoénio, Cultura e Sociedade pela UFRRJ. Suas pesquisas
envolvem memoaria, patrimoénio cultural, identidade, cultura popular e
educacgdo antirracista, com destaque para as festas juninas e outras
manifestagcdes culturais da Baixada Fluminense. Sua trajetéria também
reine experiéncias em figurino, moda, Carnaval, teatro e producdo
audiovisual.

Curriculo Lattes: http://lattes.cnpg.br/9551400673148962

QUANDO A GEOMETRIA ENCONTRA A ARTE

Esta conversa foi realizada presencialmente e teve
como ponto de partida a observagao e a
manipulagdo de diferentes modelos impressos em
3D de ciclides de Dupin. As superficies também
foram exploradas dinamicamente no GeoGebra 3D,
em um quadro interativo, permitindo acompanhar
as transformacgodes produzidas pela variagcao dos

parametros.

A partir desse contato visual e material, Victéria
Gentil e Eduardo Madeiro constroem um diadlogo
sobre circulo, simetria, volume, vazio, movimento e
percepcdo espacial. Ao longo da conversa, surgem
aproximagdbes com a arquitetura, o design, o
cubismo, o concretismo e a arte contemporéanea,

além de reflexdbes sobre as possibilidades de

integracao entre Matematica e Arte na Educacéao

Basica.
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VG: Olhando para essas formas, qual é a sua
primeira impressao, do ponto de vista visual e

artistico, ao manipula-las?

EM: A primeira coisa que me chama atencdo é a presencga
do circulo, qgue me remete imediatamente ao equilibrio
entre o volume e o vazio, como nessa pega que lembra
uma bolsa nessa peca que lembra uma bolsa. Também
no Homem

pensei, pela organizagdo das formas,

Vitruviano, de Leonardo da Vinci.

Essas superficies também me recordam o movimento
concretista nas artes. Ao mesmo tempo, a ideia do circulo
traz algo muito organico, que foge daquela concepgao
mais engessada que encontramos em muitas construgdes

arquitetdnicas atuais.

VG: O fato de serem objetos matematicos muda a

forma como vocé olha para eles?

EM: N3o necessariamente. Eu ndao tenho uma base
matematica aprofundada, mas consigo compreender
esses objetos por meio de nogdes de simetria e
assimetria, volume, espaco vazado, vazio, presenca da

linha e peso visual.

Consigo observar como o objeto se posiciona no espaco,
se ha mais peso visual de um lado do que do outro e como
a forma se organiza visualmente. Entdo, mesmo sem partir
do calculo matematico, consigo perceber essas superficies

como objetos espaciais.

VG: Como vocé percebe a relagao entre forma,

volume, vazio e movimento nessas pegas?

EM: Para mim, o mais interessante é justamente a
possibilidade de brincar com esses conceitos. Como
gosto muito de arquitetura, vejo muitas possibilidades de
trabalho a partir dessas formas.

Elas me remetem a arquitetura modernista,

especialmente pela relagdo com o aproveitamento da luz
e do espago. Penso em construgdes que trabalham com
mezaninos, vazios, circulacdo e integracdo com a
natureza.

O uso das curvas também me lembra o trabalho de Oscar
Niemeyer. Ha essa ideia de dar forma ao concreto, criar
silhuetas, trabalhar a leveza e a mobilidade visual. Ter

essas pegcas em maos torna mais facil visualizar essas

relagdes.
'---------------------ﬂ
I CHAVES DE LEITURA VISUAL

(1) Circulo, volume e vazio
As formas destacam o equilibrio entre cheio e vazio.

(2) Homem Vitruviano

Referéncia a organizagdo visual e a propor¢ao.

Leonardo da Vinci, Homem Vitruviano, c. 1490. Reproducao
em dominio publico. Fonte: Wikiversidade

(3) Concretismo

Aproximagao com a geometria e a estrutura formal
na arte.

(4) Simetria e peso visual

O olhar artistico percebe linha, equilibrio, assimetria
e organizacao espacial.

(5) Arquitetura modernista

Luz, circulagdo, vazios e integragdo com a natureza.
(6) Oscar Niemeyer

Curvas, leveza, silhueta e mobilidade visual.

Catedral Metropolitana de Brasilia, obra de Oscar Niemeyer.
I Fonte: Tissiana de A. de Souza/Wikimedia Commons.
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VG: Na

escola, a geometria costuma ser
apresentada por meio de figuras e sélidos mais
regulares e familiares, como a esfera, o cilindro, o
cone e o cubo. No entanto, existe uma enorme
diversidade de curvas e superficies, muitas delas
pouco conhecidas e raramente exploradas no
ambiente escolar. Vocé acha que o contato com
formas menos convencionais, como as ciclides de
pode ajudar a ampliar a visao dos

Dupin,
estudantes sobre a geometria?

EM: Sim. Isso se relaciona ao que mencionei sobre o
modernismo e sobre pensar a utilidade da forma para as
pessoas. Hoje também vemos um movimento de retorno a

integracdo entre arquitetura e natureza.

A matematica pode ajudar muito nessa unificagcdo entre o

espaco natural e a forma geométrica. Quando
percebemos essas estruturas em objetos, construgdes e
espacos, a matematica deixa de parecer algo restrito ao

ambiente escolar.

VG: A impressao 3D ajuda a transformar uma ideia
abstrata em um objeto mais préximo do corpo, do

olhar e do tato?

EM: Sim. Usando a arte como referéncia, isso me aproxima
da ideia do cubismo, especialmente em Picasso, no
sentido de tentar enxergar um objeto a partir de varios

angulos e perspectivas.

A impressdo 3D proporciona essa possibilidade de
visualizagdo multifacetada. O objeto pode ser girado,
observado de diferentes lados, tocado e percebido em sua
totalidade.

Isso amplia muito a experiéncia de

compreensao da forma.

Modelos tridimensionais de ciclides de Dupin utilizados
durante a entrevista.
Fonte: acervo da autora.

Isso desperta a

VG: Vocé acha que objetos como esses podem
gerar dialogos entre Matematica e Arte na escola?

EM: Totalmente. A arquitetura, por exemplo, € uma forma
de arte presente no cotidiano e esta ligada ao design, que

pensa diretamente no usuario e na funcao dos objetos.

Se antes do século XIX tinhamos uma arte muito voltada a
decoragdo e ao belo, a partir do século XX, com o
modernismo, passamos a pensar também na utilidade do

objeto para a sociedade.

Pensar a funcionalidade da matematica junto a natureza e
ao mundo contemporaneo é fundamental. Esses objetos
podem abrir um didlogo muito rico entre Matematica,
Arte, design, arquitetura e tecnologia.

VG: Pensando nos alunos, que tipo de reagao ou

curiosidade essas formas podem provocar?

EM: A primeira reagdo é tentar perceber onde essas
formas aparecem no mundo real. Alguns alunos podem
estabelecer conexdes com o mundo da moda, por
exemplo, no design de bolsas, ou com a arquitetura de

lugares como Dubai.

The Orb Bag, criagdo do
Nik Bentel Studio
inspirada nas ciclides de
Dupin.
Fotografia: Mia Teresa;
modelo: Maya Man.
Fonte: Nik Bentel Studio.

Museu do Futuro, em
Dubai.
Fotografia: Dubai Future

Foundation/via Reuters.
Fonte: UOL.

curiosidade de entender que a

matematica ndo existe apenas dentro da escola. Ela
aparece fora dela, nos objetos, nas construcdes, nas

imagens e nas formas que circulam no cotidiano.
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VG: Se vocé apresentasse essas peg¢as em uma aula,
exposicao,

oficina ou delas

destacaria?

qual aspecto

EM: Eu destacaria primeiro o volume marcante das pecgas,
a simetria de algumas formas e a presenca do circulo.
Também seria possivel trabalhar a repeticdo para gerar

grafismos.

A partir dessas formas, podemos abordar desde
representacodes artisticas de povos originarios, por meio
de padroes repetidos, até propostas contemporaneas,
explorando os vazios, os volumes e as estruturas das

pegas.

VG: Vocé vé alguma poténcia didatica ou artistica
em trabalhar superficies matematicas como

objetos visuais e tridimensionais?

EM: Vejo muita poténcia. Eu mesmo utilizo esse tipo de
recurso. Para mim, a matemadatica estd muito ligada a
leitura visual, a perspectiva e a percepgdo espacial, mais

do que ao célculo em si.

Quando o aluno tem a oportunidade de identificar essas
relagdes no cotidiano ou na escola e consegue transformar
esse conceito em desenho ou escultura, estamos unindo
Matematica e Arte.

VG: Que referéncias da Arte, da escultura, do design
ou da percepgao visual poderiam conversar com

esse tipo de forma?

EM:

contemporanea

Uma referéncia que eu trago €é a artista

Beatriz Milhazes, que trabalha
intensamente com circulos, repeticdo e elementos do
barroco. Ela faz um trabalho muito organico e explora

também a ideia do erro.

A obra dela ndo busca uma perfeicao exata. Pelo contrario,
ela expoe a falha humana como contraponto a perfeicao

tecnolégica, o que considero muito interessante.

jmEEmEmEmEmEmEmEmmm—_—————————T

BEATRIZ MILHAZES

Beatriz Milhazes é uma artista
visual brasileira, nascida em 1960,
no Rio de Janeiro, onde vive e
trabalha. Sua produgdo reune
pintura, gravura, colagem e
escultura, com composi¢des
marcadas pela sobreposi¢do de
formas geométricas e ornamentais,
especialmente circulos, flores,
arabescos e padrdes repetidos.

Obra de Beatriz Milhazes.
As sobreposicoes de
circulos, formas organicas
e padroes decorativos
dialogam com as
referéncias mencionadas
por Eduardo durante a
conversa.

Jardim Botanico, de Beatriz Milhazes. Estampa em seda
baseada em detalhe de Belezinha (2011).
Fonte: Galeria Alphaville.

VG: Quando comecei a estudar essas superficies,
parti da leitura dos documentos histéricos e, diante
da necessidade de compreender melhor suas
formas e propriedades, recorri a modelagem
geomeétrica e a visualizagao dinamica.

A partir da repeticdo de circulos e esferas, fui
testando possibilidades, observando, errando,
refazendo e reconstruindo. Esse percurso, guiado
pela percepcgao visual e geométrica e marcado por
erros e acertos, foi fundamental para que eu
chegasse as construgdes.

Por isso, achei especialmente interessante vocé
mencionar o erro como parte do processo criativo,
porque ele também ocupou um lugar importante
na minha prépria investigacao.

Agradeco por este dialogo e por compartilhar seu
olhar sobre o projeto.

EM: Eu que agradeco. O projeto € muito interessante.
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Como ter sua superficie em 3D
Nem toda superficie matematica precisa permanecer apenas na tela. A partir de uma parametrizacao, é
possivel construir a superficie no GeoGebra 3D, exportar o modelo em formato STL e transforma-lo em

um objeto fisico por meio da impressao 3D.

0 Escolha uma superficie @ Construa no GeoGebra 3D
Acesse o MathCurve e explore o catdlogo de Insira @ parametrizacdo no comando de superficie
superficies. Escolha uma superficie parametrizada do GeoGebra 3D, definindo também os intervalos
e identifique as expressées x(u,v), y(u,v), z(u,v) e deuewv.

os intervalos dos parametros. — — - -
'''''''''''''''''''''''''''' Superficie(x(u,v), y(u,v), z(u,v),

r
I

bblorphle iy felowrpecesl  gouhedd  owhesdd  lmoab  piveie P . f i 2 .
' = = = u, inicio, fim, v, inicio, fim)
: SURFACES
ENGLISH VERSION
1 Tin iome .
1 Voir les notations ci-dessous. Superficie(
: Surfaces commengant par
I
I
1
1
1
1
1
1
1

A/BICID/E/ EG [H] uxi [M[NO [Pl QR [S]T] wvwxiz

Superficie(Expressio, Expressiio, Expresslio, Variavel 1, Valor Inicial, Valor Final, Viridvel 2, Valor

I
I
I
I
I
Iniciat, Valor Final) |
I
I
I
I
I
I

ABSIDALE (SURFACE)
ALGEBRIQUE (SURFACE}
ALLONGE (ELLIESOIDE DE REVOLUTICN
ALYSSEIDE
ANALLAGMATIQUE SURFACED
L ANSEAVOEMOBNS e et i '
@ Exporte o arquivo G Imprima seu modelo
Depois de visualizar a superficie, use o menu do Se vocé tiver acesso a uma impressora 3D, abra o
GeoGebra para baixar o modelo em formato STL. arquivo STL em um programa de fatiamento e
prepare a impressac. Se ndo tiver, envie o arquivo
|’ ) 3 a um laboratério, espage maker, grafica ou
Menu — Baixar como —> STL . profissional que realize impresséo 3D.

GeoGebra arquivo {.ggb)

Imagem PNG (. png)

Impressdo 30 (stl) )

Collada ( dae)

Exemplo de modelos impressos em 3D prontos para uso.

Collada ( htmi) Dica importante

+ verifique os intervalos dos parametros
* observe a orientacdo da superficie
+ salve o arquivo em STL

Explore o MathCurve: — —
o . Depois de imprimir o modelo, compare a superficie
clique aqui @

fisica com a construgdo no GeoGebra 3D e utilize o
material na atividade investigativa.
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Esta atividade parte da observacdo de modelos impressos em 3D de ciclides de Dupin e segue para a
exploragdao de uma constru¢do dindmica no GeoGebra 3D. O objetivo é relacionar forma, visualizacdo

espacial e variagdo de parametros, aproximando o leitor de diferentes configuracdes da superficie.

Modelos impressos em 3D de diferentes configuracdes da ciclide de Dupin.

Materiais Desafio investigativo  [{@}
* modelos impressos em 3D Seos s dan s e S
* construcdo dindmica no GeoGebra 3D
¢ celular, tablet ou computador

Qlue alteragdes nos parédmetros
fazem a superficie mudar de
configuracao?

) Proposta da atividade

Escolha um dos modelos, observe sua forma e tente reproduzi-lo
no GeoGebra 3D. Para isso, manipule os parémetros da construgdo
e compare, continuamente, o modelo fisico com a superficie digital.

Explore no GeoGebra -i.?."ﬂ-\‘

(-0 O que observar
* abertura central da superficie
* presenga ou auséncia de autointersecdo

* simetria e geometria global
« semelhangas e diferencas entre as configuragdes

BNCC em foco

Matemadtica
» EFO9MAL7 — Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e aplica-las na representagdo de objetos.

+ EM13MATS512 — Investigar propriedades geomaétricas, formular conjecturas e testar relagdes corm apoio de
tecnologias digitais.

Computagdo
* Pensamento computacional — reconhecer padrées, comparar configuragdes e explorar parémetros.,
¢ Cultura digital — utilizar o GeaGebra de forma critica, criativa e investigativa.

—
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Ao longo desta edicdo, as ciclides de Dupin foram revisitadas por diferentes

caminhos. Partimos de seu desenvolvimento histérico no século XIX,
acompanhando contribui¢dées de matematicos como Charles Dupin, James Clerk
Maxwell, Arthur Cayley e Gaston Darboux, e seguimos em direcao as possibilidades

contemporaneas de visualizacdo, investigacao e construcao dessas superficies.

As diferentes representagdes apresentadas mostram que um mesmo objeto
matematico pode ser observado sob multiplas perspectivas. Equacgdes, curvas
focais, familias de esferas, constru¢cdes dindmicas no GeoGebra 3D e modelos
impressos permitem estabelecer conexdes entre o pensamento algébrico, a
visualizagao espacial e a geometria das superficies. Esse didlogo entre
representagdes também esteve presente na prépria pesquisa, na qual o GeoGebra
foi utilizado ndo apenas como recurso de ilustragdo, mas como parte do processo

de investigacdo e compreensdao geométrica.

As entrevistas reunidas em Trajetdérias em Didlogo ampliaram ainda mais esse
percurso. Diferentes vozes aproximaram a Geometria Diferencial da formacao
matematica, da Histéria da Matematica, da Educacao Basica, da Arte, da cultura e
de outras formas de compreender e comunicar o conhecimento. Assim, as ciclides
deixaram de aparecer apenas como superficies definidas por propriedades
matematicas e passaram também a funcionar como ponto de encontro entre

diferentes experiéncias e campos de saber.

Na Secdo Didatica, a passagem entre o digital e o material abriu outras
possibilidades de exploragdo. Manipular parametros, comparar configuragdes,
construir superficies no GeoGebra e transforma-las em modelos impressos em 3D
permite que a geometria seja observada, experimentada e investigada de

diferentes maneiras.

Esta edicdo ndao pretende esgotar o estudo das ciclides de Dupin. Ao contrario,
pretende deixar caminhos abertos. As superficies apresentadas aqui podem servir
como ponto de partida para novas leituras histdricas, novas construc¢des digitais,
outras experiéncias didaticas e diferentes didlogos entre Matematica, tecnologia,

cultura e educacao.

Que esta revista seja, portanto, menos um ponto de chegada e mais um convite

para continuar olhando, manipulando, perguntando e descobrindo geometria.
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