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RESUMO

SILVA, Wallace da; MARTINS, Daniel F. N. Trajetérias — Histéria da
Matemadtica e Divulgag¢do Cientifica. As se¢bes do toro: Jean-
Gaston Darboux e a geometria no século XIX. Rio de Janeiro:
Colégio Pedro Il, 2025.

Este produto educacional consiste no primeiro volume da
revista digital de divulgacdo cientifica intitulada Trajetorias -
Historia da Matematica e Divulgagdo Cientifica, com o titulo
desta primeira edicdo: As seg¢des do toro: Jean-Gaston
Darboux e a geometria no século XIX. Desenvolvida no dmbito
do PROFMAT, a publicagdo relne entrevistas com
pesquisadores, textos histdricos, visualizagbes geométricas e
construgcées no GeoGebra, tendo como eixo a obra de Jean-
Gaston Darboux e o tema das sec¢des do toro. O material é
voltado & formagcdo de professores de matematica da
Educagdo Bdsica, buscando articular histéria da matematica,
tecnologia digital e pratica docente de forma acessivel e
visualmente orientada.

Palavras-chave: divulgacdo cientifica; histéria da matematica;
formagdo de professores; visualizagdo geométrica; GeoGebra
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EDITORIAL

E com grande alegria que apresento a primeira edigdo da
revista Trajetérias — Histéria da Matematica e Divulgagdo
Cientifica.

Este projeto nasce como fruto da minha pesquisa de
mestrado, mas também como um convite para que
professores, estudantes e curiosos possam olhar a
matematica com outros olhos: os da histéria, da beleza e
da imaginagdo cientifica.

O tema desta edicdo é o toro de revolugéo e as curvas
que surgem de seus cortes estudadas por Jean-Gaston
Darboux em 1864. Longe de ser apenas uma curiosidade
geométrica, o toro oferece um ambiente simples e, ao
mesmo tempo, surpreendentemente rico para explorar
formas diversas, como circulos, ovais e lemniscatas.

Aqui, o leitor encontrard uma breve visita & trajetéria de
Darboux, um olhar introdutério sobre o toro e, sobretudo, o
coragdo desta revista: a secdo Trajetéorias em Dialogo,
que reUne quatro entrevistas e quatro perspectivas
complementares sobre a geometria. Um gedmetra, um
matematico com formagdo em Fisica, um professor-
pesquisador e um historiador da matematica apresentam
visbes convergentes e complementares sobre geometria,
ensino e as transformacgdées que definiram a matematica
moderna.

Nosso propédsito &€ simples e profundo: aproximar a
matematica da vida. Que cada pdgina seja um convite &
descoberta, ao didlogo e ao encantamento com a histéria
da matematica e suas conexdes.

Boa leitural .
Wallace da Silva

Editor

@ wallacedsilva@outlook.com.br

Produto Educacional PROFMAT
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SECAO HISTORICA

JEAN-GASTON DARBOUX (1842-1917)

Jean-Gaston Darboux nasceu em Nimes, no sul da Franga, em
1842. Estudou na Ecole Normale Supérieure, em Paris, onde foi
aluno de grandes mestres da andlise e da geometria.
Rapidamente destacou-se como pesquisador e professor,
ocupando cdatedras no Collége de France e tornando-se, mais
tarde, secretdrio perpétuo da Académie des Sciences.

Ao longo da carreira, Darboux publicou trabalhos fundamentais
em andlise, teoria das superficies e equagdes diferenciais. Seu
nome estd ligado a conceitos que ainda hoje figuram em
; manuais avangados, como a transformag¢do de Darboux e o
Figura 1 - Jean-Gaston teorema de Darboux.

Darboux

Foi, no entanto, na geometria diferencial que deixou
sua marca mais profunda. Combinando a tradi¢cdo

L] I].]
iniciada por Gauss e ampliada por Riemann, Llnha dO Te pO
Darboux  soube transformar superficies em de Darboux

verdadeiros laboratérios matemadaticos. Entre elas, o
toro de revolugdo se destacou como palco

privilegiado de suas investigagodes. 1842 © Nasce em

Nimes, Franca.
Logo apdés o artigo de 1864, Darboux consolidaria sua

entrada na geometria diferencial com a tese de 1866. 1864 © Publica Sur les
Defendeu Sur les surfaces orthogonales em 14 de julho de sections du tore.
1866, diante de Chasles, Serret e Bouquet. Nesse trabalho,
introduziu o estudo das linhas isotérmicas de curvatura em 1866 © Defende a tese
familias de superficies ortogonais, aprofundando resultados Sur les surfaces
de Monge e Lamé. A tese foi recebida com entusiasmo e orthogonales,
marcou sua entrada definitiva na geometria diferencial. sob orientago
de Michel Chasles.
Em 1864, publicou o artigo “Sur les sections du tore”,
no qual analisa com rigor as curvas geradas pela 1873 ¢ Secretario
intersecdo entre o toro e planos em diferentes perpeFuq da
inclinagdes. Esse texto, escrito ainda no inicio de sua Acfldemle des
Sciences.

trajetoria académica, revela a originalidade de um
matemdatico capaz de encontrar elegdncia em 1917 © Falece em Paris.
objetos simples e, ao mesmo tempo, grande

profundidade em problemas aparentemente

elementares.

Produto Educacional PROFMAT B —— 08
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SECAO HISTORICA

SUR LES SECTIONS DU TORE (1864)

O artigo que inaugura as curvas notaveis do toro

Publicado em 1864, Sur les sections du tore

é urT1 texto 'breve e |nte|romentfa analitico, Oque Darboux de no CII‘tigOZ
escrito na linguagem matematica de sua

época. Ainda assim, Darboux faz a Analisa cortes do toro por planos
geometria emergir dos cdlculos: os circulos em diferentes inclinagées.

de Villarceau, as ovais de Cassini e d
lemniscata de Bernoulli aparecem como
imagens implicitas no préprio raciocinio. O
artigo revela a habilidade rara do autor de
unir precisGo analitica e visualizagdo Introduz  métodos de cdiculo
geométrica, combinag@o que torna sua diferencial aplicados a geometria
leitura um desafio, mas também uma das superficies.

descoberta para o leitor contempordneo.

Descreve o surgimento de curvas
como circunferéncias, ovais e
lemniscatas.

o Mostra que um objeto simples
pode dar origem a fenédmenos

oo snalirus < geométricos sofisticados.

Si l'on considére un tore de révolucdo obtenu par la rotation d'un cer-
cle autour d’'un axe extérieur, on voit qu'un plan quelconque peut le
couper suivant des courbes dont la forme dépend essentiellementel de |mpo rtancia do qrtigo:
l'inclainaisonlu plan. Dans certains cas, la section est un cercle,dans
d’autres, elle devient une courbe plus compliquée, souvent symétrique ) . . .

et toujours déterminée par une equacdo du second degré en x, y et z. o E o primeiro estudo siste-

matico das se¢des do toro.

Traducio (portugués):

Se considerarmos um toro de revolucdo obtido pela rotacao de um circu- o Antecipou ideias que hoje
lo em torno de um eixo exterior, vemos que um plano arbitririo pode co- .
rta-lo segundo curvas cuja forma depende essencialmente da inclinac- daparecem em livros  de
do do plano. Em alguns casos, a se¢do é um circulo, em outros, torna-se geometriq diferencial.

uma curva mais complexa, frequentemente simétrica e sempre determi-

nada por uma equacdo de segundo grauem x, y z. o Tornou-se referéncia perma-
— Jean-Gaston Darboux, Sur les sections du tore | 1864, nente na ObrG de DO rboux'

Das intersegdes do toro surgem figuras que * Inspirou  estudos  posteriores
combinam simplicidade e profundidade. sobre curvas de  Cassini
Villarceau, Cassini e Bernoulli sdo pontos Villarceau e Bernoulli.

de partida para compreender por que essa
superficie continua a fascinar a matema-
tica e sdo o fio que conduz ds pdaginas
seguintes.

* Mostra um método que combina

intuicdo geométrica e cdlculo
preciso.

Produto Educacional PROFMAT B —— 09
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SECAO MATEMATICA

O TORO COMO OBJETO MATEMATICO

O toro pode ser descrito de trés formas principais:

O toro pode ser descrito como superficie de revolugdo, como lugar geométrico e como
superficie algébrica de grau 4 em R3. Cada uma dessas representacdes destaca um aspecto da
sua estrutura e prepara o terreno para o estudo das segdes téricas, tal como feito por Jean
Gaston Darboux em seu artigo de 1864.

1. Toro como superficie de revolugéio e representagéio paramétrica:

Partimos de um circulo de raio r, com centro em (R,0,0) no plano XZ, e o rotacionamos em torno
do eixo Z, com R>r>0. Essa constru¢gdo produz o chamado toro anular, superficie regular, fechada
e com simetria axial.

Do ponto de vista analitico, introduzimos dois dngulos.
O angulo ¢ localiza o ponto na circunferéncia geratriz,
no plano vertical. O dngulo 6 descreve a rotagdo
dessa circunferéncia em torno do eixo Z. Assim
obtemos a parametrizagdo.

T(0,¢) = ((R+ rcos¢)cos, (R+ rcosg¢)sinb, rsing¢)

Figura 2.1 - Giro de 0°

com 0,¢ € [0,27).

Essa forma torna visivel a estrutura do toro como
superficie de revolugdo e é especialmente adequada
para visualizagdes em softwares como o GeoGebraq,
bem como para o estudo de vetores tangentes,
curvaturas e formas fundamentais.

Figura 2.4 - Giro de 360° IFigura 2.3 - Giro de 270°

Produto Educacional PROFMAT B —— 10
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SECAO MATEMATICA

O TORO COMO OBJETO MATEMATICO

2. Toro como lugar geométrico:

Reescrevendo a parametrizagdo em termos das
coordenadas cartesianas, obtemos .

(Va?+y? — R)* +2° = r?, xﬁ}‘.'_:

a equagdo que descreve o toro como conjunto i\ |
o 1
~ y ’ 1
dg Eodgs os pontos do espo(%o que Aest.ao a -7,,_'_‘____.
disténcia constante r de uma circunferéncia de v,
raio R, situada no plano XY e centrada na /
origem.

Figura 2.5 - O toro como lugar geométrico

Trata-se da interpretagdo do toro como lugar geométrico: em vez de parametrizar a geratriz,
consideramos o conjunto das esferas de raio r centradas na circunferéncia de raio R. Essa
formulagdo, adotada por Darboux em Sur les sections du tore, define o toro pela condi¢do de
distdncia constante, estrutura que favorece a dedugdo das equacdes das secgdes planas.

3. Toro como superficie algébrica de grau 4:

Trata-se de uma qudrtica

bicircular, isto € de uma
superficie algébrica de

Desenvolvendo a equagdo cartesiana, eliminamos a

raiz e obtemos a equagdo cartesiana do Toro: )
grau 4 em R3 que contém

(xz T2 R r2)2 = 4R% (2% + 3?) dois circulos no infinito.

E essa forma algébrica que permite estudar de modo sistematico as segdes toéricas. Ao
substituir na equagdo do toro as coordenadas de um plano secante convenientemente
parametrizado, obtemos a equacdo implicita das curvas de intersec@o. E nesse cendrio que
surgem figuras cldssicas como os circulos de Villarceau, as ovais de Cassini e a lemniscata
de Bernoulli, que Darboux analisa em detalhe.

As trés representagdes do toro convivem de forma articulada. A parametrizagé@o
evidencia a origem geométrica da superficie, a descricdo por lugar geométrico
traduz o ponto de vista adotado por Darboux e a equacgdo algébrica fornece a

base para deduzir, em coordenadas locais, a equagdo das segdes téricas. E a
partir dessa sintese que, nas proéximas pdaginas, o leitor acompanhard o
caminho de Darboux na descricdo das curvas geradas pela intersegdo entre o
toro e um plano.

Produto Educacional PROFMAT B —— 1
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SECAO MATEMATICA

INTRODUGCAO AS SECOES TORICAS

As sec¢des do toro: entre histéria, geometria e beleza matematica

Segdo torica é qualquer curva obtida
pela intersegdo entre um toro de
revolugcdo e um plano secante.

Dependendo da posi¢gdo e inclinagdo
do plano, surgem diferentes tipos de
curvas:

e circulos comuns,

circulos de Villarceau,

ovais de Cassini,

lemniscatas de Bernoulli,

curvas abertas,
Figura 2.6 - A interse¢do entre um toro e um

e até curvas autointersectantes. plano inclinado, destacada em laranja.

! Trecho original (francés):

: Un plan quelconque peut le couper suivant des courbes dont la forme dépend

: essentiellement de I'inclinaison du plan. (Darboux, 1864)

i Tradugdo (portugués):

: Um plano arbitrério pode corté-lo (o toro) segundo curvas cuja forma depende
essencialmente da inclinagdo do plano. (Darboux, 1864)

As segbes do toro ja eram conhecidas desde o século XVII, sobretudo
em problemas de mecdnica e 6ptica que exploravam intersegées
entre superficies e planos.

Explore no
Geogebra:

Foi Jean-Gaston Darboux, em 1864, quem organizou o estudo
sistemdatico dessas curvas no artigo Sur les sections du tore. Nesse
trabalho, ele:

1. Apresenta uma parametrizagéo adaptada ao plano secante, que
permite descrever a interse¢gdo com clareza;

2. Analisa a simetria e a estrutura das curvas obtidas;

3. Discute casos notdaveis (Cassini, Bernoulli, Villarceau);

4. E propde uma leitura geomeétrica refinada, antecipando ideias

Click aqui que mais tarde se consolidariam na geometria diferencial moderna.

Produto Educacional PROFMAT B —— 12
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SECAO MATEMATICA

1. AS OVAIS DE CASSINI

As ovais de Cassini sdo curvas definidas pelo
conjunto de pontos P do plano cujo produto das
distancias a dois focos fixos Fl e F2 & constante:

|PFy| - |PF5| =k

Introduzidas por Giovanni Domenico Cassini em
1680, essas curvas generalizam a elipse, mas trocam
a soma das distancias focais pelo produto. Por isso,
podem assumir formas que vdo desde duas
componentes desconexas até uma oval convexa,
passando pela curva critica da familia: a lemniscata Figura 2.7 — Duas componentes desconexas.
de Bernoulli.

Quase dois séculos depois, Jean-Gaston Darboux
mostrou que elas surgem naturalmente ao cortar um
toro por um plano vertical, revelando uma ponte

elegante entre curvas focais cldssicas e a geometria
diferencial do toro.

Quando representadas com os focos em (20,0), sua
forma algébrica cldssica é:

[(x—a)*+¢*] - [(+a)’ +¢*] =

Figura 2.8 — Lemniscata de Bernoulli.

As ovais de Cassini surgem como casos especidis
das segdes toricas verticais. Ao cortar o toro por um
plano paralelo ao eixo de revolugéo (p=0) e restringir
a equacdo da sec@o térica ao préprio plano (v=0),
obtém-se:

(u2+p2+vz+R2—r2)2=4R2 (u2—|—p2)

Com b?=R?-r?, essa qudrtica plana torna-se
equivalente a forma cldssica de Cassini com x=u,
y=p, a=R, c=b. Assim, a seg¢&o vertical do toro

coincide exatamente com uma oval de Cassini. Figura 2.9 — Oval convexa.

Darboux demonstra que, ao variar a posi¢cdo do
plano vertical (controlada pelo paré@metro p),

e Duas componentes desconexas, se ¢ < q;

surgem as trés morfologias classicas da familia: e Lemniscata de Bernoulli no caso critico,

sec = q;

Sua andlise combina o rigor algébrico com uma

visdo geométrica refinada e & essa leitura que

. . . . . e Oval convexa e simples, se c > a.
inspira diretamente o material desta revista.

Produto Educacional PROFMAT —_— 13
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SECAO MATEMATICA

2. ALEMNISCATA DE BERNOULLI

P

A lemniscata de Bernoulli € a curva Na forma polar, sua expressdo elegante é:
que surge no caso critico da familia
das ovais de Cassini. Na forma classica: r2 — 942 cos(26)

- Y

[(z —a)®+ 9% - [(z+a)® +¢*] =,
destacando sua simetria e estrutura de

ela aparece quando duplo lago.

c=a,
Introduzida por Jakob Bernoulli no século XVII, a
lemniscata nasceu do estudo de problemas de
quadratura e de modelos astrondmicos. Sua
forma de lago, derivada do latim lemniscatus,
tornou-se um dos simbolos cldssicos da
matematica.

isto &, quando o produto das distdncias
aos dois focos atinge o valor exato em
que duas componentes desconexas se
fundem em um Unico lago simétrico: a
famosa forma de “=",

No artigo Sur les sections du tore (1864), barboux reconhece a lemniscata como o limite critico
natural das se¢cdes planas do toro, mesmo sem nomed-la diretamente. Ela representa, para ele,
0 ponto em que duas componentes se unem por simetria.

x
Figura 2.10 — Lemniscata de Bernoulli, caso critico (c =a).

Produto Educacional PROFMAT B —— 14
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SECAO MATEMATICA

3. CIRCULOS DE VILLARCEAU

P

Os circulos de Villarceau aparecem quando o toro é cortado por um plano obliquo muito
especifico, inclinado de modo a passar por dois pontos diametralmente opostos da
circunferéncia maior do toro.

Nesse dngulo Unico, a interse¢cdo, normalmente uma curva qudrtica, se degenera em duas
circunferéncias congruentes, simétricas e perfeitamente inseridas na superficie.

Os circulos foram observados pela primeira vez por Jean-Baptiste Villarceau, em 1848,
durante estudos geométricos ligados & Astronomia. Sua descoberta foi apresentada a
Académie des Sciences e rapidamente se tornou uma curiosidade matemadatica: um corte
obliquo que, inesperadamente, produz dois circulos perfeitos.

Essa &€ uma das segbes mais elegantes do toro: duas curvas circulares surgem como se
fossem “linhas escondidas”, reveladas apenas no plano correto.

Considere um toro de pardmetros R>r>0. e -

® e

Darboux (1864) demonstra que existe
um anico dngulo ¢ para o qual a segdo
térica se torna circular. Esse dangulo
satisfaz:

T
*/RZ—T‘Z
No sistema intrinseco do plano de
corte, a equagdo geral da seg¢do toérica
se reduz, sob a condi¢do de Villarceau,
ao produto de duas circunferéncias:

tanp =

(u—p)?+y*=p> ou (u+p)®+y°=p"

Ou seja: uma quartica degenerada em
duas cénicas. Cada circulo é tangente
ao toro em dois pontos, formando o par

simetrico que caracteriza a Se(;C‘O de Figura 2.11 - Toro cortado por plano obliquo especifico,
Vi”CI rcedu. produzindo os dois circulos de Villarceau.

Somente em 1864, no artigo Sur les sections du tore, Jean-Gaston Darboux forneceu a
andlise completa: explicou o dngulo, descreveu a degenerag¢do da qudrtica e mostrou por

que surgem exatamente duas circunferéncias.

As trés segbes toricas, Cassini, Bernoulli e Villarceau, mostram que o toro abriga uma
variedade surpreendente de curvas cldssicas. Cada plano revela uma forma distinta. Assim,
encerramos este percurso retomando a ideia central de Darboux: a inclina¢gdo do plano
transforma tudo.
e

Produto Educacional PROFMAT B —— 15
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TRAJETORIAS EM DIALOGO

O TORO SOB QUATRO PERSPECTIVAS

A presente secdo relne quatro olhares complementares sobre o toro, a geometria

diferencial e o

lugar da Histéria da Matemdatica na compreensdo da matematica

contempordnea. As entrevistas mostram como pesquisa, ensino e histoéria se cruzam para
iluminar temas que atravessam mais de um século de debates: de Darboux ao século XXI.

Marcos Craiser

Doutor pelo IMPA e professor da
PUC-Rio, atua em geometria
diferencial, singularidades e
aplicagdes modernas & visdo
computacional.

Alejandro Cabrera

Doutor em Matematica e
professor da UFRJ, trabalha
com geometriq, fisica
matematica e modelos

geomeétricos que aparecem em
teorias contempordneas.

Anderson Vargas

Doutor pela PUC-Rio, professor
do Colégio Pedro Il, pesquisa
ensino de geometria, formagdo
docente e perspectivas
didaticas para o toro e outras
superficies.

POR QUE CONVIDAMOS ESSES PESQUISADORES?

A escolha dos entrevistados reflete a diversidade de
perspectivas que o toro e suas segdes suscitam:

e Craizer, pela profundidade na

diferencial cléssica;

geometria

e Cabrera, pela articulagdo entre geometria e
fisica contempordneaq;

e Vargas, pela ponte entre histéria, ensino e

formagdo de professores.

e Ferreira, pela leitura historiografica do século
XIX, destacando praticas matemdaticas,
circulagéo de ideias e a prépria formagcdo do
historiador da matematica no Brasil.

Juntos, oferecem um panorama que conecta
Darboux ds discussées atuais em matematica.

Magno Ferreira

Doutor em Ensino e Histéria da
Matematica e da Fisica pela UFRJ,
professor do IFRJ, investiga
praticas matematicas do século
XIX, teoria dos invariantes e
formagdo do historiador da
matematica no Brasil.

COMO CHEGAMOS AS PERGUNTAS?

A formulagdo das perguntas partiu das leituras
realizadas para esta edigdo, do estudo das
se¢bes toéricas e da busca por compreender
como temas que surgem em Darboux podem
ser revisitados no presente. Procuramos saber:

Como se dd hoje a formagdo em geometria
diferencial?

O toro permanece
contempordnea?

relevante na pesquisa

Que vinculos mantém com a Fisica?

De que modo a Histéria da Matematica pode
aproximar esses temas do ensino?

O que a historiografia do século XIX revela
sobre a formag¢do da matematica moderna?

A seguir, vocé encontrard o didlogo completo com Marcos Craizer, Alejandro Cabrera, Anderson
Vargas e Magno Luiz Ferreira, revelando como o toro continua vivo na matemaética contemporanea.
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Nesta conversa, Marcos Craizer revisita a formagdo em geometria diferencial, comenta caminhos de
pesquisa e destaca como a historia e as aplicagdes ajudam a ampliar o alcance da darea. Suas
respostas oferecem uma visdo clara e atual do campo, mantendo o didlogo com suas raizes cldssicas.

Marcos Craizer

Marcos Craizer doutorou-se pelo IMPA em 1989 e é professor do
Departamento de Matemdatica da PUC-Rio desde 1988. Sua drea
Y de pesquisa se situa entre a Geometria Diferencial Afim e a
Teoria de Singularidades. Tem também interesse em Geometria
Discreta, considerando suas aplicagdées em Visdo Computacional.

Curriculo Lattes: https://lattes.cnpg.br/8432199070549609

1. Como se da a formagédo matematica de um estudante que segue a linha da geometria diferencial?

MC: A Geometria Diferencial € uma drea cldssica da matemdtica e estd diretamente relacionada ao
surgimento do cdlculo diferencial e integral. Ela possui uma teoria bdsica importante, envolvendo curvaturas
e geodésicas. Apbs aprender essa teoria fundamental, o estudante tem um leque enorme de possibilidades

para seguir. Vejamos algumas delas:

Geometria Riemanniana, que generaliza a geometria cldssica para dimensées
maiores;

Geometrias afim e projetiva, que enfocam propriedades invariantes pelos respectivos
grupos de transformagoes;

Geometria hiperbdlica, também conhecida como geometria ndo euclidiana;

Geometria conforme, que considera objetos invariantes pelas transformagdes de
Mobius;

Geometria de Lorentz—Minkowski, associada & Teoria da Relatividade.

Uma linha mais recente € a chamada Geometria Diferencial Discreta, que estuda versdes discretizadas dos
conceitos da geometria diferencial. Também é importante mencionar que a drea estd fortemente
relacionada das equagdes diferenciais parciais, pois indmeras classes relevantes de superficies sdo definidas

a partir de EDPs.
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2. O toro ainda é um objeto de estudo em geometria

diferencial classica? Ha novidades recentes que

envolvem essa tematica?

P

MC: O toro € uma variedade compacta muito rica em
propriedades matematicas importantes. Alguns exemplos: ele
admite campos de vetores sem singularidades, possui uma
forma simplética ndo degenerada e € um grupo de Lie. Essas
caracteristicas fazem do toro um exemplo fundamental em
Topologia Algébrica, Geometria Simplética e na teoria de
Grupos de Lie, todas elas dreas que continuam sendo objeto
de pesquisa atual emm matemadatica.

3. 0 senhor acredita que a Histéria da Matematica pode
ajudar a despertar interesse pela tematica ou mesmo
popularizar resultados da geometria diferencial entre
alunos de licenciatura em Matematica ou de cursos de
Fisica que ndo tiveram contato direto com a disciplina
na graduacdao?

MC: Sim. A histéria & fundamental para que o aluno entenda a
evolugdo da matemdtica como um todo, em particular da
geometria. A geometria diferencial teve inicio no século XVII,
com Gauss definindo a curvatura gaussiana de uma
superficie,  definicdo que  permitiu  demonstrar a
impossibilidade de construirmos mapas planos da Terra sem
distor¢do das distncias. Como a questdo de representar a
Terra era muito importante na época, a curvatura gaussiana

ganhou grande relevancia.

4. E possivel abordar temas complexos da geometria
diferencial, como as aplicagdes do toro a Fisica, junto a
alunos de graduagdo, com o objetivo de despertar

interesse pela area?

MC: Sim, & possivel. Um exemplo sdo as séries de Fourier no
toro, associadas a fungdes duplamente periddicas. Essas séries
de Fourier, tanto continuas quanto discretas, tém muitas

aplicagdes praticas em processamento de imagens.

TERMOS-CHAVES:

(1) Geometria diferencial:

Ramo da matemdtica que estuda
curvas e  superficies  usando
ferramentas do cdlculo, como
derivadas, curvaturas e equagoes
diferenciais.

(2) curvatura gaussiana:

Quantidade intrinseca que descreve
como uma superficie se curva em
cada ponto. E obtida pela segunda
forma fundamental e central no
Teorema Egregium de Gauss.

(3) Geodésicas:

Curvas de menor comprimento local
sobre superficies, generalizando
linhas retas. Marcos as menciona
como eixo formativo e de pesquisa.

(4) superficies de Riemann:

Superficies dotadas de estrutura
complexa, fundamentais na andlise
complexa, na geometria conforme e
em fendmenos geométricos
modernos.

(5) Grupos de Lie:

Estruturas que modelam simetrias
continuas. Aparecem na fala do
Marcos ao relacionar geometria
diferencial, simetria e andlise.

(6) sistemas dinamicos:

Estudo da evolugdo temporal de
estados. Surge como ponte entre
geometriq, fisica e modelagem, parte
importante das respostas dele.
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Alejandro Cabrera apresenta uma visdo ampla e precisa sobre o toro e suas multiplas aparigées na
matematica e na fisica. Ao discutir movimentos quase periddicos, sistemas integrdveis e estruturas
modulares, suas respostas mostram como a geometria diferencial dialoga naturalmente com ideias

fundamentais da fisica contemporénea.

Alejandro Cabrera

Doutor pela Universidad Nacional de La Plata (Argentina), onde
também se formou em Fisica e professor titular do Departamento
de Matematica da UFRJ. Atua em geometria diferencial, com foco
em estruturas de Poisson, geometria simplética, algebroides de
Lie e aplicagdes d mecdnica geométrica e a fisica matematica.

Curriculo Lattes: https://lattes.cnpg.br/3572545055404883

1. O toro ainda é um objeto de estudo relevante na geometria contemporanea?

2. Quais sdo os principais resultados em Fisica que envolvem a geometria do toro?

AC: O toro pode ser pensado como um objeto
matemdatico de grande relevancia tanto na geometria
contempordnea quanto nas suas aplicagées em Fisica.
Suas aparigcdes em diversas teorias sdo vdrias, indo da
descricdo de movimentos peridédicos e quase peridédicos
no contexto da mecdnica até o estudo de formas
modulares e teorias de cordas. A seguir, descrevo
brevemente algumas destas questdes.

O toro pode ser pensado como parte de uma familia de
toros n-dimensionais, comeg¢ando pelo 1-dimensional,
que & um circulo. O circulo, em si, j&@ entra em jogo
modelando varidveis angulares, movimentos periddicos
(como aquele de um péndulo), modelando condigdes
de contorno periédicas e através da teoria de séries de
Fourier, na qual se pode decompor sinais (por exemplo,
de som ou de circuitos) em harménicos. Ainda, o circulo
tem aplicagées mais sofisticadas, como aquela na qual
representa “graus de liberdade internos” na teoria do
eletromagnetismo qudntico.

O “toro” mais famoso corresponde ao caso 2-
dimensional e pode ser pensado como modelando
duas variaveis periédicas. Por outro lado, ele j&
apresenta caracteristicas mais ricas do que no caso de
1-dimensdo, pois essas duas varidveis podem ser
combinadas, dando lugar a movimentos mais
complexos chamados de quase periddicos. Em casos

2

extremos, nos quais essa combinagdo é “irracional”, as

trajetorias subjacentes sé@o densas, no sentido de que,
sem importar onde comecam, elas passam
arbitrariamente perto de qualquer outro ponto.

Um lugar onde estes aspectos do toro se realizam, que
é um dos meus favoritos, € na teoria dos chamados
sistemas completamente integrdaveis, no contexto

amplo da geometria simplética e da fisica-
matematica. Aqui, desenvolvem-se teorias
matemdticas nas  quais  critérios  geomeétrico-

diferenciais relativos ao espaco de estados de um
sistema mecdnico garantem a existéncia de
coordenadas especiais, chamadas de agdo-angulo, nas
quais o sistema admite uma descricdo explicita. E
interessante notar que, nesta teoria, as coordenadas
“@ngulo” subjacentes de fato correspondem a um toro!
As trajetérias correspondentes sdo movimentos quase
periédicos.

Tem muitas outras aplicagées dos toros: andlogos n-
dimensionais da teoria de Fourier; no caso 2-
dimensional, o toro pode ser munido de diferentes
estruturas de superficie de Riemann, parametrizadas
por um “pardmetro modular” que desempenham um
papel central na teoria de certas fungées especiais;
ainda, em um contexto mais sofisticado, o toro entra na
famosa teoria de cordas modelando a trajetéria
periddica de uma corda também periédica, dentre
outras.

Produto Educacional PROFMAT

—_— 19


https://lattes.cnpq.br/3572545055404883

Edicdo 1- 2025

TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM ALEJANDRO CABRERA

3. Como a Histéria da Matemética pode

contribuir para a popularizagéo desses
conhecimentos?

AC: Penso que uma das formas em que a
Histéria da Matematica pode contribuir é
descrevendo 0s processos e 0s contextos nos
quais os conhecimentos foram desenvolvidos
pela primeira vez, j&@ que essa perspectiva
implica percorrer o caminho natural que os
pesquisadores tomaram para chegar a essas
teorias, antes de serem sofisticadas e
tecnificadas, tornando-as mais acessiveis.
Ainda, conhecer o percurso que os conceitos
tiveram desde seu nascimento até a
atualidade também aqjudaria na sua
compreensdo por parte do puablico ndo
especializado.

4. Esses resultados sdo de compreenséio
exclusiva de matematicos de carreira ou
podem ser apresentados, de forma

acessivel, a estudantes de graduagédo
em Matematica ou Fisica?

AC: Sim, esses resultados, em sua grande
maioria, podem ser apresentados e
entendidos por estudantes de graduagdo em
matemdtica e fisica. Além disso, isso de fato
acontece, embora ds vezes de maneira
“implicita”, no momento de aprender outras
teorias mais gerais (como na teoria de
Fourier ou na mecdnica cldssica, ja
mencionadas). Uma vez apresentados os
elementos mais fundamentais, os estudantes
podem ter uma nogdo de teorias mais
avangadas por analogia e extrapolagdo do
que jad foi aprendido. Um exemplo disso
ocorre quando se explicam fendmenos muito
complexos de mecdnica quéntica ou, ainda,
de teoria de campos qudntica, por analogia
com movimentos harménicos de um
péndulo. O mesmo também se aplica em

TERMOS-CHAVES:

(1) Toro n-dimensional:

Produto de n circulos (T7). Surge como espago de fases
angulares em sistemas integraveis e em generalizagdes
multidimensionais da teoria de Fourier.

(2) Movimentos quase periédicos:

Dindmicas com vdrias frequéncias independentes. N&o
s@o peridédicas, mas permanecem em toros invariantes
e podem preenché-los densamente quando hé razdes
irracionais entre as frequéncias

(3) Trajetéria densa:

Orbita que passa arbitrariamente perto de qualquer
ponto do toro. Em sistemas integrdveis, aparece quando
a dindmica linear nos dangulos tem frequéncias
irracionais.

(4) sistemas completamente integraveis:

Sistemas hamiltonianos com integrais em involugdo;
pelo teorema de Arnold-Liouville, suas Orbitas
confinadas vivem em toros invariantes com dindmica
quase periddica.

(5) coordenadas agdo-éngulo:

Coordenadas candnicas nas
permanecem constantes e 0s
linearmente sobre um toro invariante.

quais  as
dngulos

agbdes
evoluem

(6) Parametro modular:

Nimero complexo Tt no semiplano superior que
classifica as estruturas complexas do toro 2D, até
equivaléncia por transformagées modulares.

(7) Teoria das cordas:

Modelo em que cordas 1D substituem particulas. Toros
aparecem como superficies de mundo peridédicas de
cordas fechadas ou como espagos de compactificagdo.

contextos de matemdtica pura.
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O diglogo com Vargas mostra como a Histéria da Matemdatica pode tornar a Geometria Diferencial
acessivel e inspiradora. Ao conectar formagdo docente, modelos geométricos e propostas de sala
de aula, a entrevista aproxima ideias como curvatura e geodésicas de um puUblico amplo,
destacando o potencial do toro e de outras superficies como ferramentas de imaginagdo

cientifica.

Matematica.

1. Nas grades curriculares da Licenciatura em
Matematica no Brasil, a disciplina de Geometria
Diferencial esta ausente. Como vocé chegou ao
vindo da
licenciatura? Quais cursos facilitaram o seu
entendimento mais global da disciplina?

doutoramento em Geometria Diferencial

AV: Fiz Licenciatura na Universidade Federal de
Santa Catarina no inicio da década de 2000, ano
em que comegou uma reformulagdo curricular na
qual ndo havia o curso de Geometria Diferencial,
assim como outras disciplinas que constavam
apenas da grade do Bacharelado em Matematica.

Com intuito de seguir a carreira académica, fui
orientado a fazer eletivas do Bacharelado, o que
incluiu quatro disciplinas de Calculo e duas de
Algebra Linear, que tinham carga horéria maior do
que as da Llicenciatura e apresentavam alguns
objetivos diferentes. Além destas, cursei Andlise e
Equacgdes Diferencias Ordindrias. J& no IMPA tive a
oportunidade de aprofundar os conhecimentos
em Andlise, Medida, Algebra e, por fim, Geometria
Diferencial.

Acredito que este percurso com bons cursos de
Cdlculo, Algebra Linear e, sobretudo, os cursos de
Andlise, foram fundamentais para a continuidade
na Grea de Geometria Dferencial.

Curriculo Lattes:

Anderson Reis de Vargas

Doutor em Matematica pela PUC-Rio, com Licenciatura em
Matemdtica pela UFSC e Mestrado Profissional em Matematica
pela SBM/PUC-Rio. Bacharel em Letras - Portugués/Latim pela
UERJ, é professor do Colégio Pedro Il, onde atua no Ensino
Fundamental, no Ensino Médio e na Especializagdo em Educagdo

https://lattes.cnpq.br/6047836539674695

No doutorado, complementei
com Geometrias ndo Euclidianas, Geometria
Algébrica e Geometria Riemanniana, e em
minha tese trabalhei com Geometria Diferencial
Discreta. De modo geral, ndo acredito que as
disciplinas exclusivas da Licenciatura teriaom
dado a bagagem necessdria para encarar a
pesquisa em Geometria Diferencial. Entretanto,
acredito que o curso de licenciatura prové o
professor das ferramentas necessdrias para
que ele possa ser autodidata em Geometria
Diferencial a partir de livros-textos tradicionais
da drea, pelo menos para entender alguns
conceito importantes, como curvatura e
geodésica.

esta formacgdo

2. Sendo professor da educacdo basica e da poés-
graduacdao, vocé acredita que a Histéria da
Matematica como metodologia pode despertar no

jovem aluno, no futuro professor em formagao e no
pos-graduando as belezas da Geometria Diferencial,
mesmo sem conhecé-la formalmente? Vocé pode
contribuir com alguns exemplos?

AV: Acredito e defendo o uso da Histéria da
Mateméatica (HM) como metodologia no ensino
de Matematica, e acho possivel utiliza-la em
qualquer contetdo de Matemdatica do Ensino
Bdsico.
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A maior dificuldade se encontra no fato de que, em
geral, o professor de Matemdatica ndo estd
habituado com o trabalho de pesquisa necessdrio
para a criagdo de atividades baseadas em HM, seja
por desconhecimento matematico, seja por falta de
no¢cées metodoldgicas, assim como se vé tolhido
pelas pressdes existentes no cotidiano escolar.

A geometria diferencial é muito rica em exemplos
que permitem discussdes sobre temas importantes
com resultados aparentemente simples, mesmo que
a matematica computacional envolvida seja
complexa e esteja além da formagdo inicial do
professor. Por exemplo, & possivel trabalhar com
modelos de Geometria Hiperbdlica para a discussdo
do problema das paralelas, com ou sem uso dos
ndmeros complexos, com abordagens mais
conceituais e com uso de softwares de geometria
dindmica.

A geometria escolar, exclusivamente euclidianag,
aponta para resultados que fazem a Matemdtica
parecer acabada. O conceito de geodésica, por
exemplo, naturalizado na forma da reta em espacgos
euclidianos, pode ser facilmente subvertido
mudando o espag¢o, e o conhecimento do professor
sobre isso é imprescindivel para que atividades
sobre o tema sejam construidas e bem executadas.

3. Vocé pensa ser possivel criar alguma atividade
envolvendo o toro tradicional

candénico no Ensino
Fundamental 1I?

AV: Acredito que um trabalho sobre mapas seria
muito interessante com os estudantes dos Anos
Finais do Ensino Fundamental, visto que este é um
tema trabalhado em Geografia. Entretanto, & muito
comum a discussdo em torno de mapas a partir da
superficie esférica, visto que este & o formato do
nosso planeta. E se nosso planeta tivesse a forma de
uma rosquinha de polvilho? Este seria um bom titulo
para um trabalho envolvendo o toro no Ensino
Fundamental.

Produto Educacional PROFMAT

A geometria se preocupa em grande parte do
conceito de medida e isto se aplica
diretamente a mapas. A partir de objetos do
cotidiano, como uma boia infantil ou um pneu,
podem ser levantadas algumas perguntas:
como poderiamos pensar em disténcias nesse
universo? o que seriam as “retas”? como a
forma do planeta afetaria a realidade de seus
moradores? como esta forma afetaria os
resultados geomeétricos aos quais estamos
habituados?

Para tratar o tema da disténcia, os estudantes
poderiam riscar os caminhos no toro e medir o
comprimento com o uso de um barbante, por
exemplo. Isso permitira a exploragdo de
conjecturas essenciais para a construcdo do
conhecimento a ser formalizado pelo
professor.

Este tema ja foi explorado na ficgdo cientifica,
em livros e séries, que podem agregar valor &
discussdo do professor e potencializar o
interesse dos estudantes. A série televisiva The
Magicians apresenta um planeta toroidal, por
exemplo. A série Halo possui vdrios planetas
construidos em formato de anel. Embora né&o
sejam toroidais, mas cilindricos, podem
enriquecer as discussées com os estudantes.
H& um video bastante curioso no YouTube que
explora questdes fisicas no caso de uma Terra
toroidal. Estes sd&o apenas alguns exemplos
que me vem a memobria, mas tenho certeza
que muito pode ser encontrado e usado para
enriquecer o repertdério do professor nesse
tema.

BOX: Ficgdo cientifica e o toro

» The Magicians (trilogia de Lev Grossman e
adaptagdo para TV)

* Halo (franquia de jogos e série)

e Video: “E se a Terra tivesse a forma de um
donut?” (YouTube)


https://www.youtube.com/watch?v=A_XZ4dZYwH4
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No didlogo com Ferreira, a Histéria da Matematica surge como chave para compreender as
transformagdes do século XIX. Suas reflexdes sobre praticas matematicas, circulag@o de ideias,
mudangas de rigor e atuagdo de figuras centrais revelam o movimento intelectual que sustentou

a formagdo da matematica moderna.

de Janeiro

1. Como se da a formagao de um historiador da

matematica?

MF: A formagdo do historiador da matematica no
Brasil ocorre de modo difuso. NGo hd um percurso
Unico ou institucionalizado; o que existe sdo
trajetérias que convergem, por diferentes caminhos,
para esse campo de pesquisa.

Geralmente, tudo comegca com um interesse inicial
pela histéria, muitas vezes um interesse quase
romantico, alimentado por biografias de
matematicos, narrativas histéricas e curiosidades
sobre descobertas. Esse impulso primeiro conduz o
futuro historiador  « determinados grupos
académicos, e & essa aproximacdo inicial que
molda as dire¢gdes da formagdo.

Dependendo do grupo ao qual o estudante se
vincula, caminhos distintos se abrem. Em espagos
dedicados & histéria dos conceitos matematicos, o
foco recai sobre as praticas matematicas,
expressdo que utilizo para designar as agoes,
técnicas e modos de argumentar caracteristicos de
cada periodo histérico. J& em grupos voltados &
histéria da educagcdo matematica, as preocupacdes
se deslocam para fontes institucionais, trajetérias
biograficas e processos de circulagdo do
conhecimento. Trata-se igualmente de histéria da
matematica, mas com énfases diferentes.

Produto Educacional PROFMAT

Curriculo Lattes:

Magno Luiz Ferreira

Doutor em Ensino e Histéria da Matematica e da Fisica pela UFRJ,
com Mestrado em Ensino de Matematica pela UFRJ e Licenciatura
em Matematica pela UFRRJ. Professor do Instituto Federal do Rio
(IFRJ),
Matematica, teoria dos invariantes, comunidades de praticas e
polinémios homogéneos.

atua principalmente em Histéria da

https://lattes.cnpg.br/6047836539674695

Por isso digo que a formagdo é difusa: ela depende
de onde esse interesse inicial conduz o pesquisador.
No meu caso, essa aproximag¢do ocorreu pela via da
historia dos conceitos; em outras trajetérias, o ponto
de partida é a histéria institucional ou educacional.

Apbs essa primeira etapa, surge um momento
decisivo: o contato com as técnicas historiograficas.
Para quem vem de outras dreas, como eu, que vim
da educacgdo, essa descoberta é transformadora. O
trabalho histérico exige aprender a olhar o passado
com os olhos do passado, evitando anacronismos e
reconhecendo que prdaticas matemadticas e
instituicoes séo insepardaveis dos contextos sociais
em que se inserem.

Por fim, hd a etapa em que o historiador encontra
suas ferramentas metodolégicas: andlise de redes
de textos, hermenéutica, estudo de obras completas,
investigagdo de materiais diddaticos, entre outras. A
escolha dessas ferramentas define, em grande
medida, o tipo de historiador que cada um se
tornara.

Assim, Magno pensa a formagdo do historiador
da matematica em trés grandes etapas:
¢ O despertar do interesse pela historia; :
* A descoberta de diferentes modos de fazer histéria da
matemdatica; :
e A aprendizagem das técnicas de investigagdo, que
configuram a identidade do pesquisador. =


http://lattes.cnpq.br/6151748493540959
http://lattes.cnpq.br/6047836539674695
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2. O que ha de curioso ou importante na geometria do século XIX sob

o olhar da histéria da matematica? Destqque historico:

MF: Ao olhar para a geometria do século XIX, destaco
especialmente o cendrio do Reino Unido, que apresenta um
desenvolvimento marcado por tensdes entre uma tradigdo
sintética e a chegada de métodos analiticos provenientes do i
continente europeu. Durante muito tempo, o prestigio de Newton « adescoberta e classificagdo
influenciou fortemente o ensino e a produgdo cientifica britanica,
sustentando uma percepg@o geométrica fortemente ligada ds
abordagens sintéticas.

No século XIX, a geometria passa
por trés viradas fundamentais:

das geometrias ndo eucli-
dianas;

Enquanto isso, na Alemanha e em outros centros europeus, a
geometria avangava rapidamente com o uso de métodos
analiticos, coordenadas homogéneas e o estudo das curvas
algébricas. Os trabalhos de Plucker, publicados entre 1828 e 1829,
sdo fundamentais nesse processo ao introduzir novas formas de

representacdo geomeétrica e abrir caminho para uma geometria
projetiva analitica. g e o surgimento das bases da

dlgebra linear.

e a reformulag¢do do rigor
matematico;

Essas ideias chegam gradualmente ao Reino Unido ao longo das

décadas de 1810, 1820 e 1830. Em determinado momento, : :
matematicos britdnicos reconhecem que as abordagens Essas transformagées redefinem
analiticas eram  essenciais para investigar problemas i
geomeétricos mais amplos. A partir da década de 1850, observa-se
uma produgdo intensa envolvendo geometrias em duas, trés e
mais dimensdes, em conjunto com o desenvolvimento da teoria : :
dos invariantes, impulsionada pelos trabalhos de Sylvester e
Cayley.

o que se entende por “fazer
matematica” e moldam profun- :
damente o século XX. ;

Eessesnn e . Essa base prepara o terreno para uma das contribuicbées mais
: : emblemdticas do século: o Programa de Erlangen, de Felix Klein,
De modo geral, Magno X L . .
R o que propde uma classificagéo das geometrias a partir de grupos
destaca trés cont"bu'?oes i de transformagdes. Nesse enquadramento, a geometria projetiva
centrais do século XIX: i aparece como a geometria mais geral, da qual a euclidiana é um
i caso particular.
e as geometrias ndo euclidianas
e sua classificagdo no
Programa de Erlangen;

Fora do contexto britdnico, outras contribuicbes também
merecem destaque. Os trabalhos de Cauchy inauguram uma
nova nogdo de rigor matemadatico, redefinindo limites, derivadas e
integrais e langando bases que seriam consolidadas no inicio do
século XX. A dlgebra dos polindmios ganha novos rumos com ds
contribuicées de Abel e Galois, fundamentais para a teoria das

e a nova nhogdo de rigor
introduzida por Cauchy;

* as prdticas que constituem os | extensdes de corpos.
pilares da dlgebra linear i Finalmente, no final do século XIX, surgem prdaticas que se
moderna. tornardo os alicerces da dlgebra linear moderna: determinantes,

sistemas lineares, eliminagcdo e vetores, presentes nos trabalhos
de Hamilton, Sylvester, Cayley, Grassmann e outros.
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3. Quais figuras e resultados mais importantes do século XIX merecem ser levados para o ensino basico e para a
formacgao universitaria?

MF: Ao pensar nas figuras mais importantes do século
XIX, costumo organizd-las de forma cronoldgica, pois
as contribuicdes desse periodo se encadeiam e
ajudam a compreender a estruturagdo da matematica
moderna.

No inicio do século, destacam-se personagens como
Olry Terquem (1782-1862) e Joseph Liouville (1809-
1882), muito influentes na Franga. No Reino Unido,
figuras como Duncan Gregory (1813-1844) e Archibald
smith (1813-1872), embora menos conhecidas,
desempenharam papel essencial ao fundar e manter
periddicos especializados que impulsionaram a
circulagéo de ideias matematicas e fortaleceram o
ambiente cientifico briténico.

Também  merecem atengdo os compiladores,
responsdveis por organizar e apresentar o que estava
sendo produzido. Na Franca, Michel Chasles (1793-
1880) reuniu contribuicées fundamentais sobre
geometria. No Reino Unido, George Salmon (1819-1904)
sistematizou a teoria dos invariantes e as formas
algébricas; e, na Alemanha, Wilhelm Meyer (1856-1934)
elaborou um levantamento abrangente sobre a relagdo
entre invariantes e geometria projetiva no final do
século.

Entre os grandes nomes amplamente reconhecidos,
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) & incontornavel.
Suas contribuigées reformularam nog¢des bdsicas de
limite, derivada e integral, instaurando um novo rigor
matematico que marcaria profundamente o século XX.
Na dlgebra, Niels Henrik Abel (1802-1829) e Evariste
Galois (1811-1832) transformaram a teoria dos
polinémios e inauguraram novos caminhos conceituais.

No contexto britanico, o trio Arthur Cayley (1821-1895), £
James Joseph Sylvester (1814-1897) e o jG mencionado
no i

George Salmon exerceu papel central
desenvolvimento da teoria dos invariantes e na i
inserco da matemadtica britdnica no cendario i

internacional. Na Franga, Jean-Victor Poncelet (1788-
decisivamente para a geometria
projetiva, ainda antes de sua consolidagdo analitica.
Charles Hermite (1822-1901) também se destaca por i

1867) contribuiu

seus trabalhos sobre polindmios homogéneos e curvas
algébricas.

Destaco ainda Jean-Gaston Darboux (1842-1917),
cuja obra extensa atravessa o final do século XIX e
reGne estudos de geometria, andlise e teoria das
superficies. Seu conjunto de cursos e pesquisas
permanece como referéncia importante.

No Reino Unido, Augustus De Morgan (1806-1871)
simboliza a figura do professor de matematica do
periodo: matematico influente, primeiro presidente
da London Mathematical Society e responsdavel por
consolidar uma rede institucional duradoura.

No final do século, Felix Klein (1849-1925)
desempenha papel decisivo. Seu Programa de
Erlangen redefine a classificagdo das geometrias e
estabelece a geometria projetiva como a mais geral,
propondo uma reorganizagdo profunda do campo e
influenciando reformas educacionais que
alcancaram o ensino secunddrio europeu.

Outras figuras relevantes incluem Paul Gordan (1837-
1912), com resultados sobre a finitude da teoria dos
invariantes; Alfred Clebsch (1833-1872), que articulou
invariantes e geometria; e Edwin Elliot (1851-1935),
autor de um importante tratado de 1895 sobre a
teoria dos invariantes.

Esses personagens, cada um d sua maneiraq,
compdem o panorama vibrante da matematica
do século XIX e ajudam a compreender por que
esse periodo permanece tdo influente para o
ensino e para a pesquisa contempordnea.

Figuras-chave do século XIX:

Cauchy (rigor analitico)

Plucker (geometria projetiva)

Abel e Galois (estruturas algébricas)
Cayley e Sylvester (teoria dos invariantes)
Hermite (formas algébricas)

Klein (classificagéo das geometrias)
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As secdes do toro estudadas por Jean-Gaston Darboux em 1864 podem ser visualizadas com
precisGo no ambiente tridimensional do GeoGebra. Esta primeira parte apresenta uma
exploragcdo direta: um modelo pronto, acessivel por link ou QR Code, que permite observar
como a inclinagdo de um plano transforma a curva de interse¢gdo com o toro.

A proposta & simples, mas revela de forma imediata a riqueza geométrica do toro como

laboratério natural de curvas cldssicas.

1. Acesse a construgdo

Escaneie o QR Code ou utilize o link abaixo para abrir o modelo:

e toro j& construido,
e plano secante controlado por um deslizante,
e curva de intersecdo atualizada em tempo real.

2. O que observar na exploragéo

A variagd@o continua do dngulo ¢ gera diferentes morfologias de
curvas. O modelo permite visualizar trés fendmenos centrais
descritos por Darboux:

A. Secgdes verticais — Ovais de Cassini

O plano vertical produz:

e duas componentes desconexas,
e lemniscata criticq,

e oval convexa simples.

B. Ponto critico — Lemniscata de Bernoulli

As duas componentes se unem por simetria, formando o
lago caracteristico.

C. Secgdo especial — Circulos de Villarceau

Apenas um dangulo produz duas circunferéncias perfeitas na
superficie. E o caso em que a qudrtica se degenera em duas
coénicas, um dos resultados mais elegantes do artigo de Darboux.

3. Tarefas sugeridas

e Mover o controle deslizante e registrar as mudang¢as na curva.
e |dentificar quando surgem duas componentes desconexas.

* Observar o instante em que aparece a lemniscata.

e Localizar o dngulo correspondente aos circulos de Villarceau.

e Comparar cada transicdo com as figuras e explicagdes das pdginas

matemdticas da revista.

Explore no
Geogebra:

Click aqui

BNCC: Competéncias

EFO6MAI16
Padrées geométricos
com tecnologia.

EFO7MA12
Geometria dindmica
no digital.

EMI3MAT303
Exploragdo
tecnolégica de
figuras e superficies.

CG5 - Cultura Digital
Uso critico e criativo
de tecnologias.
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Construcdo dindmica das seg¢des toricas: o surgimento das Ovais
de Cassini e da Lemniscata de Bernoulli

Nesta atividade, o leitor constr6i um toro de revolugdo e um plano secante mével que
percorre sua superficie, revelando uma familia de curvas conhecidas desde o século XVIl e
analisadas em profundidade por Jean-Gaston Darboux em 1864.

P

O objetivo é oferecer aos professores e estudantes uma visualizagdo acessivel, din@mica e
rigorosa das seg¢des toricas, destacando fendmenos geométricos que ndo emergem
facilmente em abordagens exclusivamente algébricas.

1. Circunferéncia geratriz

Para que o toro seja produzido corretamente
por rotagdo, a circunferéncia menor precisa
estar em um plano perpendicular ao eixo de
rotagdo. Como queremos rotacionar em torno
do eixo z, utilizamos como diregdo o EixoY,
que determina um plano perpendicular ao
eixo z.

Figura 4.1 - Circunferéncia ¢ no
plano YZ vista em perspectiva

Na barra de entrada:

c = Circulo[(R, 0, 0), r, EixoY]
O GeoGebra criard automaticamente os
controles R e r. Escolha valores com R > r
para evitar autointersegdes e garantir a

forma cldassica do toro.

2. Gerando o toro por rotagdo

Figura 4.2 - Circunferéncia ¢ no
plano YZ vista em perspectiva

Com a circunferéncia c definida, construimos
o toro usando a superficie de revolugdo.

Digite:
Toro = Superficie(c, 360°, EixoZ)

Agora temos o toro com raio maior R e raio
menor r, fiel & construcdo cldassica e
compativel com a apresentagdo feita por
Darboux em Sur les sections du tore.

Figura 4.3 - toro final em vista
isométrica
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3. Construindo o plano secante movel : quando o piano atravessa o toro:

Criamos agora um plano vertical, paralelo ao
plano YZ, que se desloca ao longo do eixo x.

3.1. Controle deslizante a:

ade-(R+r)a (R +r), passo 0.1

3.2. Ponto movel Q:
Q = (a,0,0)

3.3. Plano perpendicular ao eixo x
gue passa por Q:

p = PlanoPerpendicular(Q, EixoX)

Esse plano atravessa toro

continuamente conforme a varia.

O

4. Definindo as curvas de intersegéo

As segbes toéricas possuem dois ramos
simétricos. Definimos cada ramo como uma
curva paramétrica em t.

4.1. Primeiro ramo:

cl = Curva[
a,
(R + r¥cos(t)) * sqrt(l - (a / (R + r*cos(t)))n2},
r¥sin(t),
t, @, 2n

]
4.1. Segundo ramo:

cl = Curva[
a,
(R + r*cos(t)) * sqrt(l - (a / (R + r*cos(t)))"2),
r¥sin(t),
t,

8, 2n
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e valores pequenos de |[al
ovais de Cassini;

e 0 valor critico de a gera a lemniscata
de Bernoulli;

e valores maiores produzem dois lagos
desconectados, cada um situado em

uma regido distinta do toro

produzem

O caso critico ocorre quando o plano
tangencia o furo interno da superficie.

Figura 4.4 - toro final em vista
isométrica

5. Perguntas investigativas

5.1. O gque acontece com a curva
quando o plano estd proximo do
centro do toro?

5.2 Em que valor de a a curva atinge

seu estreitamento maximo?

5.3. Por que esse valor critico produz

uma lemniscata?

54. O que muda quando o plano
atravessa o furo e se desloca para a
parte externa do toro?

5.5 Como a variagdo de R e r altera o

formato das secdes?
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CONCLUSAO

Encerramos esta edicdo de Trajetérias retomando o propésito
apresentado no editorial: aproximar a matematica do professor
e da sala de aula por meio de um didlogo equilibrado entre
histéria, rigor conceitual e exploragdo geométrica. Ao revisitar o
toro de revolugdo e suas secg¢des tdéricas, buscamos mostrar
como temas cldssicos podem sustentar praticas formativas
profundas e acessiveis, capazes de inspirar novas leituras e
experiéncias de ensino.

As trés secbes centrais da revista, histérica, matemdatica e
didatica, foram concebidas de forma integrada. A
contextualizagdo do trabalho de Jean-Gaston Darboux
apresenta o nascimento das ideias; o tratamento matematico
organiza o toro como superficie, lugar geomeétrico e qudrtica; e
a adbordagem com GeoGebra oferece caminhos diretos para
que o professor transforme esse conteddo em investigacdo,
visualizagdo e descoberta em sala de aula.

As entrevistas que integram Trajetérias em Didlogo ampliam
esse percurso. Suas vozes mostram que o toro permanece
presente tanto na pesquisa contempordnea quanto nas
aplicagées em fisica matematica, revelando a vitalidade de
temas que atravessam séculos sem perder relevdncia. Essa
interlocuc@o reforca uma dimensdo essencial deste produto
educacional: aproximar a formagdo docente de reflexdes
académicas atuais, sem abrir méo da clareza necessdria ao
ensino bdsico.

Como produto do PROFMAT, esta revista busca contribuir para
uma prdtica docente mais informada, criativa e historicamente
situada. Que este material sirva de referéncia e convite a
experimentacdo, ao uso de tecnologias e ao didlogo com a
Histéria da Matematica. Se a geometria nasce de boas
perguntas, esperamos que estas pdginas ajudem a formuld-las
e a encontrar, nelas, caminhos férteis para compreender e
ensinar com mais profundidade.
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