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RESUMO

BROTTO JR., Walter S.. Algebra Linear: Aplicacoes e Reflexdes. 2021. 92 f. Dissertacio
(Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de P6s-Graduacao, Pesquisa, Extensdo e Cultura,
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2021.

O presente trabalho apresenta aplicagdes da Algebra Linear condizentes com o Ensino Bisico,
além de um conjunto de reflexdes sobre a saida paulatina da Algebra Linear dos Curriculos da
Educagio Basica. Discutimos aspectos elementares e centrais da Algebra Linear desde
Matrizes até Autovalores e Autovetores. Convém destacar a proposta didatica de introduzir os
Numeros Complexos a partir de conceitos envolvendo Matrizes. Além disso, reproduzimos
um ambiente inspirado no Jogo Super Sprint, onde investigamos o uso da Algebra Linear na
Computacao Grafica, abordando e adentrando em conceitos associados as Matrizes, aos
Determinantes, aos Sistemas Lineares e as Transformacdes Lineares. Reunimos dados
relativos & Algebra Linear referentes aos Curriculos do Ensino Basico relativos, a contetidos
presentes em Livros Didaticos e aos Programas de Vestibular que de certa forma
parametrizam os conteudos abordados no Ensino Basico. Estes dados de certa maneira
sinalizam que a Algebra Linear possivelmente vem sendo omitida e, em alguns casos,
negligenciada das salas de aulas, dos livros didaticos e dos programas de vestibular. As
reflexdes propostas neste trabalho tém a intengdo de conversar e debater com o leitor algumas
questdes sobre o futuro da Algebra Linear na vida dos alunos do Ensino Basico.

Palavras-chave: Algebra Linear; Aplicagdes; Matrizes; Numeros Complexos; Computagdo
Grafica; Transformacoes Lineares; Reflexao; Livro Didatico.



ABSTRACT

BROTTO JR., Walter S.. Linear Algebra: Applications and Reflections. 2021. 92 f.
Dissertagdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pro-Reitoria de Poés-Graduacdo, Pesquisa,
Extensdo e Cultura. Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,
Rio de Janeiro, 2021.

The present work contains applications of Linear Algebra consistent with Basic Education, in
addition to a list of reflections on the gradual exit of Linear Algebra from Basic Education
Curricula. We discuss elementary and central aspects of Linear Algebra from Matrices to
Eigenvalues and Eigenvectors. It is worth mentioning the didactic proposal to introduce
Complex Numbers based on concepts involving Matrices. In addition, we reproduced an
environment inspired by the Super Sprint Game, where we investigated the use of Linear
Algebra in Computer Graphics, approaching and entering into concepts associated with
Matrices, Determinants, Linear Systems and Linear Transformations. We collect data on
Linear Algebra referring to the Basic Education Curricula relative to the contents present in
Didactic Books and to the Vestibular Programs that, in a certain way, parameterize the
contents covered in Basic Education. In a way, these data indicate that Linear Algebra has
possibly been omitted and, in some cases, neglected in classrooms, textbooks and vestibular
exam programs. The reflections proposed in this work are intended to discuss questions about
the future of Linear Algebra in the lives of Basic Education students.

Keywords: Linear Algebra; Applications; Matrices; Complex Numbers; Computer Graphics;
Linear Transformations; Reflection; Textbook.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1: Expansdo Uniforme do vetor u, onde v = o, o > L...cccccoiiiieiiieiiii e esre e 27
Figura 2: Reflexao do vetor 1 em Torno d0 EiXO X.....coeeceeecieeiieeiiieciieesieeesieeesieeesieeeseeeesene e saneesene e 28
Figura 3: Reflex&0 do vetor 2 em TOrno d0 EQiXO Y ...cc.eveeuieiiriiniinieieiesieeteese sttt 29
Figura 4: Reflexdo do vetor u em Torno da OFigeM ........c.eccveeciieiiieieecie et 29
Figura 5: ROtacA0 A0 VELOr 1 BM G GFaAUS ....ccveecveereeieeteeteeteeteeteereeeresevesreesaeesraestaesasessaesanessnesseeseas 30
Figura 6: Cisalnamento Na dir€CAD 80 BIXO X..eerueerueereeriieieeieeie et eteeteeeeseteseesaeeseeesaeesaeesaeesaeenneeneeas 31
Figura 7: Cisalnhamento Na dir€Ga0 80 VELOT Y ....cc.eeueeiirieriieiitesieeiteteste ettt sttt st snesne e 32
Figura 8:Translacao A0 PONLO A .....oovieiieciieeeie ettt ettt e e e te et e st e saaesrte s e e ssaesseesseessaesreesseeseeseas 33
Figura 9: Disciplinas que mais reprovam no curso de Engenharia de Producdo - UFPE...................... 40
Figura 10: Disciplinas que mais reprovam no curso de Licenciatura em Matematica - UFPE ............. 40
Figura 11: Representacdo do nimero complexo NO PlaN0 ..........coeveeirirerienieieeseseeeeee e 60
Figura 12: Representacdo geométrica da norma de um NUmero COmMpIeX0 .......cccevvereereervereeneeennenn 65
Figura 13: Representacdo do complexo no plano com angulo O.........occveevvciieeiniiiieiniieniniee e, 69
Figura 14: Angulo entre doiS COMPIEXO0S.........ccovuveviviieieeeeesierseeeeeeeseesee et ese et es s st ssss s seseas 70
Figura 15: O ENIAC — Primeiro computador do MUNO........c..coerieiierenenienieniesieeeee e 74
Figura 16: Spacewar, primeiro game de COMPULATON .........cecveruerierierierienieeienie ettt saeeaeens 75
Figura 17: Magnavox Odyssey, Primeir0 VIdE0 gAmE ......c.cccveeveiiereerieieeseeseesieesieesieesseevesseeveesnens 75
Figura 18: Toy Story, Primeir0 IONQa......cceecieiuieiieieee ettt st sre e beebeereas 76
T U B R T U LT o] ] ] AU USRS 77
Figura 20: FOIZa HOFZON 4 ......ooueieeeeeieeeeeee ettt ettt sttt e nnesneeanens 78
o0 = R Y o o= W [0 I o To T F SR 78
Figura 22: Mudanca de poSiGa0 de A PAra B .......cceooueeiieiieiecece et 79
Figura 23: Mudanga de poSIGE0 e B Para C......cooueeieeiieieeieeie ettt seeas 80
Figura 24: Mudancga de poSiC80 de C Para D ........eeeeviririiieeeeeeeee e 81
Figura 25: Mudanca de POSIGA0 08 D PAra E.......cceeveeciieiiieieeie ettt 81
Figura 26: Mudanca de poSiCa0 de E PAra F........couveiieiieiieeee ettt 82
Figura 27: Mudanga de POSIGEO e F PAra G ......cooueeiieieieeieeie ettt 83
Figura 28: Mudancga de poSiGa0 de G PAra H.......ceeeeiiriiriiieiesieeeetese et 83
Figura 29: Mudanga de poSIGA0 d& H PAra | ....ccueeveecieeiieiieieeie et nee e s 84
Figura 30: Mudanga de poSICA0 de | PArA J .....cveevieiieiieiecece ettt ettt ae e 85
Figura 31: Mudanga de poSiGE0 de J Para K.......cooueoieiieeeeee ettt 85

Figura 32: Volta & POSIGAO INICIAL.......c.eiuirieieiiitirieeee et 86



Tabela 1:
Tabela 2:
Tabela 3:
Tabela 4:
Tabela 5:
Tabela 6:
Tabela 7:
Tabela 8:
Tabela 9:

LISTA DE TABELAS

PErmMULACAD € INVEISAOD ... e i iieeieiie ettt ettt et ettt et et e et e st e saeesaeesbeesaeenaeas 20
A presenca da Algebra Linear nos curriculos do Ensino Médio nos Estados brasileiros ......35
LIVIOS DIALICOS ...ttt sttt sttt e e aeete e e e saesseeseensessesneeneenes 42
ReSpOSta da PEIQUNLA L.......cccuieiieiiiie ettt ettt e st e e st e e enbeeseenreeseens 42
ReSPOSTA 0a PEIGUNLA 2......eeceieceiecieeciee sttt ettt ettt st s e e s beeste e beebeenreenreens 43
RespOsta da PErQUNTA 3.........ooiiieeiee ettt st e e te e e ta e ete e ebaeebaeesraeenseeenes 44
Levantamento dos Exemplos e EXercicios PrOPOStOS .......c.ceeveriereeireniinienieieeseseeeeeeeees 45
Equivaléncia dos NUMeros COMPIEXOS ......ecueerueerieeriierieeiieieeie e seeseeeseesreesseesseesseesseenseens 71
ESDOCO de Plan0o de AUIA ........ocuvieieceieeeceeeee ettt sttt et re e 72



SUMARIO

LINTRODUGAO ...ttt 13
2 CONCEITOS DE ALGEBRA LINEAR.........oooiiititieeeeeeeeee e en s es s 16
2.1 DefiNIGAO A& IMALIIIZ ....cveeieiieiiicieee ettt 16
2.2 0OPeragies BNTIe IMATIIZES .......cccviiiiiiieieese ettt 17
2.3 MALFIZ THANSPOSTA .....vevieiieiiiieiiiet ettt bttt b et et st ne st 19
2.4 DETEIIMINANTES ...ttt sttt b bttt e bbb e et sbe e e e et 19
2.5 MALFIZES € VETOTES ...ttt 21
2.6 MAtriZeS INVEITIVEIS ......ccuiiiiiiiiiii e 22
2.7 EQUACBES MALFICIAIS ....eevveivieiiec ettt ettt sttt be e ste e sre e ere e 23
2.8 Sistema de EQUACHES LINBATES ........ccoveiieeieeie ettt st sre e 23
2.9 Transformagies LINEAIES. ........ccuuuiiiiieieieiie ettt sttt e st sre e enee e 24
2.9.1 Transformagdes do P1ano N0 PIaN0..........cccoiiiii i 27
2.10 Autovalores e Autovetores Associados & MAtIiZeS ..........ccocoeeeviiininincneiee e 33
3 REFLEXOES SOBRE A ALGEBRA LINEAR DO ENSINO BASICO......................... 35
3.1 OS CUITICUIOS ... bbbttt 35
3.2 OS LIVIOS DIJALICOS ...ttt bbbt 41
3.3 08 VESTIDUIATES ... 45
3.3.1 A comparagdo dos Conteldos Programaticos doS EXameS.........cevuererreeeereesesesreesuesnens 46
4 APLICACOES DE ALGEBRA LINEAR ........cooiiieeeeeeeeeeeeeeseeesens s ssnsesnens 53
4.1 NGmeros Complexos & Algebra LINEAr ............cc.ccevevruriercieeeseeieee s, 53
411 INEFOTUGED ...ttt bbbkttt et b e 53
4.1.2 EMDASAMENTO TEOMICO ....cviviiiieieiiesie ettt bbbttt e 55
4.1.3 ADOrdagem MaLFICIAL..........coiuiiiiiiieee e 57
4.1.4 Representando um NUmero Complexo N0 Plano .........cccccveiv e icie s 59
4.2 Algebra Linear na Computagio GrafiCa .........c..ccevuevcvreevcieeesieieeeseseeeeses oo, 72
4.2.1 O que € Computacao grafiCa? ........cccvvviieiie i 73

R 0] 01 (=) (0 I [ 1) (0] (o1 F RO 73



4.2.3 Aplicacdo dos Conceitos Matriciais nas Animagdes

5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS DE PESQUISA ......cccocoeeveiereeeicine,

REFERENCIAS ......o.oooiiieieeeeeece e,



13

1 INTRODUCAO

Em 2020, o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), divulgou uma
pesquisa, a qual mostra que 74,7% da populagdo brasileira tém acesso a internet, seja por
meio de computadores, celulares, tablets, televisores ou outros recursos. A tecnologia esta
definitivamente presente em nossas vidas, seja para consultar informacdes, estabelecer
conversas com amigos, jogar ou, simplesmente, servir nos entreter.

A crescente utilizagdo da internet, bem como de softwares e de aplicativos, motivou-
nos a estudar e a dissertar sobre alguns aspectos da importante teoria matematica que esta por

tras de toda esta tecnologia: a Algebra Linear. Segundo Celestino (2000, p.9):

[...] a importancia da Algebra Linear e das pesquisas sobre seu ensino-
aprendizagem repousa no fato de que ela hoje se encontra subjacente a
quase todos os dominios da Matematica. Desta forma, é imprescindivel
qgue aqueles que pretendem trabalhar com as ciéncias que utilizam a
Matematica, tanto como objeto de seu estudo quanto como instrumento
para outros estudos, domine, seus principais conceitos.

Sem duividas, a Algebra Linear ¢ um conteldo de grande relevancia para o
desenvolvimento da abstracdo e do raciocinio l6gico-dedutivo. Entretanto, acreditamos que
vem sendo paulatinamente negligenciada ou mesmo omitida dos curriculos do Ensino Bésico
e das salas de aula.

Segundo Furtado (2010, p. 5), muito ha que ser realizado para mudar esse panorama, e
nos, educadores, precisamos repensar profundamente sobre o Ensino da Algebra Linear. A
pesquisadora acrescenta, ainda, que os resultados obtidos em seus estudos sugerem uma
fraqueza no Ensino da Algebra Linear, destacando que o ensino-aprendizagem n&o se mostra
eficiente quanto & compreenséo dos proceitos® abstratos.

Para o leitor entender de onde surgiu o interesse nesta pesquisa, & necessario relatar
algumas das minhas experiéncias. Ainda aluno da 22 série do Ensino Médio, no Liceu Nilo
Pecanha’, escola estadual localizada em Niteréi, lembro-me de estudar muito bem os
conceitos de Matrizes, Operacdes, Escalonamento, Sistema de EquacOes, dentre outros
assuntos. Conquanto, ndo tivemos o auxilio tecnoldgico e tampouco o estimulo das aplicacfes
da Algebra Linear. Ja durante a graduacéo em Licenciatura em Matematica pela UERJ, tornei-

me monitor da disciplina Algebra Linear I, fato que me motivou a estudar tal area mais

' “Proceito” surge da aglutinacdo dos vocéabulos “processo” e “conceito”.
? Escola estadual localizada em Niterdi, regido metropolitana do Rio de Janeiro.
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detidamente. Ainda assim, ndo tive estimulos tecnoldgicos por parte dos professores que
lecionaram esta disciplina, tampouco contato com aplicacdes dela em outras Ciéncias.

Por meio de minha experiéncia como professor de aproximadamente 6 anos, com
alunos de Ensino Médio de escolas particulares, percebo que o foco de alunos e de
professores no ingresso em grandes universidades contribui para a supressio da Algebra
Linear nas aulas de Ensino Basico, em especial devido a quase inexisténcia de seus conteldos
nas provas do ENEM. Nesse sentido, nossa pesquisa busca motivar, questionar e analisar a
presenca restrita da Algebra Linear no Ensino Médio, partindo de sua contextualizagio em
relacdo a outros campos da Matematica. Acreditamos ainda, que a partir da contextualizacéo
proposta no Capitulo 4, o estudante perceba quéo bela e eficiente é a Algebra Linear e seus
aspectos enquanto facilitadora para o desenvolvimento, em especial da Computacdo Gréfica,
como destacaremos no decorrer do capitulo.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) recomenda o estudo de transformacdes
geomeétricas, bem como a utilizacdo de tecnologia e de calculadoras, como podemos observar
nos recortes a seguir:

Em relagdo ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizacdo e o deslocamento de uma figura no
plano cartesiano, identificar transformacdes isométricas e produzir
ampliacOes e reducdes de figuras. Além disso, sdo solicitados a formular e
resolver problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de
congruéncia e semelhanga. (BRASIL, p. 527, 2018)

Além disso, a BNCC propde que os estudantes utilizem tecnologias, como
calculadoras e planilhas eletrénicas, desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental. Tal valorizagdo possibilita que, ao chegarem aos anos finais,
eles possam ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional,
por meio da interpretacédo e da elaboracdo de algoritmos, incluindo aqueles
que podem ser representados por fluxogramas. (BRASIL, p. 528, 2018)

Em contrapartida, o documento ignora conceitos ainda presentes em curriculos de
alguns Estados brasileiros como os de Matrizes, Determinantes, Transformacdes Lineares e
Sistema de EquacGes. Com o objetivo de sistematizacdo desta pesquisa, organizamos a
dissertacdo em quatro capitulos, que foram distribuidos de maneira que o leitor possa
gradualmente progredir dentro de aspectos matematicos formais, refletir sobre os rumos do
ensino-aprendizagem em seguida aplicar os conhecimentos adquiridos.

No Capitulo 2, apresentamos conceitos centrais de Algebra Linear que julgamos
necessarios para uma plena compreensdo das aplicagfes propostas. Iniciamos o capitulo com

0 estudo de Matrizes, explorando suas operacOes e propriedades. Prosseguimos com as
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definicbes de Determinantes e Vetores, e encerramos com 0 estudo das Transformacdes
Lineares, dos Autovalores e Autovetores associados a uma Matriz.

No Capitulo 3, propomos reflexdes sobre a saida gradual dos conceitos de Algebra
Linear. Pesquisamos 0s conceitos presentes em cada Estado do Brasil, analisamos a
abordagem dos conceitos nos Livros Didaticos e a contribuicdo do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) para o cenério atual, comparando os contetdos propostos pelas Universidades
Publicas do Rio de Janeiro e 0o ENEM.

No Capitulo 4, propomos uma integracio entre os Nimeros Complexos e a Algebra
Linear, logo apds o leitor ter suficiente embasamento tedrico matricial. Além desta aplicag&o,
convidamos o leitor a embarcar no mundo matematico da Computacéo Grafica. Munidos de
conceitos um pouco mais aprofundados de Algebra Linear e com o auxilio do Geogebra
criamos uma pista de corrida, similar a de um jogo dos anos 1990, onde a ideia é deslocar o

carrinho no Plano.
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2 CONCEITOS DE ALGEBRA LINEAR

Nesta secdo, sio abordados alguns topicos de Algebra Linear, especialmente os conceitos de
matrizes, sistemas de equacdes, vetor, autovalor e autovetor. Esses tdpicos sdo necessarios
para o entendimento das aplicacdes e reflexdes propostas. Para maiores informacoes o leitor é

convidado a consultar Boldrini e Steinbruch.

2.1 Defini¢éo de Matriz

Definicdo 1: Uma matriz real A, ou simplesmente matriz A de ordem m x n € uma tabela com

m. n nameros reais dispostos em m linhas e n colunas.

Uma definicdo mais formal pode ser encontrada em Andrade (2016, p.2) - [Estudo de
Alguns Invariantes Espectrais]. Segundo o autor, dados dois ndmero naturais m,n > 1, uma
matriz real A, 4, € uma aplicacdo de {1,2,3,..,m}x{1,2,3,...,n} em R cujos 0s elementos
sdo denotados por aj;, parai€ {1,2,3,..,m} e j € {1,2,3,..,n}. Fixados i e j, a;;¢ a entrada na

intersecdo da i — ésima linha com a j — ésima. Esta matriz € de ordem m x n e é representada

por
a1 912 din
a dzz dzn
A= 2t T
dm1 dm?2 Amn

Ainda é possivel entender uma matriz A, x, COmMo sendo um conjunto de n-vetores
colunas cada um contendo m-entradas, ou m-vetores linhas cada um contendo n-entradas,
como veremos na Secdo 2.5 . Quando m = n, a matriz A é dita Matriz Quadrada de ordem n.

Quando todas as suas entradas sdo iguais a zero, batizamos de Matriz Nula.

Definimos 2 (Matriz Identidade): Definimos a Matriz Identidade como sendo a matriz
guadrada n x n, na qual todas as entradas sdo nulas, exceto as componentes da diagonal
principal a;;, com i = j, que sdo iguais a 1. Representamos a Matriz Identidade por I, onde n

representa a ordem da matriz. Desta forma:
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o OO

2.2 Operacdes entre Matrizes

Definicdo 3 (Adicao de Matrizes): A adicdo de duas matrizes sé ocorre quando elas possuem a

mesma ordem, sendo assim dadas as matrizes A = [a;;| e B =[b;] _ . A somade 4

com B, indicadas por A + B, é a matriz obtida adicionando-se os correspondentes elementos
de AeB.

A+ B = [Cij]mxn , onde Cl'j = al-j + bl]
Propriedades da Adicdo de Matrizes:
Antes de enumerarmos as propriedades, gostariamos de destacar que sdo de facil
verificacdo, sendo assim, deixaremos a cargo do leitor. Para uma leitura mais aprofundada

sugerimos a consulta a Boldrini e Steinbruch.

i) A adicdo de matrizes é comutativa e associativa, isto ¢, se A, B e C sdo matrizes de ordem

m x n, entao:

A+ B = B+ A (Comutatividade);
(A+B)+ C = A+ (B + C) (Associatividade)

ii) Se A for uma matriz qualquer de ordem m x n e 0,, . ,, for a matriz nula, entéo:
A+ 0 =0+ A = A (Elemento Neutro da Adi¢o);
iii) Se A é uma matriz qualquer m x n, entdo existe a matriz - A, de mesma ordem, tal que:

A + (—A) = 0 (Elemento Simétrico da Adicao).
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E importante destacarmos que a operacdo de subtracdo, entre as matrizes
A=lay] eB=[by] . indicada por A~ B, pode ser vista como a adigéo entre a

matriz A e a matriz —B, simétrica da matriz e B, ou seja, A + (—B).

Definicdo 4 (Multiplicagéo por Escalar): Definimos a multiplicagdo (ou produto) da matriz
A= [aif]mxn pelo escalar ¢ € R, indicado por cA, como sendo a multiplicacdo de cada
entrada da matriz pelo escalar c, ou seja:

cA = [cal-j]

mxn’

Propriedades da Multiplicacéo por Escalar:

Para evitarmos quaisquer distorcdes, € cauteloso destacar que os escalares utilizados

neste trabalho pertencem ao Conjunto dos NUmeros Reais.
Se A e B sdo matrizes de ordem m x n e c, ¢, € ¢, Sao escalares, entao:

i) (c1 + ¢c3)A = c1A + ¢, A (Distributividade);
ii) c(A + B) = cA + cB (Distributividade);
iii) ¢1(cA) = (c1¢2)A (Associatividade).

Definicdo 5 (Multiplicacéo de Matrizes): Se A € uma matriz m x p e B uma matrizp x n, 0
produto de A por B € a matriz C = AB de ordem m x n, onde o elemento c;; € obtido pela
soma dos produtos dos elementos da i — ésima linha de A pelos elementos correspondentes
da j — ésima coluna de B, isto €, ¢;; = aj1byj + apabyj + -+ + apb,; = Xh_; aicby;, com

i€{1,2,..,m}ej€{1,2..,n}.
Propriedades da Multiplicacdo de Matrizes:
Se A, B, C e I, s&o matrizes n x n. Entdo,

i) A(BC) = (AB)C (Associatividade);
ii) A(B + C) = AB + AC (Distributividade a esquerda);
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iii) (B + C)A = BA + CA (Distributividade a direita);
iv) Al = IA = A (Elemento Neutro da Multiplicacao);
v) (AB)t = BA! (Distributividade da Transposta).

2.3 Matriz Transposta

Definicdo 5(Matriz Transposta): A matriz transposta da matriz A = [aif]mxn' indicada por

At, é a matriz obtida a partir de A permutando suas linhas por suas colunas, ou seja,
escrevendo-se as linhas de A como colunas, isto é:

A* = [ay]

nxm’

Propriedades das Matrizes Transpostas:

i) (A" = A;
ii) (A+ B)t = A + BY;
iii) (cA)t = cAt.

2.4 Determinantes

Quando nos referimos ao determinante, isto é, a0 nimero associado a uma matriz
quadrada A4 = [a;;], escrevemos det A ou det[a;;] ou |A].

Convém ressaltar que as definigdes desta secdo foram retiradas de Boldrini. Além
disso, o conceito de determinante no caso geral envolve muitos simbolos, o que dificulta a
leitura.

Antes de definirmos determinantes, vamos definir um conceito previamente para que

possamos tornar a discussdo mais simples e organizada.

Definicdo 6: Dada a permutagdo dos inteiros 1,2, 3, ...,n, existe uma inversdo quando um

inteiro precede outro menor que ele.
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Como ressaltamos anteriormente, o calculo de determinante envolve muitos simbolos,

para que possamos compreender a definicdo 6, vamos a um exemplo dado pela Tabela 1.

Consideremos as permutacdes de 1,2, 3 e vejamos para cada permutacdo o nimero de

inversoes.
Tabela 1: Permutacéo e Inversdo
Permutacéao NUmero de inversdes Entendendo as inversdes
Observe que na sequéncia
1, 2,3) 0 ndo had um ndmero maior
precedendo um menor.
Observe que o 3 precede o 2,
1.3,2) 1 . N
Ou seja, uma inverséo.
Observe que o 2 precede o 1,
(2,1,3) 1 . N
Ou seja, uma inverséo.
Observe que o 2 precede o 1,
(2,3,1) 2 e 0 3 precede o0 1, ou seja,
duas inversoes.
Observe que 0 3 precede o 1
312 2 : o
e 0 2, ou seja, duas inversoes.
Observe que o 3 precede 0 2
e o 1. Além disso, o 2
(3,2,1) 3 .
precede o 1. Gerando trés
inversoes.

Fonte: O autor, 2021

Definig&o 7 ( Determinante): Seja a matriz quadrada A = [a;;] de ordem n. Definimos

onde J = J(j1,jz2, - jn) € 0 NUMero de inversdes da permutacao (jy, jo, .-

soma é estendida a todas as n! Permutagdes de (1 2 ...n).

Vejamos 0 exemplo paran = 3,

det[al-j] = Zp(—l)]aljlazjz ...anjn,

,Jjn) € p indica que a

a;; QA1 Qg3
det|G21 Q22 Q23| = A41A5,033 — Q1103037 — Q12021033 + Q12053031 + Q13051035 — A13052031.

az; dzz d4zs
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Observe que aparecem todos o0s produtos a,j a,j,asj,, onde (ji j, j3) Sdo as

permutacbes de 1,2 e 3 e p = 3! = 6 parcelas.

Como a linguagem dos determinantes € muito técnica, vejamos alguns exemplos

numericos:
2 5 — 0 1 — —
8) det| %, O] = (-D%22+ (-DL5(-3) =4+15=19

b)

1 0 2
det [3 1 0] =(-1D%1.1.2+ (-D%L1.01+ (-1 03.2+ (-1)2.0.0.1 + (-1)2.23.1+ (-1DL2.11=6
1 1 2

Algumas propriedades especiais acerca de Determinantes.

N&o pretendemos com o presente trabalho provar todas as propriedades enunciadas
abaixo, caso o leitor deseje aprofundar-se no assunto, indicamos as seguintes bibliografias
Boldrini e Steinbruch.

i) Os determinantes da matriz A e sua transposta At sdo iguais, ou seja, det A = detA¢;

ii) Se B é a matriz obtida de A permutando-se duas linhas de A, entdo detB = —detA,;

iii) Se B é a matriz obtida de A multiplicando-se uma linha de A por um escalar c, entdo
detB = c.detA;

iv) Se A tem uma linha nula, entdo det A = 0;

v) Se duas linhas de A sdo idénticas, entdo det A = 0;

vi) Se A e B séo matrizes quadradas de ordem n, entdo det AB = det A.det B;

.. 1 z . . ~ _ 1
vii) Se A™! é uma inversa da matriz A4, entdo det A~ = —.

2.5 Matrizes e Vetores

Como j& antecipamos no inicio deste capitulo, podemos pensar uma matriz a partir de
um conjunto de vetores. De acordo com Chagas, o estudo de vetores mostra-se relevante para
um melhor aproveitamento no estudo da Algebra Linear do Ensino Médio tornando mais
significativo o estudo de conceitos como o de Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares. A

seguir definimos vetor e aprofundaremos esta relagéo entre as matrizes e os vetores.
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Definicéo 8 (Vetor): Uma solugdo de um sistema de m equacdes lineares e n incognitas é uma
n — upla de nimeros reais. Definimos uma n — upla de ndmeros reais como um vetor. Se
uma n — upla é representada como uma matriz 1 x n, nos referimos como um vetor linha. Se
em vez disso, a n — upla é representada por uma matriz n x 1, diremos que é um vetor
coluna, bem como define Leon (2011).

Ja que estaremos trabalhando quase exclusivamente com vetores colunas, vamos omitir a

palavra coluna, e vamos nos referir simplesmente a vetor, subentendendo uma matriz coluna.

Uy
S > %)
U=,V ..,vp)ouv =11

Un

E de bom tom salientar que utilizaremos a definicio acima, pois o enfoque do trabalho
é sobre aspectos da Algebra Linear e nio Geometria Analitica. Para o leitor se aprofundar em

vetores sugerimos as bibliografias: Delgado e Steinbruch.

Definicdo 9 (Delgado, 2017) : A norma ou comprimento de um vetor v é o niimero ¥l dado

pelo comprimento de um segmento representante de ¥ .
Quando A = (x1,v1) € B = (x,,y,) ,0Vvetor v = AB é dado por

1wl = \/(xz —x1)% + (y2 —y1)2

2.6 Matrizes Invertiveis

Definicdo 10: Seja A uma matriz de ordem n. Se for possivel encontrar uma matriz B de
mesma ordem, tal que BA = AB = I,,, entdo dizemos que A € invertivel e B € uma inversa de
A. Caso contrério, dizemos que a matriz A é ndo invertivel ou singular.

Quando B é a inversa de A escrevemos B = A~ 1.

Proposicdo 1: Sejam A e B matrizes invertiveis de mesma ordem, entdo (AB)™! = B4,

Demonstracéo:
Basta verificar que B~1A"1(4B) = (AB)B™ 1A ' = I,.
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2.7 Equacdes Matriciais

Definicdo 11: Sejam A e B matrizes ondem n. A equacao
AX=B
é uma Equacdo Matricial, sendo X uma matriz quadrada de ordem n.
Quando A é invertivel, é natural observar que se multiplicarmos a esquerda ambos os lados da

Equacdo Matricial A.X = B por A~! (matriz inversa de A), teremos a solucdo X = A™1B.

2.8 Sistema de Equac0es Lineares

Definicdo 12 (Equacéo Linear): Chama-se equacéao linear toda equacdo da forma
a.x; + ax, + -+ ay,x, = by,

em que a4, a,, ..., a, € by SA0 NUMEros reais € x;, Xy, ..., X, S0 incégnitas.

Definicdo 13 (Sistema Linear, Leon, 2011, p.1): Um sistema linear de m equacOes e n

incognitas é um sistema da forma

ai1X1 + A12X, + -+ alnxn = b1
az1X1 + Ar2Xy + -4+ AoynXn = b2

Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = by
Evocando o produto de matrizes é possivel escrever o Sistema Linear acima de modo

a‘l 1 a12 e aln xl bl
azq az, e Qop le _ b2
xnd b,

Anr Am2 - Amn

matricial, como segue:

Um conceito muito atil no ambito dos sistemas lineares sdo as classificacdes das
equacoes lineares, como segue:
e Quando b; = 0, com i € N,a equacdo linear é dita homogénea.

e Quando b; # 0,com i € N, a equacao é dita ndo homogénea.
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Neste momento, apresentaremos alguns exemplos para que as definigdes 11 e 12 soem

mais naturais.
Exemplos:
a) 2x + 3y — 5z = 2, é uma equacéo linear.

b) 4x — 3y? + z = 4, ndo é uma equac4o linear, pois y é do 2° grau.

2 3y =4
C){x+ y

: .2 31 X]_T[4 :
X—y=2" onde pode ser escrito na forma matricial [1 _1] ) [y] = [2] tal sistema

2
3|, tal
6

Convém observar que os Sistemas Lineares podem ser classificados a partir do seu

tem como solugdox =2ey = 0.

x+2y—2z=2 1 2 -1 x
d) [Zx —y + z = 3, onde pode ser escrito na forma matricial [2 -1 1 ]lyl =
x+y+z=6 1 1 11

sistema tem como solucdox =1,y =2ez = 3.

conjunto solugdo, como segue:

i) Sistema Possivel e Determinado (SPD): Tem solugdo Unica;
ii) Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): Tem infinitas solugdes;

iii) Sistema Impossivel (SI): N&o tem solucao.

2.9 Transformacoes Lineares

Antes de definir Transformacéo Linear, é de bom senso definir Espacos Vetoriais,

Como segue.

Definicdo 14 (Espaco Vetorial): Um espago vetorial real € um conjunto V, ndo vazio, com

+ L]
duas operagdes: adicdo, V x V -V, a multiplicacdo por escalar, Rx V — V, tais que para

quaisquer 4, 7,wW € Re a, b € R, 0s axiomas abaixo sdo satisfeitos:

a) Em relacdo a adicéo:
D@+v)+w=u+ @ +Ww);

- —

iNU+V=v+1U
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iii) Existe 0 € V tal que i + 0 = 4 (0 é chamado vetor nulo);

iv) Existe —u € V tal que u + (—u) = 0.

b) Em relacdo a multiplicacdo por escalar:
v) a(d + V) = au + av;

vi) (a + b))V = av + bv;

vii) (ab)v = a(bv);

viii) 11 = 1.

Convém observar que os elementos do Espaco Vetorial V sdo chamados de vetores,
independente de sua natureza. Pode parecer estranho, o fato de se chamar de vetores os
polinémios, (quando V for constituido de polinémios), as matrizes (quando V for constituido
de matrizes), os nimeros (quando V' for constituido for um conjunto numérico), e assim por
diante. Podemos fazer isso, pois esses elementos de natureza tdo distinta se comportam de
forma idéntica nas operacbes de adicdo e multiplicacdo de escalar, como se estivéssemos
trabalhando com os proprios vetores do R?* e R3. Além disso, se tivéssemos tomado para
escalares o conjunto C dos Numeros Complexos, V' seria um espaco vetorial complexo, assim

como destaca Paliga (2012, p.6).

Definicdo 15 (Transformacdo Linear): Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma
Transformacgdo Linear € uma aplicacdo de V. em W, T:V — W, que satisfaz as seguintes

condigdes:

i) Quaisquer que sejam i e v emV,
T+ 7v)=Tw) +TW);
i) Quaisquer que sejamk € R,eu € V,
T(ku) = kT (w).

Tais condigcdes sdo necessarias e suficientes. Entretanto, convém observar que
substituindo k = 0 em ii) obtemos T(6) = 0. Isto nos diz que toda Transformacéo Linear

T:V — W leva o vetor nulo de V no vetor nulo de /.
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Para que o leitor tenha melhor construcdo dos conhecimentos propostos pela Defini¢éo

14, deixamos alguns exemplos a seguir:
a) Seja T: R? > R3, tal que T((x,y)) = (2%,0,x + y)
Dados 1, ¥ € R?, sejam 1 = (x4, y,) € ¥ = (x,¥,), onde x;,y;, k € R. Dali,

Condigéo 1:
T +v) = T((x1’3’1) + (xZ'yZ)) = T((x1 +x2,¥1 + YZ)) =
(2(x1 +x2),0,(x1 +x3) + (y; + YZ)) =
(2x1 + 2x5,0,x; +y1 + x5, + y5) =
(2x1,0,x1 +¥1) + (2x2,0,x, + y2) =
T(W) +T®)
Portanto, a primeira condigdo esta satisfeita.

Condicéo 2:
Tku) =T
(2kx1,0,kx; + ky,) =
k(2x1,0,x1 + v1)
kT (1)
Como a segunda condicéo foi satisfeita, temos que T é uma transformacao linear.

b) N&o sdo transformacdes lineares:

i) T:R - R definida por T(x) = cos(x),Vx € R, pois cos(x + y) # cos(x) + cos(y), em
geral, apesar de T(0) = 0.

ii) T: R? - R? definida por T((x,y)) = (x + 1,y + 3), pois T((0,0)) = (1,3) # (0,0).
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Gostariamos de ressaltar que toda matriz m x n estd associada a Transformacgéo

Linear de R™ em R™. Com efeito, seja A uma matriz m x n, Definimos T,: R™ = R™, por

X1 X1 Y1

- - o S |*2 . - X2 Y2
T,(u) = A., onde u € o vetor coluna, u = | . |,ouseja, Ty(@) = [Alpen-| : [=|: |

xn xn Ym

Das propriedades de operacOes de matrizes, segue que:
T,(i+ V) =AU+V)=Au+ AV =T,(0) + T,(¥) e Tu(ki) = A(kU) = k(AU) = kT, (w),

portanto T, é uma transformacéo linear.

2.9.1 Transformagdes do Plano no Plano
i) Expansao, contracdo e identidade uniforme

A transformacdo T:RR? - R?, onde T((x, y)) = a(x,y) é denominada expansdo, contracéo
ou identidade

e Quando a > 1, T € uma expansao;

e Quando a = 1, T é identidade;

e Quando 0 < a < 1, T é uma contragao.

Figura 1: Expansdo Uniforme do vetor u, onde v = au, a > 1.

u

o S e LY

Yil-—————

0

Fonte: O autor, 2020

Podemaos reescrever a expansao, contracao ou identidade de maneira vetorial, da seguinte

maneira;
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bl=all ooy =15 oIl

ii) Reflexdo em Torno do Eixo X

A transformacédo T: R? - R?, onde T((x, y)) = (x, —y) é denominada reflexdo em torno do

eixo X.

Figura 2: Reflexdo do vetor ¥ em Torno do Eixo x

u = ()

O T 0 H €T

"N = (1, —y1)

Fonte: O autor, 2020

Podemos reescrever a reflexdo em torno do eixo x de maneira vetorial, da seguinte maneira:

b= SB[ Sl

iii) Reflexdo em Torno do Eixo y

A transformacdo T: R? — R?, onde T((x, y)) = (—x,y), € denominada reflexdo em torno do

eixoy.
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Figura 3: Reflexdo do vetor ¥ em Torno do Eixoy

0] x (@] x

Fonte: O autor, 2020

Podemos reescrever a reflexdo em torno do eixo y de maneira vetorial, deste modo:
X —X v -1 011X
[y]_)[y] ou[y]—>[0 1”}/]'

iv) Reflexdo em Torno da Origem

A transformacdo T:R? - R2, onde T((x, y)) = (—x,—y) é denominada reflexdo em torno

da origem.

Figura 4: Reflexdo do vetor 1 em Torno da Origem

Y Yy

__________ i = (r1,9)

3] T ] 0 x

v = (—x1, =)

Fonte: O autor, 2020

Podemaos reescrever a reflexdo em torno da origem de maneira vetorial, deste modo:
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=151l =10 2k

v) Rotacdo de um Angulo 8 no sentido anti-horario

Sejam os vetores U = (x1,y;) € U = (x3,¥5), tais que ¥ = Ry (1), onde Ry entende-se como

a transformacado via rotacédo do vetor u , 6 graus no plano.

Figura 5: Rotacéo do vetor 1 em @ graus

S 7 = (a2, 1)

|
I
1
[
I
[
[
I
I
L2 A L 4 1
[
I
[
1
i
[
[
[
L

Fonte: O autor, 2020

Observe que, y, = |?|sen(a + 0) = |¥].(sen a .cos 8 + sen 6. cos a).

Mas, x; = |u|cos a e y; = |u|sen a. Além disso, |7| = |u|.

Segue que, y, = x4 sen 8 + y, cos 6.

Analogamente,

x, = |V|cos(a + 0) = |V|.(cosO.cosa — sen O.sen a) = x; cosf — y,senf .
Portanto, Ry (i) = (x; cos @ — y;sen 8 ,x, sen 6 + y; cos 6).

Podemos reescrever a rotacdo do vetor i em 6 graus de maneira vetorial, como segue:

[1- e+ mssl = [sone “aont 1l
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cosf8 —senb

Gostariamos de ressaltar que a Matriz [Sen 0  cosB

] é Matriz de rotacdo de um angulo 6

no sentido anti-horario.

Nossa proposta com todos esses calculos é a construcdo do passo a passo para que se
chegue na matriz de rotacdo, possibilitando ao leitor o entendimento do processo de rotagéo.
Para que o leitor construa de maneira mais agradavel o conhecimento, a seguir vamos expor

um exemplo.
Exemplo:

Consideremos um vetor qualquer do plano, desejamos rotaciona-lo 30°.

Neste caso, 8 = 30°. Com isso, cos 30° = */2—5 e sen 30° = %
V3 1
o 2 B PR |
Sendo assim, [y] - 1 y1]'
2 2

vi) Cisalhamento Horizontal

A transformagdo T:R? - R?, onde T((x,¥)) = (x+ ay,y),a € R é denominada cisa-
Ihamento horizontal.

Figura 6: Cisalhamento na direg&o ao eixo x

. \ 7= (1 + oy )
,,,,,,,,,, = (z1,31)

e} x O r

Fonte: O autor, 2020

Podemos reescrever o cisalhnamento horizontal de maneira vetorial, desta forma:

LI-T5 2T bl- [ 516
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Um ponto que gostariamos que observado pelo leitor, que dificilmente encontramos de
maneira direta em livros ou artigos, é que geometricamente falando, a transformacéo de

cisalhamento provoca uma rotacéo e em seguida uma expansao no vetor.

vii) Cisalhamento Vertical

A transformagdo T:R? - R?, onde T((x,¥)) = (x,y + ax),a € R é denominada cisa-

lhamento vertical.

Figura 7: Cisalhamento na direcéo ao vetor y

¥ = (a1, 91 + arq)

(0] T (8] T

Fonte: O autor, 2020

Podemos reescrever o cisalhamento vertical de maneira vetorial, desta forma:
X b X 1 011X
[y] - [y + ax] ou [y] - [a 1 [y]

De forma similar, um ponto que gostariamos fosse observado pelo leitor, que
dificilmente encontramos de maneira direta em livros ou artigos, € que geometricamente
falando a transformacéo de cisalhamento provoca uma rotacédo e em seguida uma expansao

no vetor.
viii) Translacao

A transformagdo T: R? —» R?, onde T((x,y)) = (x + a,y + b) é denominada translagio. Na

forma matricial, temos:

bl=lo b1+l
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E de bom tom observarmos que quando a = b = 0, T como descrita acima ndo é uma

transformacéo linear.

Figura 8:Translacdo do ponto A

B={(x1+a,y+0)

---- :
i
:
i
:

0 T

Fonte: O autor, 2020

2.10 Autovalores e Autovetores Associados a Matrizes

O objetivo desta secdo é estabelecer a importancia dos determinantes no contexto da

propria Algebra Linear.

Definicéo 16 (Leon, 2011, p.265): Seja A uma matriz n x n. Um escalar A € dito autovalor ou
um valor caracteristico de A quando existe um vetor ndo nulo x tal que Ax = Ax. O vetor x é
dito autovetor ou vetor caracteristico associado a 4.

Para determinarmos os autovalores associados a matriz A, escrevemos Ax = Alx. Em
outras palavras,

Ax — Alx = (A — AL)x = 0.

Para A ser autovalor de A a equacdo acima precisa ser sollvel e ndo trivial, isto €, deve
possuir solucdo e esta deve ser distinta da solucdo nula. Uma condi¢do necessaria e suficiente
para que isso ocorra é de que

det(4 — AI,) = 0.
Ainda segundo Leon (2011), podemos caracterizar a equagdo acima como um

polinbmio caracteristico ou equacao caracteristica.
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Para que possamos auxiliar o leitor na construcdo do conhecimento, expomos a seguir

um exemplo.

Exemplo:
Seja A = [:i AZL] determinar o autovalor associado a matriz A.

Como o autovalor associado a matriz A é determinado por det(4 — Al,) = 0, entdo

-3-1 4
-1 2—-21

=124+21-2=0.

det(A — A1,) = det| |=(3-nD2-n+4=0

Portanto, A = 1ou A = —2.
Entdo os autovalores da matriz A sdo 1 e -2.
VVamos determinar agora 0s autovetores associados a matriz A.

e ParaAd=1,temos

R T R pd I e e

Segue que x =y.
Portanto os autovetores associados a matriz A, para 1 = 1, sd0 ¥ = (x,x),x # 0.

e Parald = -2, temos

e[ R T e R s RS

1
Segue que y = e

. N . ~ o 1
Portanto os autovetores associados a matriz A, para 1 = 2, sd0 v = (x,zx),x # 0.
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3 REFLEXOES SOBRE A ALGEBRA LINEAR DO ENSINO BASICO

Este Capitulo foi dividido em trés secfes. Na Secdo 3.1 investigamos a presenca e as
distorcdes entre os curriculos de Ensino Basico dos estados brasileiros quanto ao tema
Algebra Linear. Na Secdo 3.2, baseado na Tese de Doutorado de Barbosa (2014) nos
propomos a uma analise das atualiza¢fes dos Livros Didaticos investigados por ela. Enquanto
na Se¢do 3.3 comparamos as ementa dos vestibulares préprios das Universidades do Rio de
Janeiro com a matriz de referéncia do ENEM e levantamos questionamentos a respeito da
saida paulatina da Algebra Linear na Educacio Bésica. Ressaltamos que as respostas a estes
guestionamentos ndo sdo tdo relevantes quanto as reflexdes levantadas por elas. Acreditamos
que toda a comunidade preocupada com o rumo da Educacgédo, em particular os educadores nas
figuras dos docentes, deveriam pelo menos uma vez se perguntarem que direcdo esté

convergindo o Curriculo da Matematica na Educacdo Basica no Brasil.

3.1 Os Curriculos

Inicialmente fizemos um levantamento dos curriculos de Matemética do Ensino
Bésico referentes a Algebra Linear, porém nem todos estio disponiveis para consulta ou
conseguimos encontrar na internet, o que consideramos uma falta grave, tendo em vista que
tais documentos deveriam obrigatoriamente estar nos sites das Secretarias de Educagédo de
cada estado para a consulta de toda a populagéo.

Procurando dinamizar a leitura construimos a Tabela 2 em que apresentamos 0 nome
do Estado consultado, a Sigla, o ano do Curriculo (caso tenhamos encontrado) e quais
contetidos de Algebra Linear contemplados.

Tabela 2: A presenca da Algebra Linear nos curriculos do Ensino Médio nos Estados

brasileiros
Estado Sigla Ano Contetido de Algebra Linear Proposto
Acre AC | Indisponivel | -
Alagoas AL | Indisponivel | -
Amapa AP | Indisponivel | -

* Aplicar o produto de matrizes para resolver
Amazonas AM 2012 situacOes problema;
* Calcular o determinante de uma matriz
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quadrada de ordem 2 e 3;

* Construir um sistema de equagdes a partir de
uma situacao-problema;

» Utilizar diferentes métodos de resolugao de
sistemas.

Bahia

BA

2015

* Operacionalizar matrizes enquanto sistema que
apresenta algumas propriedades do sistema dos
nameros reais;

« Desenvolver a compreenséo das propriedades
de adigédo e multiplicacdo de matrizes e suas
representacoes;

» Resolver sistemas lineares, associando-0S a
equacBes matriciais, utilizando o calculo de
determinantes no processo de discussdo da
solucdo dos mesmos.

Ceara

CE

2009

* Conceito de Matriz: Tipos de Matrizes;

* Determinante de Matrizes de 1* e 2* Ordem;
* Teorema de Laplace;

* Regra de Sarrus;

* Solucdo de um Sistema Linear.

Distrito Federal

DF

Indisponivel

Espirito Santo

ES

2009

* Nocoes de matrizes: conceitos e
representacoes;

* Resolugdo de sistemas de equagdes do primeiro
grau.

Goiéas

GO

2012

* [dentificar e representar os diferentes tipos de
matrizes;

» Efetuar calculos envolvendo as operagdes com
matrizes;

» Reconhecer matrizes especiais;

* Determinar a inversa de uma matriz;

* Resolver problemas utilizando as operagoes
com matrizes e a linguagem matricial;

* Calcular o determinante de matrizes de ordem
20u3;

* Aplicar a Regra de Sarrus e o Teorema de
Laplace;

* Identificar os sistemas lineares como modelos
matematicos que traduzem situagdes problemas
para a linguagem matematica;

* Distinguir sistemas lineares e associa-10s a
matrizes;

* Determinar a solu¢ao de um sistema linear
associando-0 a uma matriz;

* Resolver sistemas lineares e classifica-los.

Maranhéo

MA

2017

» Representar genericamente uma matriz;
+ Construir uma matriz a partir da lei de
formacéo;

* Reconhecer os tipos de matrizes e seus
elementos;
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* Adicionar, subtrair e multiplicar matrizes;

* Calcular determinantes de ordens 2 e 3;

* Reconhecer uma equagdo linear;

* Classificar um sistema linear como possivel ou
impossivel,

* Determinar solugdes de um sistema linear.

Mato Grosso

MT

Indisponivel

Mato Grosso do
Sul

MS

2012

» Representar genericamente uma matriz;

» Matrizes especiais;

* Operagdes com matrizes;

» Matriz Inversa;

* Determinante de uma matriz;

» Teorema de Laplace e propriedades dos
determinantes;

* Resolugdo de sistemas por escalonamento;
* Regra de Cramer;

* Discussdo de um sistema.

Minas Gerais

MG

Estdo realizando uma consulta publica para um
novo curriculo de referéncia:
https://curriculoreferencia.educacao.mg.gov.br/in
dex.php/ens-medio/consulta-publica

Ndo localizamos curriculo antigo.

Para

PA

Né&o foi possivel localizar nos sites de pesquisas
e tampouco no site da secretaria de educacédo
http://intranet.seduc.pa.gov.br/loginintranet/inde

x.php.

Paraiba

PB

Indisponivel

Parana

PR

Indisponivel

Pernambuco

PE

2012

* Dominar a resolucdo matricial, calculo do
determinante e de sistemas de equac0es lineares
e de discusséo dos resultados encontrados.
Identificar os diversos tipos de matrizes,
associados a conjuntos de informagdes
veiculadas no dia-a-dia e efetuar operacgdes entre
elas, compreendendo o significado dos
resultados obtidos;

* Calcular o valor do determinante de uma matriz
de ordemn > 1;

* Apresentar a solu¢do de um sistema de
equacdes lineares, utilizando a Regra de Cramer
e/ou 0 método de escalonamento;

« Classificar e discutir sistemas de equacdes
lineares.

Piaui

Pl

2013

NAO HA NADA SOBRE ALGEBRA LINEAR.

Rio de Janeiro

RJ

2012

* Identificar e representar os diferentes tipos de
matrizes;

* Efetuar calculos envolvendo as operagdes com
matrizes;

* Resolver problemas utilizando as operagdes



https://curriculoreferencia.educacao.mg.gov.br/index.php/ens-medio/consulta-publica
https://curriculoreferencia.educacao.mg.gov.br/index.php/ens-medio/consulta-publica
http://intranet.seduc.pa.gov.br/loginIntranet/index.php
http://intranet.seduc.pa.gov.br/loginIntranet/index.php
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com matrizes e a linguagem matricial;
* Calcular o determinante de matrizes quadradas
de ordem 2 e 3.

Rio Grande do _ - .
Norte RN | Indisponivel

Rio Gg':ljr;de do RS | Indisponivel | -

* Definir e operar com matrizes;

* Aprender a resolugdo pelo método de
escalonamento da matriz do sistema, mostrando
que é o processo utilizado na resolucédo de
sistemas nos computadores;

* Entender que os sistemas de determinantes e da
Regra de Cramer sdo utilizados apenas de forma
tedrica, na Geometria Analitica;

» Comparar operagdes algébricas definidas como
matrizes com aquelas com nimeros reais;

» Compreender que a notagdo matricial surge em
outros campos de aplicacdes;

* Entender determinante de matriz quadrada, que
serd retomado na Geometria Analitica.

Rondbnia RO 2013

Roraima RR | Indisponivel | -

Santa Catarina SC | Indisponivel | -

» Compreender o significado das matrizes e das
operacdes entre elas na representagéo de tabelas
e de transformacdes geométricas no plano;

* Saber expressar, por meio de matrizes,
situacdes relativas a fendbmenos fisicos ou
geométricos (imagens digitais, pixels etc.);

* Saber resolver e discutir sistemas de equagdes
lineares pelo método de escalonamento de
matrizes;

* Reconhecer situagdes-problema que envolvam
sistemas de equac0es lineares (até a 4a - ordem),
sabendo equaciona-los e resolvé-los.

Sao Paulo SP 2011

Sergipe SE | Indisponivel | -

Tocantins TO | Indisponivel | -

Fonte: O autor, 2020

Apesar de a Algebra Linear estar presente na grande maioria dos curriculos é possivel
observar distor¢des entre eles, de quais conteddos devem ser ensinados ou ndo. Cabendo aqui
uma critica @ demora na implementacdo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
Segundo o Ministério da Educacdo (MEC), em 1996, foi aprovada a regulamentacdo de uma
base nacional comum para a Educacéo, mas s6 em 2015, tivemos a primeira versdo da BNCC,
e hoje estamos na terceira versdo do texto e ndo ha de fato a utilizagdo nos curriculos
estaduais. Ao olharmos para 0 ano dos documentos disponiveis, fica evidente que algumas
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Federag0es brasileiras ainda ndo utilizam a BNCC como norteador, apesar de “aprovada a Lei
de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDBEN), Lei 9.394, de 20 de dezembro de
1996, que em seu Artigo 26, regulamenta uma base nacional comum para a Educacéo Basica.
(Brasil, 2015).

A Algebra Linear juntamente com o Calculo | (Célculo Diferencial e Integral) sdo as

disciplinas que mais reprovam na graduagdo como ja destacou Celestino, em 2000, p.13:

[...] além de permitir estabelecer conexdes entre diferentes ramos, a
Algebra Linear também introduz uma linguagem e um raciocinio abstrato
com os quais os alunos que a estudam pela primeira vez ndo estdo
acostumados a lidar. Por essas razdes, a Algebra Linear é disciplina com
altos indices de reprovacao.

Trouxemos ainda um levantamento feito pela Universidade Federal de Pernambuco
(UFPE) sobre as disciplinas que mais reprovaram na universidade no periodo de 2014 a 2017,
h4 no documento a presenca macica da Algebra Linear nos cursos de graduacdo. A analise
dos dados sobre as disciplinas nos cursos de Engenharia de Producdo e Licenciatura em
Matematica sugerem que a Algebra Linear é uma disciplina com alto indice de reprovacao,
como mostrado nas Figuras 31 e 32. Além dos dados da UFPE, a seguir apresentados, vamos
destacar uma passagem do trabalho realizado por Furtado (2010, p. 2): “Observando os
resultados negativos dos cursos de Algebra Linear 11 na Universidade Federal do Rio de
Janeiro, da qual sou aluna do Mestrado de Ensino em Matematica, e da Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro, da qual fui professora substituta em 2008 ministrando esta
disciplina.”. Uma afirmagdo que nos sugere uma semelhanca entre os resultados de Algebra

Linear nas universidades em geral.
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Figura 9: Disciplinas que mais reprovam no curso de Engenharia de Producéo - UFPE

CENTRO  CURSO
CTG  ENGENHARIA DE PRODUGCAO

UFPE

PROPLAN

Disciplinas que mais reprovam no periodo 2014.1 a 2017.2
{Ponto de Corte em pelo menos um subconjuntos de semestres malor que 40 % de reprovados)

ALGEBRA LINEAR 1 73,56 21,84 4,60 174 59,26 2840 12,35

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 1 77,31 14,43 8.25 194 50,52 2990 19,59 97
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 3 76,40 17,42 6,18 178 53,33 355 11,11 90
COMPUTACAD ELETRONICA 62,37 22,58 15,05 186 56,03 21,55 22,41 116
ELETROTECMICA GERAL 1A 87,85 1,87 10,28 107 50,62  B.64 40,74 &1
FISICA GERAL 1 75,53 13,83 10,64 - 188 49,51 34,58 15,89 107
GEOMETRIA ANALITICA 1 74,00 16,00 10,00 - 200 50,53 2421 2421 1,05 95
MECANICA DOS FLUIDOS 2 . . . 58,51 26,60 14,89 94
QUIMICA GERAL 1 69,57 19,57 10,87 184 57,14 16,67 26,19 84

Aprav= % de Aprovades; Reprov=XReprovado por nota; R.Falta = EReprovado por fata; Mi=% de disciplinas néo informadas a situagho final; n= nimero de alunos matriculades

o perioda

Fonte: UFPE®

Figura 10: Disciplinas que mais reprovam no curso de Licenciatura em Matematica -

CENTRO CURSO
CCEN MATEMATICA - LICENCIATURA

U

u

FPE

FPE

PROPLAN

Disciplinas que mais reprovam no periodo 2014.1 a 2017.2

{Ponto de Corte em pelo menos um subconjuntos de semestres maior que 50 % de reprovados)

ALGEBRA LINEAR 1 - 100,00 z 18,18 - 81,82 11
ALGEBRA LINEAR L1 42,11 25,00 32,89 76 25,97 37,66 36,36 77
CALCULO L1A 50,55 19,78 19,67 1 41,30 17,39 41,30 46
CALCULOD L2A 44,44 18,52 37,04 54 49,30 16,90 33,80 71
CALCULD L3A 40,1 9,09 50,00 22 40,85 16,90 42,25 - 71
COMPUTACAD L B2,43 - 17,57 74 29,27 7,32 5976 366 B2
ESTAGIO SUPERVISIONADO 30,00 20,00 50,00 10 100,00 - - - 1
ESTRUTURAS ALGEBRICAS L1A 36,96 6,52 56,52 A6 81,13 5,66 13,21 53
ESTRUTURAS ALGEBRICAS LA 31,03 17,24 51,72 - 19 93,18 4,55 2,27 g
FISICA L1 36,21 22,41 40,52 0,86 116 42,34 5,41 52,25 111
FISICA L2 50,00 26,92 21,79 1,28 78 42,17 22,89 314,94 83
FUNMDAMENTOS DA MATEMATICA 41,30 36,96 21,74 - 46 67,69 9,23 23,08 &5
GEOMETRIA AMALITICA L1 33,78 23,97 43,34 148 33,93 13,39 52,68 112
GEOMETRIA PLAMA 35,44 37,97 16,58 79 55,93 27,1F 16,95 59
GEOMETRIA PLAMA L 40,63 46,88 12,50 32 - - - -
MATEMATICA L1A 40,00 2417 35,83 120 25,17 23,78 51,05 - 143
MOMOGRAF|A 37,3 - 62,69 &7 58,82 - 318,24 1,94 34
PRINCIPIOS DE CONTAGEM 33,33 1,67 25,00 96 50,40 5,60 44,00 125

Aprov= % de Aprovades; Reprov=XReprovade por nota; R.Falta = ¥Reprovado por fata; NI=% de disciplinas ndo informadas a situacho final; n= nimers de alunos matriculados

N perieds

3

Fonte: UFPE

https://www.ufpe.br/documents/38954/1317627/Relat%C3%B3rio+Disciplinas+gue+mais+reprovam+2014+a+2

017.pdf/f1ba5ea6-dbdb-4edd-b5e7-9b993f0ee838



https://www.ufpe.br/documents/38954/1317627/Relat%C3%B3rio+Disciplinas+que+mais+reprovam+2014+a+2017.pdf/f1ba5ea6-dbdb-4edd-b5e7-9b993f0ee838
https://www.ufpe.br/documents/38954/1317627/Relat%C3%B3rio+Disciplinas+que+mais+reprovam+2014+a+2017.pdf/f1ba5ea6-dbdb-4edd-b5e7-9b993f0ee838
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Em 2000, Celestino ja destacava o alto indice de reprovacio na disciplina de Algebra
Linear. Ainda hoje, mais de 20 anos depois, nos parece que a Algebra Linear ainda é uma
disciplina com altos indices de reprovacdo. Neste momento, permite 0 seguinte
questionamento: Por que estamos fazendo esse paralelo com os resultados nas universidades?
Procedemos assim, porque as ementas das Disciplinas de Algebra Linear trazem como objetos
de estudo, em sua esmagadora maioria, 0s conceitos de Matrizes, Determinantes, Sistemas
Lineares e Transformacdes Lineares.

Acreditamos que estes conceitos deveriam ter sido fundamentados na Educacéo
Bésica, jA que grande parte deles sdo contemplados pelos antigos e atuais curriculos de

Ensino.

3.2 Os Livros Didaticos

Os livros didaticos ha muito tempo, fazem parte do cotidiano escolar. Em um passado
ndo muito distante foi considerado o curriculo a ser seguido antes das federacGes brasileiras
produzirem os seus. Entendemos o livro didatico como uma importante ferramenta didéatica de
apoio as praticas educativas. O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD)
tem como objetivos basicos a aquisicdo e distribuicdo gratuita de Livros Didaticos para 0s
alunos da Educacdo Basica das escolas publicas do pais, como destaca o Ministério da
Educacéo e Cultura.

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) é destinado
a avaliar e a disponibilizar obras didaticas, pedagogicas e literérias, entre
outros materiais de apoio a pratica educativa, de forma sistematica, regular
e gratuita, as escolas publicas de educacdo bésica das redes federal,
estaduais, municipais e distrital e também as instituicbes de educacdo
infantil comunitarias, confessionais ou filantrépicas sem fins lucrativos e
conveniadas com o Poder Publico. (BRASIL, 2017, ndo paginado)

Salientamos que nosso objeto de estudo esta estritamente relacionado ao ensino de
Matrizes, sendo assim ndo faremos uma analise dos livros selecionados na integra, e sim do
capitulo que aborda o assunto em questdo. Vale ressaltar também que néo tivemos a pretensdo
de esgotar todas as obras aprovadas pelo PNLD, as obras selecionadas sdo inspiradas na Tese
de Doutorado de Barbosa (2014). Em seu trabalho Barbosa (2014) nos convida a uma
conversa com os Livros Didaticos, resolvemos entdo, analisar a atualizacdo das obras por ela
sugerida, levando em consideragdo os questionamentos por Barbosa (2014) levantados, além
da importancia de praticar exercicios aos moldes do ENEM, tendo em vista a importancia

deste exame na Educagéo Basica.



As obras analisadas estéo dispostas na Tabela 3:

Tabela 3: Livros Didaticos
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Colecéo Titulo Autor (res) Ano | Editora
I Matematica: Contexto e Aplicacdes Luiz Roberto Dante | 2016 Atica
I Matematica Paiva 2015 | Moderna
i Matemaética: Ciéncia e Aplicacdes Gelson lezzi et al. 2016 | Saraiva

Barbosa (2014, p. 67) analisa as obras de acordo com as seguintes questdes:

As respostas destas questdes estdo dispostas nas Tabelas 4, 5 e 6.

Fonte: O autor

1. Como é feita a apresentacdo de matrizes, suas operacoes e propriedades?

2. Como os conhecimentos sobre matrizes sdo apresentados em outros

capitulos?

3. Sdo propostas atividades que fazem conexdo com a geometria, em

particular com as Transformacdes no Plano?

Tabela 4: Resposta da Pergunta 1

Colecéo

Pergunta 1: Como é feita a apresentacdo de matrizes, suas operacoes e

propriedades?

O Livro inicia o capitulo de matrizes com uma imagem da obra “Smaller and
Smaller”, do artista holandés Maurits Cornelis Escher (1898-1972), onde é
possivel observar diversas transformacgdes geometricas como translacdo, rotacéo,

reflex&o e escala, como destacado em um quadro na obra. A seguir o autor traz um

arcabouco historico do estudo de matrizes.

Antes de defini-la, na secdo introdutoria, € um recorte de uma partida de volei

onde o autor trabalha a leitura e a interpretacdo de dados via tabelas.

A representacdo genérica de uma matriz € valorizada na descrigdo, matrizes
especiais e propriedades. Todas as propriedades sdo inseridas a partir de uma
situacdo problema. A introducdo de matriz inversa € feita de forma tradicional,

sem contextualizacdo e sem aplicacdo. Um ponto que avaliamos como
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interessante sao as caixas “para refletir” as quais sdo apresentadas de maneira

breve e interessante.

A introducdo ao capitulo é feita através de uma situacdo problema, a respeito do
controle de estoque de uma cafeteria, em seguida o autor traz um breve resumo
historico de matrizes. Apds a motivagdo historica o autor define matrizes e suas
representaces. A operacdo de Adicdo é introduzida a partir de uma situacdo
problema, além disso, o autor explora de maneira consideravel a ideia de matrizes

associadas a tabelas. O produto de matrizes retoma o problema introdutorio.

Na introducdo, sdo apresentadas tabelas com informagdes coletadas de sites. O
autor apresenta um breve resumo historico e a seguir define matriz. A utilizacéo
da matriz genérica é bastante utilizada em todo o capitulo. A adicdo e
multiplicacdo de matrizes sdo motivadas a partir de uma situacdo problema. A
matriz inversa é inserida de modo tradicional, sem contextualizacao.

Um ponto muito importante a ser destacado sdo as secfes de conexdo das

matrizes com a computacao grafica.

Fonte: O autor, 2021

Tabela 5: Resposta da Pergunta 2

Colecéo

Pergunta 2: Como 0s conhecimentos sobre matrizes sdo apresentados em

outros capitulos?

O conhecimento de matrizes € utilizado nos capitulos que fala sobre determinantes
e sistemas lineares, porém ndo é utilizada a linguagem matricial para a resolucdo
de sistemas por escalonamento, apesar de utilizar o produto de matrizes para

representar um sistema.

O capitulo de sistemas lineares ignora por completo a linguagem matricial, para a
resolucdo de sistemas por escalonamento a técnica é toda aplicada diretamente nas
equac0es do sistema. O autor retoma o conhecimento matricial somente no capitulo

de determinantes.

No capitulo de sistemas lineares o autor faz uso do produto matricial para a
representacéo de sistemas, mas abre mao do recurso matricial para a resolugéo via
escalonamento. Ainda dentro do capitulo o autor apresenta matrizes completas e

incompletas associadas a sistemas. Na secdo determinante o autor utiliza a
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linguagem matricial.

Fonte: O autor, 2021

Tabela 6: Resposta da Pergunta 3

Colecéo

Pergunta 3: Sao propostas atividades que fazem conexao com a geometria,

em particular com as Transformacdes no Plano?

Sim, ao final do capitulo de matrizes o autor traz uma se¢do “Aplicagdes de
Matrizes” que podemos destacar a ideia de transformagdes no plano: translagdo,
rotacdo e escala. Além da proposta Geométrica, 0 autor traz uma secdo de
Criptografia cuja ideia é utilizar os conceitos matriciais para enviar mensagens.

Sao propostos 10 exercicios para o leitor.

Ao final do capitulo de matrizes o autor traz uma se¢do “Matematica sem
Fronteiras” na qual ele explora, de maneira breve, as transformagfes geométricas:
Translagdo, Transformagdo por Escala e Rotagdo, sdo esses 0s aspectos
detalhados. O autor propde 3 exercicios a serem resolvidos, um para cada
transformacédo. Além disso, o autor traz um paragrafo falando sobre computacao

gréafica.

O autor traz uma secdo “Aplicagdes”, nela ele utiliza a computagdo grafica,
producdo de imagem para TV e cinema como exemplos para desenvolver as
transformac@es no plano, o autor explica e fornece um exemplo para cada, porém

nao propde exercicios aos alunos.

Fonte: O autor, 2021

Ao analisarmos as atualizacBes dos livros baseados nas mesmas questbes propostas

vislumbramos encontrar alguma mudanca significativa dentro do que Barbosa (2014) nos

apresentou. Constatamos que as versdes atuais mudaram um pouco a introducdo e 0s

exercicios propostos, no mais seguem o mesmo modelo de apresentacdo, estruturacdo e

aplicacdes.

A Tabela 7 fornece um levantamento dos exemplos e exercicios propostos, tendo

como referéncia o ENEM.
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Tabela 7: Levantamento dos Exemplos e Exercicios Propostos

Colecédo Levantamento dos exemplos e exercicios propostos

Sao propostos ao todo 58 exercicios, podemos verificar que o autor limitou-se as
questdes operacionais, ndo prop6s nenhuma questao anterior de vestibular, apesar
I de um dos exemplos ser uma questéo de concurso. Algumas questdes trazem uma
contextualizacdo ou um enunciado mais elaborado, nao identificamos questdes
aos moldes do ENEM.

S8o propostos 26 exercicios no capitulo de matrizes mais 38 no capitulo de
determinantes, porém boa parte deles ndo usa conceito matricial. Ao todo
identificamos 5 questBes de vestibulares anteriores. No geral, o capitulo

preocupa-se com questdes operacionais sem muita contextualizacéo.

No capitulo de matrizes o livro traz uma boa gama de exercicios, ao todo 61
problemas propostos, exemplos aos moldes dos exercicios. Podemos verificar
i que o livro ficou preso as questdes operacionais, ndo prop6s nenhuma questdo de
vestibular anterior e tampouco questdes do ENEM, poucas sdo as questdes que
possuem um enunciado contextualizado.

Fonte: O autor, 2021

Os Livros Didaticos que analisamos preocupam-se excessivamente com as questes
operacionais. Desse modo, 0 estudo das matrizes fica restrito a abordagens que envolvem,
essencialmente, célculos, e enfatizam técnicas operacionais. Além disso, o estudo das
Transformacgdes no Plano nem sempre é contemplado no Ensino Médio como uma aplicacéo

do estudo de matrizes.

3.3 Os vestibulares

Nesta secdo, fizemos um comparativo entre 0s contelidos programaticos da area de
Matematica dos exames da Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), da
Universidade Federal Fluminense (UFF), da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ) e
o Exame Nacional do Ensino médio (ENEM). Para isto, vamos inicialmente comparar a
Matriz da Matematica e suas Tecnologias do ENEM, o contetdo programaético do Gltimo
Vestibular como forma exclusiva de acesso a UFF e UFRJ, e o ultimo Vestibular de acesso a
UERJ.
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Destacamos que estamos investigando a saida paulatina da Algebra Linear nas provas
dos vestibulares, por isso, para que ndo tenhamos um capitulo muito extenso com contetdos
programaticos de todos os vestibulares, nos limitamos as se¢cdes que constam a presenca do
assunto nos editais dos exames da UERJ, UFF e UFRJ citando somente a parte que faz

referéncia ao tema.
3.3.1 A comparagéo dos Contetidos Programaticos dos exames
A seguir transcrevemos a matriz de referéncia do ENEM para que possamos comparar

com os contetdos programaticos indicados pela UFF, UFRJ e UERJ em seus vestibulares

préprios, pois segundo descrito no site do INEP (www.inep.gov.br) os conteudos da prova

sdo determinados pelas matrizes de referéncia.

MATRIZ DE REFERENCIA ENEM EIXOS COGNITIVOS

(comuns a todas as areas de conhecimento)

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das

linguagens matematica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

Il. Compreender fendémenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias areas do
conhecimento para a compreensdo de fendmenos naturais, de processos historico-geograficos,

da producdo tecnoldgica e das manifestagdes artisticas.

I11. Enfrentar situacdes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
informac0es representados de diferentes formas, para tomar decisdes e enfrentar situagdes-

problema.

IV. Construir argumentacdo (CA): relacionar informacdes, representadas em diferentes
formas, e conhecimentos disponiveis em situacdes concretas, para construir argumentacéo

consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para
elaboracdo de propostas de intervencdo solidaria na realidade, respeitando os valores humanos

e considerando a diversidade sociocultural.

Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias


http://www.inep.gov.br/
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Competéncia de area 1 - Construir significados para os numeros naturais, inteiros,

racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacdes dos nimeros e

operagdes - naturais, inteiros, racionais ou reais.
H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.
H3 - Resolver situacao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgdo de argumentos sobre

afirmacOes quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura ea

representacao da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentagéo de pessoas/objetos no espaco tridimensional

e sua representacdo no espaco bidimensional.
H?7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
H8 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos

propostos como solucdo de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir no¢Ges de grandezas e medidas para a compreensao
da realidade e a solucéo de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nogdo de escalas na leitura de representacdo de situacdo do cotidiano.
H12 - Resolver situacdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medic¢do na construcdo de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos geométricos
relacionados a grandezas e medidas.
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Competéncia de &rea 4 - Construir nogdes de variacao de grandezas para a compreensao

da realidade e a solucéo de problemas do cotidiano.
H15 - Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situagdo-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta ou

inversamente proporcionais.

H17 - Analisar informacdes envolvendo a variacdo de grandezas como recurso para a

construcdo de argumentacao.

H18 - Avaliar propostas de intervencédo na realidade envolvendo variacdo de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis

socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes algebricas.

H19 - Identificar representacGes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.
H20 - Interpretar gréfico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.

H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algebricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de

argumentacao.

H23 - Avaliar propostas de intervencédo na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informac@es de natureza cientifica e social obtidas
da leitura de graficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia, extrapolacao,
interpolacéo e interpretacao.

H24 - Utilizar informacdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

H26 - Analisar informacdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construgdo

de argumentos.

Competéncia de area 7 - Compreender o carater aleatdrio e ndo deterministico dos

fendbmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas,
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determinacdo de amostras e calculos de probabilidade para interpretar informaces de

variaveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados

expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em gréficos.
H28 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcéo
de argumentacgéo.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e

probabilidade

ANEXO
Objetos de conhecimento associados as Matrizes de Referéncia

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

« Conhecimentos numéricos: operagfes em conjuntos numericos (naturais, inteiros,
racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracéo, razdes e proporgdes, porcentagem
e juros, relacbes de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progressdes, principios de

contagem.

« Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas planas e espaciais;
grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, areas e volumes; angulos; posicoes
de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e semelhanca de triangulos;
teorema de Tales; relacbes métricas nos triangulos; circunferéncias; trigonometria do angulo

agudo.

« Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representacdo e analise de dados; medidas

de tendéncia central ( médias, moda e mediana); desvios e variancia; nogdes de probabilidade.
« Conhecimentos algébricos: graficos e fungdes; funcdes algébricas do 1.° e do 2.°graus,
polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equacdes e inequacdes; relacdes no ciclo
trigonométrico e fungdes trigonométricas.

« Conhecimentos algébricos/ geométricos: plano cartesiano; retas; circunferéncias;

paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equacdes.
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Podemos observar que a matriz de referéncia do ENEM néo faz alusdo a contetdos
muito importantes para o desenvolvimento da Matematica assim como para um bom
desempenho da vida académica dos estudantes que ingressam nas areas ditas exatas, esses
conteidos sdo: Algebra Linear (matrizes, determinante, transformagdes), Numeros
Complexos e Polinémios.

Agora transcreveremos parte dos conteldos propostos de algumas universidades do
Estado do Rio de Janeiro. E importante salientar que em 2010 ocorreu a grande mudanca no
sistema para novos ingressos, as universidades federais que ficam no estado passaram a aderir
ao ENEM como Unico de exame de acesso, ainda naquele ano as universidades realizaram
seus exames proprios pela ultima vez, a UERJ é a Unica universidade publica do estado que
ndo aderiu ao sistema de ingresso atraves do ENEM, que permanece até hoje com seu
vestibular préprio que consiste em duas fases, a primeira multipla escolha comum a todos 0s

candidatos e a segunda fase de provas especificas para o curso desejado.

Contetidos UERJ 2020

12 fase:

EIXOS DA AREA

Algebra

* Expressdes algébricas: operagdes; identidades; equagdes; inequagdes;

» Fungdes: afim; quadratica; exponencial e logaritmica; trigonométricas; representacdes
graficas; caracteristicas e operacdes;

* Sucessdes: aritméticas; geométricas; por recorréncias; juros simples e compostos;

* Problemas de contagem: principios de contagem; andlise combinatoria simples € com
repeticdo; bindmio de Newton;

» Matrizes: representacdes; operagdes; determinantes até 3* ordem;

* Sistemas de equacgdes: lineares; ndo lineares.

2% fase:

Vetores e Geometria Analitica

* Vetores em R? e em R*: adigdo; subtragdo; multiplicagdo por um ntmero real; produto
escalar, vetorial e misto;

* Geometria analitica no R?: reta; circunferéncia; elipse; hipérbole; parabola;
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» Matrizes: representacdes; operacodes; determinantes de 2% e de 3" ordens;

* Sistemas de equacdo: linear; ndo linear.

O cenério atual dos contetidos relativos & Algebra Linear propostos pela UERJ segue

compativel com o Curriculo apresentado pelo Estado do Rio de Janeiro.

Contetidos UFRJ 2010

PARTE 3 — ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO E NO
ESPACO.

* Operagdes com vetores de R2e R3 .

* Reta e circunferéncia no R? .

* Elipse, hipérbole e pardbola no R? equagdes cartesianas, representacdo grafica e
identificacdo dos elementos.

* Reta, plano e esfera no R? : equacdes e identificacdo dos elementos.

* Matrizes: operagdes. Inversa de uma matriz.

* Transformagdes lineares simples do R? e R?.

* Determinantes de matrizes 2x2 e 3x3.

* Sistemas de equagdes.

Conteudo UFF 2010

Parte 111 - Algebra Linear e Geometria Analitica

* Vetores no R? e no R?® : conceitos. Operagdes com Vetores: adigdo, multiplicacdo de um
vetor por um escalar. Produto escalar, produto vetorial e produto misto.

* O espaco vetorial R?.

* O espaco vetorial R* .

* Geometria Analitica Plana: retas e conicas no R?.

» Geometria Analitica Espacial: retas, planos e esferas no R3.

» Matrizes e Determinantes: operagdes com matrizes. Inversa de uma Matriz. Determinantes
de matrizes2x2e 3 x 3.

* Discussao de sistemas de equacoes lineares 2 x 2 ¢ 3 x 3.
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Como podemos observar através dos recortes nos contelldos propostos acima
destacados das universidades, em seu formato exclusivo de acesso, 0s novos candidatos eram
examinados com temas ligados & Algebra Linear, o que sugere que estatisticamente falando
era mais provavel terem contato com conceitos basicos de Algebra Linear, o que atualmente
com o ENEM torna-se mais dificil, visto que, através da matriz de referéncia o conteido de
Algebra Linear é preterido em relagéo a outros. Por todos os pontos levantados nesse Capitulo
como curriculo, vestibular e livro didatico que acreditados que o ensino da Algebra Linear
vem gradualmente sendo preterido em relagdo a outros. No préximo Capitulo, apresentamos
duas aplicacbes partindo de conhecimentos prévios de Algebra Linear, aplicagdes essas que
vislumbramos justificar, a relevancia de se estudar os conceitos e aplicagdes na Educacgao

Basica.

Por fim, restam alguns questionamentos, cujas respostas sao menos primordiais do que
as reflexdes que elas decorrem.
* O ENEM continua sendo democratico como defende o Ministério da Educacéo e Cultura?
* O Ensino Superior parou para se preocupar com as mudangas do curriculo basico?
« Para aonde esta indo a Algebra Linear retirada paulatinamente do Ensino Basico?
« O ENEM contribuiu para a saida gradual da Algebra Linear do Ensino Basico?

* Existe dialogo entre a Educacao Basica e o Ensino Superior?
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4 APLICACOES DE ALGEBRA LINEAR

Este capitulo foi dividido em duas secdes. Na primeira se¢do, propomos uma didatica nao
convencional para introduzir do Conjunto dos Nameros Complexos a partir de conhecimentos
prévios de Algebra Linear. Na segunda secdo, trouxemos aspectos da Algebra Linear
presentes na Computagdo Gréfica.

4.1 Numeros Complexos e Algebra Linear

Nesta secdo, abordamos um pouco do aspecto histérico dos Numeros Complexos e a
didatica geralmente utilizada para introduzi-los no Ensino Médio. Além disso, propomos uma
maneira didaticamente ndo convencional para introduzir os Numeros Complexos e suas
propriedades essenciais a partir da Algebra Linear. Aspiramos com isto, evidenciar o carater
versatil da Algebra Linear e a importancia de ainda manté-la nos curriculos do Ensino Bésico.

Convém ressaltar que € notorio que uma boa parcela dos professores de Matematica,
embora j& tenham estudado os conceitos basicos e as propriedades essenciais dos NUmeros
Complexos, acabam negligenciando ou mesmo omitindo-as de suas aulas por uma serie de
razbes que vdo desde a dificuldade em encontrar aplicacfes palpdveis para os NUmeros
Complexos até a inexisténcia de questdes relacionadas ao tema no Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM), que efetivamente norteia boa parte das instituigdes de Ensino Bésico.

Utilizamos como referencial introdutdrio o livro do Soares (2009), encontramos ainda
o trabalho realizado por Silva (2017) , porém entendemos que nossa proposta se distancia da
dele, uma vez que nos propomos ao olhar geométrico, sobre tudo atrelado as matrizes de
rotacdo, aléem de nos distanciamos por completo da forma algébrica convencional que
usualmente o conjunto € inserido na Educacgdo Bésica, além do cuidado em investigar a parte

historica.

4.1.1 Introducao

Os Numeros Complexos, representados pelo simbolo C, sdo frequentemente asso-
ciados a resolucdo de equacdes quadraticas cujas solucdes sdo expressas por raizes quadradas
de ndmeros negativos, porém historicamente ndo foram as equagdes do 2° grau que mo-

tivaram a descoberta de um novo conjunto numérico, e sim as equacdes do 3° grau.
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Resolver equagdes sempre foi um assunto que fascinou os matematicos. Vamos
entender a complicada situacdo que motivou a descoberta do novo conjunto intitulado
Conjunto dos Numeros Complexos. Para maiores informacdes o leitor € convidado a
consultar o excelente trabalho escrito por Janior.

Ha relatos que Scipione Del Ferro (1465 — 1526) encontrou uma forma geral para
resolver equacdes do tipo x3 + px + g = 0, entretanto morreu antes de publica-la. Seu pupilo
Antdnio Maria Fior conhecia a solucdo, nesse momento histérico Fior tentou ganhar
notoriedade desafiando Nicolé Fontana, apelidado de Tartaglia, a uma competicdo de
resolucdo de equacBes cubicas.

A tentativa de Fior de ganhar notoriedade foi por adgua abaixo, pois o resultado do
desafio foi considerado humilhante, visto que Tartaglia além de resolver todas as equacBes
propostas por Fior ndo teve as suas equacgdes resolvidas uma vez que implicavam nas
solugdes de equagdes do tipo x3 + px® + ¢ = 0. Vale ressaltarmos que Fior tinha apenas o
conhecimento de como aplicar a formula que Del Ferro desenvolvera, Tartaglia por outro
lado, além de descobrir como chegar na solugéo das equacdes do tipo x3 + px + q = 0, foi
além conseguindo estender o seu estudo para equacdes do tipo x3 + px* + q = 0.

Reza a lenda que a noticia do duelo chegara aos ouvidos de Girolamo Cardano (1501
— 1576), que obteve reconhecimento em suas contribuicdes na Astronomia, Medicina,
Filosofia e Matematica. Consta que Cardano implorara a Tartaglia a solugdo das equacgdes
cubicas, que inicialmente recusou-se a compartilha-las. Apds muitas conversas, Cardano
conseguiu que Tartaglia revelasse a solugdo com o juramento de ndo divulgar para mais
ninguém. Cardano, entdo descumpre o juramento e publica a solugdo em seu livro Ars Magna
(1545), importante obra da época, que simbolizou uma nova etapa na Matematica, exibindo
pela primeira um algoritmo para equacao das cubicas e biquadradas. Dentre as inovacGes que
Cardano introduziu na Ars Magna estava o método para transformar equacGes cubicas

x3+bx?+cx+d=0 em equagdes sem o termo quadrdtico em uma nova varidvel,
realizando a seguinte substituicdo x =y —g, obtendo a equacdo y3 + py + g = 0, onde

— b? _ 2b3-9bc+27d
p= 30 47 27

*l-q | 2|q%  p3 | *|-a®>  z|q® | p?
y= |5t sttt |5 st Com este trabalho, Cardano reconheceu que uma

equacdo cubica deveria ter trés raizes.

e chegando na solucdo da equacdo cubica
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Outro matematico que contribuiu para o desenvolvimento dos Numeros Complexos foi
o italiano Rafael Bombeli, principalmente referente a linguagem simbdlica destes nimeros.

Atualmente os Numeros Complexos sdo inseridos, no Ensino Médio, de diversas
maneiras pelos professores, condizendo ou ndo com a histéria. Muitos sugerem que seja
introduzida a ideia de um Numero Complexo, também chamado de numero imaginario, a
partir de equacBes quadraticas de discriminante negativo, outros professores preferem
respeitar o aspecto histérico e iniciam a abordagem através das equac@es cubicas. Ha ainda
aqueles que definem as operacGes de soma e multiplicacdo sobre pares ordenados e
introduzem o Conjunto dos NUumeros Complexos através da bijecdo que existe entre eles e 0
Conjunto R2.

Convidamos o leitor a adentrar no mundo dos Numeros Complexos pelos olhos
exclusivamente da Algebra Linear.

4.1.2 Embasamento Tedrico

Iniciamos esta secdo através da definicdo de trés importantes conjuntos que serdo

primordiais para embasar a didatica proposta por nos para o estudo dos Numeros Complexos.

Definicdo 1: O Conjunto das Matrizes Quadradas de ordem 2 em que a diagonal principal é

toda igual a um numero real a e a diagonal secundaria € formada por um ndmero real -b e seu
simétrico b serd representado por M,(R) = {[Z _ab];a,b € R}. O Conjunto de todos os

pontos do Plano serd definido por R? = {(a,b);a,b € R} e seja C={a+bi/a €R,b €

R e i? = —1} 0 Conjunto dos Nimeros Complexos.

Proposicdo 1: A funcdo ¢:M,(R) —» R?, definida por <,o([2L _ab])z(a,b) ¢ um

isomorfismo. Neste caso, escrevemos M, (R) =~ R? .

Demonstracéao:
Seja 0 conjunto das matrizes M,(R) munido das operacdes de adi¢do e multiplicagdo como

definidas na secdo 2.2.

c

Sejam M, = [Z _ab]eM2 = [d

_Cd] elementos de do conjunto M, (R).
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Vamos mostrar que a funcdo ¢:M,(R) —» R?, definida por (p([z _ab]) = (a,b) é um

homomorfismo.

Para a Adicdo, temos que:
—b —d —(b+d
o+ M) =o(f I+ =TS (b+d)

b+d a+t+c
(a,b) + (¢, d) = p(My) + p(M>).

E para o Produto:

oanm=ol(y P15 A -olii e)-

= (ac — bd,ad + bc) = (a,b) - (¢,d) = p(M;) - (M,).

Portanto, ¢: M, (R) — R? é um homomorfismo.

[D=(a+cb+d)=

Agora, mostraremos que ¢: M, (R) — R? é uma bijecéo.
Suponhamos ¢@(M;) = @(M,), segue que (a,b) = (c,d) < a=c e b=d. Portanto,
M; = M, o0 que nos diz que ¢ € injetora.

a —b

Seja (a,b) € R2. Note que existe M = [b .

] tal que (a,b) = @(M). Portanto, ¢ é

sobrejetora.
Concluimos que ¢: M, (R) — R? ¢ bijetora.
Como ¢: M, (R) » R? é homomorfismo bijetor e M,(R) =~ R2.

Acabamos de verificar que os conjuntos M, (R) e R? sdo isomorfos. Vamos mostrar

através da Proposicédo 2 que R? e C também sdo isomorfos.

Proposi¢cdo 2: A funcdo w:R? — C , definida por w((a,b)) = a + bi é um isomorfismo.

Neste caso, escrevemos R? ~ C.

Demonstracao:

Seja R?, munido das operagdes usuais de adicdo e multiplicagao.

Dados A = (a,b) e B = (c,d) pertencentes a R?, vamos mostrar que w: R? - C, definida
por w((a, b)) = a + bi € um homomorfismo.

Para a Adicéo, segue que:

w(A+B)=w((a,b)+ (c,d) =w((a+c,b+d)=(a+c)+ (b+d)i=(a+bi)+
(c+di) = w(A) + w(B).

Para o Produto:
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w(A-B) =w((a,b) " (c,d)) = w((ac — bd,ad + bc)) = ac — bd + (ad + bc)i

w(A - B) = ac + bdi? + adi + bci = (a + bi) - (¢ + di) = w(A4) - w(B).

Portanto, w: R? — € é um homomorfismo.

Resta mostrar que w € bijetora.

Suponhamos w(A) = w(B). Seque que a+ bi=c+di < a=ceb =d.Portanto, A =B
0 que garante que w € injetora.

Seja a + bi € C. Note que para todo niUmero complexo de parte real a e parte imaginaria b,
temos a + bi = w((a, b)) = w(A). Portanto, w é sobrejetora.

Finalmente, w ¢ bijetorae R? =~ C.

O fato de R? e C serem isomorfos nos diz que um nimero real pode ser representado
geometricamente através de um plano, ou seja, os elementos pertencentes a C sdo
bidimensionais.

O que fizemos através das Proposi¢es (1) e (2) foi balizar matematicamente a
didatica que iremos propor. Para isto foi necessario ja usar os conhecimentos que temos
acerca do que € um Numero Complexo e de suas operacGes de Adicdo e Multiplicacéo.
Portanto, sdo isomorfos, por transitividade, M, (R) e C. Gostariamos também de ressaltar que
seria possivel demonstrar direto o isomorfismo entre M, (R) e C, porém optamos por usar as
Proposicdes (1) e (2) em prol da didatica uma vez que € comum a representacdo de um
Numero Complexo no Plano.

Em suma, agora somos tecnicamente capazes de associar diretamente os elementos do
Conjunto das Matrizes M,(R) com o Conjunto dos Numeros Complexos. Didaticamente
propomos que a abordagem dos Numeros Complexos via Algebra Linear para o Ensino

Basico comece efetivamente a partir da subsecédo 4.1.3.

4.1.3 Abordagem Matricial

E possivel iniciarmos a abordagem dos Numeros Complexos investigando a solucio
da equacdo matricial x® + px? = g, respeitando a caracteristica histérica. Contudo de acordo
com Soares (2009), também é possivel considerar esta abordagem a partir da Equacdo
Matricial X - X = —I,, de modo que possamos apenas nos apropriar dos conhecimentos ja
adquiridos pela Algebra Linear de Ensino Bésico. A Proposicio 3 estabelece uma solugéo

factivel para a Equacdo Matricial acima.
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Proposicdo 3: A matriz dada por [(1) _01] é uma solucdo para a Equacdo Matricial
X X=-I.
Demonstracéo:

Seja a matriz X = [g _ab] pertencente ao conjunto M,(R) = C. Substituindo-a em

X+ X = —I,, temos o0 seguinte:

2 -0
[az —b? —2ab ] _ [—1 0 ]
2ab  a? - b? 0 -1

Pela igualdade de matrizes, segue que: a? — b? = —1 e 2ab = 0.
Como 2ab = 0, temos: a =0ou b = 0.
Quando a = 0, temos: —b%? = -1 ~b=+1
Quando b = 0, temos: a® = —1, e ndo existe a € R, satisfazendo a equacéo.
Portanto, X' = [(1) _01] ou X" = [_01 (1)]
E notério que a maneira natural de comprovar a validade da Proposicdo 3 seria
substituir e verificar a validade da candidata a solucdo dada, porém nosso objetivo na
demonstracdo acima é ilustrar como encontrar a solugdo proposta. Convém reiterar que a

equacdo X - X = —I, possui mais de uma solucdo, porém nos interessa a solucdo dada pela

0 -1 0 -1
1 0 1 0

Unidade Imaginaria.

matriz [ ] Batizaremos abreviadamente esta matriz de i = [ ] e a chamaremos de

Definicdo 2 (Numero Complexo): Seja Z € M,(R) =~ C. Define-se Z como Numero

a —b]
b al
Munido das opera¢Bes matriciais definidas no Capitulo 2, podemos escrever um

Complexo através da matriz Z = [

Numero Complexo da seguinte maneira:

2= = O+ P=all b0 Y =akn

* N&o utilizaremos a notacdo a.l, + bi, pois queremos nos distanciar da associagdo a forma algébrica de
representacdo do Numero Complexo, e sim queremos que ele seja visto como a matriz cuja diagonal principal
possui elementos iguais e a diagonal secundaria é simétrica.
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Vejamos alguns exemplos:

a)Z, = [i _34] observe que Z; € um Numero Complexo, pois satisfaz a definicéo.

b) Z, = [i _24] note que Z, nao é um Namero Complexo, pois possui elementos diferentes
na diagonal principal.
C) Zs = _34 g] note que Z; é um Numero Complexo, pois pode ser reescrito da seguinte

3
(=4)

maneira Zs = [ _(;4)], possibilitando que fique explicita a definicdo de um Numero

Complexo.
d)z, = [_43 :g] observe que Z, € um Numero Complexo, pois possui diagonal principal

com elementos iguais e diagonal secundaria com elementos simétricos.

4.1.4 Representando um Ndmero Complexo no Plano
Todo Numero Complexo pode ser representado como um ponto do Plano. A este
ponto damos o nome de afixo. Para entender como proceder com esta representacdo

viabilizamos através da Proposicao 4 o significado geométrico da unidade imaginaria.

Proposi¢do 4: Sejam as matrizes X quadrada de ordem 2 e I, a identidade. Na solugdo da

Equacdo Matricial X.X =1I,, a Unidade Imaginaria i = [(1) _01] representa a matriz de
rotagédo g rad no sentido anti-horério do plano.
Demonstracéo:

cos 8 —sen 9].

Como vimos no Capitulo 2, secdo 2.10.1, a matriz de rotacdo é dada por [Sen 0 cosd

V3 s
CcOS — —Sen— _
Substituindo 6 = = rad, temos 2 2l = [O 1].
2 sen —  cos - 1 0

Vejamos agora como ficam, no Plano, os Nimeros Complexos:

Z,= [Z _ab], Z, = [_ba :a], Z3 = [:Z _ba] eZ, = [—ab Z] na Figura 9.
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Figura 11: Representacdo do nimero complexo no plano

v
Z ) z
it It *
! '
' :
i :
H 1
: 1
' '
: 1
' ; -
—u.i ”-E 7
:
' '
: :
i :
H 1
H 1
R R b L -
Zs Z,

Fonte: O autor, 2020

E pertinente sublinhar que os eixos coordenados gozam, neste contexto, de uma
nomenclatura peculiar, sendo os eixos horizontal e vertical denominados Eixo Real e Eixo

Imaginario, respectivamente.

Além disso, a parte [g 2] do Numero Complexo Zz[g 2 +[2 _Ob] é
—b

0 ] enquanto a parte

denominada Parte Real do Numero Complexo Z = [g 2] + [2

0 -b]. -
[b 0 ] é a sua Parte Imaginaria.

As operacdes sob o Conjunto dos Numeros Complexos também sdo definidas a partir

das operagOes matriciais. As operagOes de Adicdo (ou Soma) e Multiplica¢do (ou Produto)
entre elementos do conjunto M, (R) = {[Z _ab] ;a,b € R} sdo definidas a seguir.

Consequentemente, decorrem as operacdes de Adicdo (ou Soma) e Multiplicacdo (ou
Produto) sob o Conjunto dos Numeros Complexos.

a —b c —d

Consideraremos, para as Definicdes 3 e 4, Z; = [b 4 leZz, = [d c ] pertencentes a

M,(R) = C.
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Definicéo 3 (Adigao (ou soma) de Complexos):

Zl+ZZ=[Z _ab]+[§ _Cd]z[g_"l_'; _Elb_:'cd) =(a+ )l + (b + d)i.

Definicédo 4 (Multiplicacdo (ou Produto) de Complexos:

—d] _ [ac —bd —(ad + bc)

_[a -=b] [c _ _ .
Z1-Zz—[b a]'[d c ad + be e — bd = (ac — bd)I, + (ad + bc)i.

As operacOes de Adicdo e Multiplicagdo em M,(R) =~ C gozam das propriedades
associativa e comutativa e das presencas de elementos neutros e de inversos, Como veremos a

sequir:

i) Associatividade da Soma: (Z; + Z,) + Z3 = Z1 + (Z, + Z3).
Demonstracéo:

a

R e e [ B AP S M

sracr arere 17l W1ty TEDG (G

[; _ef]) =7, + (Z, + Z5).

i) Associatividade da Multiplicacéo: (Z;.Z,).Z3 = Z1.(Z,.Z3).
Demonstragéo:

_([a =b] [c —d]\ [e —f]_ac—bd —(ad + bc) [e —f]_
(Zl'ZZ)'Z3_([b a]'[d c])'[f e _[ad+bc ac — bd ] f el
[ace—adf—bde—bcf —(acf + ade + bce — bdf)] _
acf + ade + bce — bdf  ace —adf — bde —bcf |

o A ] n

iii) Comutatividade da Soma: Z, + Z, = Z, + Z;.

Demonstracgéo:
nrz=[y Jlly W=lie A= T T=l T

[Z _ab] =7, +7,.
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iv) Comutatividade da Multiplicacdo®: (Z,.7,).Z; = Z4.(Z,.Z5).
Demonstracéo:

_([a =b] [c —=d]\ [e —f]_ac—bd —(ad + bc) [6’ —f]_
(Zl'ZZ)'Z3_([b a]'[d c])'[f e _[ad+bc ac — bd ] f el
[ace—adf—bde—bcf —(acf + ade + bce — bdf)] _
acf + ade + bce — bdf  ace —adf — bde —bcf |

e i R

v) Elemento Neutro da Adi¢&o: o elemento neutro da soma é o complexo Z = [8 8 =01 +
0i.
Com efeito,

—b

a]:zl.

nrz=[y Jl+lo ol =15

vi) Elemento Neutro da Multiplicacdo: o elemento neutro da multiplicacdo é dado pelo

1 0
0 1

ni=ls 2L G-l 2=

Numero Complexo I, = [ ] Com efeito,

vii) Inverso Aditivo: para cada Z; = [Z _ab] € M,(R) = C o inverso aditivo é o complexo

Zi = [:Z _ba]. Com efeito,

nrzi=[y 145 2=l o

viii) Inverso Multiplicativo: para todo Z; = [Z _ab] € M,(R) = C néo nulo, o seu inverso

.. . , , -1 _ 1 a b .
multiplicativo é dado pelo Nimero Complexo Z7+ = e [—b a]' Com efeito,
1 - 1 2 2
11, a bl [a -b]_ a‘+b 0 _[1 01_
L2y =4 'Zl_a2+b2'[—b a]'[b a]_a2+b2[ 0 a2+b2]_[0 1]_12'

5 . ~ 7 . . . P
Em geral o Produto de Matrizes ndo é comutativo, entretanto as Matrizes que definem um Numero Complexo
comutam na multiplica¢do.
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. 1__1 [a b]:1 = - .
Convém observar que Z prrvtl B Relravs: .Z, a definico 5, a seguir, nos

ajudara a entender melhor a notagéo Z, que se refere ao conjugado de um Nimero Complexo.

Definicdo 5 (Conjugado do numero complexo): O Conjugado do Numero Complexo
_Ja -b] = - x n _Ja -b

Z = [b 4 ] é representado por Z e definido pela rotagéo de > rad de Z = [b 4 ]
Aplicando a Matriz de Rotacao de g rad em Z = [Z _ab], obtemos o seu conjugado

dado por Z = [—ab Z] Convém observar que o conjugado de um numero complexo Z é

obtido pela matriz transposta de Z, isto é, Z = Zt.

Propriedades do Conjugado:

—b —d

Sejam Z; = [Z a ] ez, = [fl c ] pertencentesa M,(R) =~ C .

i) Distributividade da Adicdo: Z; + Z, = Z, + Z,

Demonstracgéo:
e R N R T i R S R A

[ =77

it) Distributividade da Multiplicagio: Z,.Z, = Z,.Z,

Demonstracéo:

[a —b] [c —d]=[ac—bd —(ad+bc)]=[ ac—bd  ad+bc| _
b al'ld ¢ ad + bc  ac—bd —(ad + bc) ac—bd

5 JL5 =57

Zl'ZZ =

iii) O produto entre um complexo e seu conjugado é sempre um nimero real: Z;.Z; € R.

Demonstracéo:

A O S G S B PR
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Definicéo 6 (Divisdo de Complexos): A divisdao de um complexo Z; por um complexo Z, em

que Z,Z, € M,(R) = C e Z, + 0 é dada da seguinte maneira:

z _ 14 .
=177, 1 onde Z;* é a matriz inversa de Z,. ®
2

11 c dl_ 1 c d_ 1 5 1
Observe que Z, _c2+d2'[_d C]_det(Zz)'[—d C]_det(Zz)'Zz_det(Zz)'Zz'

Assim, podemos reescrever a divisdao de um complexo Z; por um complexo Z,, da seguinte

maneira;

a
b

Z1,Z, € My(R) = C definimos a norma de Z, como sendo o numero real ndo negativo

[1Zl| = VaZ + b% = \/det(2).

Definicdo 7 (Norma de um Numero Complexo): Dado o complexo Z =[ _ab], com

A norma de um Numero Complexo pode ser vista, no Plano, como a distancia do afixo

a origem, como ilustrado na figura 10.

® Utilizamos Z;1, com i € N como inversa pois foi a notagdo utilizada no Capitulo 2 de embasamento tedrico.
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Figura 12: Representacdo geométrica da norma de um Numero Complexo

1121l

Fonte: O autor, 2020

A seguir vamos enunciar e provar o Teorema 1 que serd usado posteriormente para que

possamos demonstrar algumas propriedades da norma.

a
b

M,(R) = C , vale a desigualdade |ac + bd| < [|1Z4]|. |12-].

Teorema 1: Dados os NUimeros Complexos Z, = [ _ab] e Z, = [2 _Cd] com Z;,7Z, €

Demonstracéo:

Sejam Z, = [Z _ab] 7, = [2 _Cd],zl,z2 € M,(R) = C.

E 6bvio que 0 < (ad — bc)?. Desenvolvemos chegamos em 0 < a?d? — 2abcd + b%c?, ou
ainda em, 2abcd < a*d? + b%c?.
Somando a?c? + d?d?, na Ultima desigualdade, segue que:
a?c? + 2abcd + b%d? < +a%c? + a?d? + b?c? + b%d>.
(ac + bd)? < (a®? + b?).(c? + d?)

lac + bd| < a? + b2.y/c? + d?
lac + bd| < [1Z,1].]12:].

Propriedades da Norma:

Sejam os complexos Z; = [Z _ab] 2y = [; _Cd] com Z;,Z, € My(R) = C .



D [1Z:1] = I1Zl;

it) |12, 72| = 121"

ii0) |12 Zo1| = [1Z41]. 112211 ;

iv) Desigualdade triangular: ||Z; + Z,|| < |1Z41] + |1Z21]-

Demonstragéo:

i) |1Z,1] = Va2 + b2 = \Ja? + (=b)? = ||Z4]|.

. — _[a —=bl [a b]_[a?+ b? 0
u)DeZl.Zl—[b a]'[—b a]_[ 0 a2+bz],segueque

12, Z11| = (@ + b2)2 + 0 = a? + b2 = ||Z,|".

iii) De 7.7, = [a —ab] _ [; —Cd] _ [ac —bd —(ad + bc)

b ad + bc ac — bd
||Zl.ZZ|| = \/(ac — bd)? + (ad + bc)?

], segue que:

= /(ac)? — 2abcd + (bd)? + (ad)? + 2abcd + (bc)?

= \/azc2 + b%2d? + a?d? + b%c?

= J(@ +b?). (2 + d?)

= Ja? ¥ b2.\JcZ+d? = ||2,]].|IZ,| .

iv)ComoZl+ZZ=[Z _ab]+[2 _d]— atc —(b+d)

cl lp+d a+c
|12, + Z,l| = J(a+ )2 + (b + d)?

12, + ZoI|° = (a+ )% + (b + d)?
= a? + 2ac + c? + b? + 2bd + d?
=a?+ b?+c?+d? + 2(ac + bd)
2 2
= 1Z,1|" + |1Z21|” + 2(ac + bd)
2 2
< [IZ,1|" + 12| + 2|ac + bd|
Do Teorema 1, segue que:

121 + 2,1 < |12l |” + 21240 | 1 Z21] + 12217 = ([121] + |1Z20])

], segue que:

66
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Ouseja, ||1Z1 + Z,l| < [1Z41] + |1Z,1]-

As poténcias da Unidade Imaginaria i = [(1) _01] ocorrem sempre em rotacdes de
g rad no sentido anti-horario do plano, sendo possivel observarmos os ciclos:
i®=1,i, i?=-1I,i3=—i. Vamos examinar esta caracteristica das poténcias de i =
[(1) _01] Formalmente falando, mostraremos que dado n € N, temos que i"™ = i", onde r é 0
resto da divisao de n por 4.

Seja iz[g _01] a unidade imaginaria do Conjunto dos Numeros Com-

plexos M, (R) = C. As poténcias de i s&o as seguintes:

i) Poténcia Zero: i® = I,, pois i® € uma notacéo para representarmos i.i~1. Desta maneira,

=it =0 Y =l =t

ii) Poténcia Um: por definicdo, seque que it = i.

iii) Poténcia Dois: i“ = —I,, pois i =i.i = [1 0 ][1 0 ] =10 _1] = —I,.
Vs A
. ] 0 —1 COSE —sen; i .
E importante comentarmos que i = [1 0 ] = . = | & a matriz de
sen  cos-

rotacdo de g rad. Portanto, i = —I, é equivalente a uma rotagdo de g rad do complexo i,

no sentido anti-horario.

. . _[-1 07170 -1 0 1
- i3 = — 3 = 2 = — = = =

iv) Poténcia Trés: i® = —i, pois i i“.i I.i [ 0 _1] . [1 0 ] [_1 0]

—i.

Observe que agora i* = —i é equivalente a uma rotagéo de g rad do complexo i? = —I,, no

sentido anti-horario.

v) Poténcia Quatro: i* = I, pois i* = i3.i = I,, obtida pela rotagio de% rad do complexo

i3 = —i, no sentido anti-horario.

vi) Poténcia Cinco: i® = i, pois i®> = i* = I,.i = i, obtida pela rotacdo deg rad do

complexo i* = I,, no sentido anti-horario.
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vii) Poténcia Seis: i® = —I,, pois i® = i°.i = —I,, obtida pela rotacgéo de grad do complexo

i®> = i, no sentido anti-horério.

viii) Poténcia Sete: i” = —i, pois i’ = i®.i = —i, obtida pela rotacdo de grad do complexo

i® = —I,, no sentido anti-horario.

ix) Poténcia Oito: i® = I,, pois i® = i’.i = I,, obtida pela rotacdo de grad do complexo

i” = —i, no sentido anti-horério.

Indutivamente é possivel obter a n-ésima poténcia i" = i""1.i, onde n € N, obtida
pela rotacéo de grad do complexo i™~1, no sentido anti-horario.

A seguir vamos enunciar a Proposi¢do 5, uma proposicdo bem técnica que trata do
menor angulo ndo nulo entre dois Numeros Complexos, tal proposicdo sera util

posteriormente para que possamos obter uma nova representagdo de um Numero Complexo.

Proposicdo 5 (Angulo entre dois Numeros Complexos): Sejam os Ndmeros Complexos

_ %1 N _[X2 —Y2 ) R x .
Z, = [Y1 X ] ez, = [yz Xy ] onde x;,y; € Re i € N. O menor angulo, ndo negativo,

entre dois Numeros Complexos Z; e Z, € dado por

X1.X21Y1.Y2

/x%+y%- /x%+y22

6@ = arccos

Demonstracgéo:

- ~ X —_ X —_
Consideremos as representacdes planas dos complexos Z; = [yi xill], Z, = [yz x};z]

pertencentes a M, (R) =~ C e 8 o menor angulo, ndo negativo, formado por Z; e Z,.
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Figura 13: Representacio do complexo no plano com angulo 0

Fonte: O autor, 2020.

Note que cos B = —2—, sen f = —2—, cos(6 + B) = —=2—-e sen (0 + B) = =2—.
[ +vi NEEREE [x3+y3 [x3+v3

Observe ainda que cos 8 = cos((8 + B) — B) = cos(6 + B).cos B + sen (8 + B).sen 8

Substituindo as expressdes das razdes trigonométricas na Gltima equacao, obtemos:

X2 X1 + V2 X2 __ X1:X2tY1.)2

[ (et [ged (B et [des

X1.X2+Y1.Y2

,/X§+yf- /x%+y22

De posse da informagdo sobre o menor &ngulo ndo negativo entre dois NUmeros

Portando, & = arccos

Complexos, introduziremos uma representacdo para um destes nimeros a partir de seus

angulo e norma.

X1 —W
yi X1

negativo entre os dois complexos Z, e Z;,como mostrado na Figura 12.

. 0 N <
Sejam Z, = [361 X ] ez, = [ ]pertencentes a M,(R) = C e 8 o menor angulo nao
1
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Figura 14: Angulo entre dois complexos

Y &

1] [T pp———

Zﬂ

I
T T ———

Fonte: O autor, 2020

Como cos 6 = , temos que x; = [|Z;]|.cos 8. Além disso, sen 8 = 0 que implica

X1
[1241] ||Z1||

emy, = ||le|.sen 6.

Finalmente, a Forma Polar ou Trigonométrica do Nimero Complexo Z, é dada por:

7, = [x1 —J’1] [||Zl||-C059 —[1Z4]]-sen 9] _ 1||.[c059 —sen6

Y1 [1Z11|-sen 8 |1Z4]|.cos 6 senf  cos®
sendo ||le| a norma de Z; e 6 o angulo ndo negativo obtido entre o0 Eixo Real e a norma de
Zs.

E importante ressaltarmos que estamos justificando a importancia da Algebra Linear
nos Curriculos e nas Aulas do Ensino Basico e por isso ndo nos aprofundamos nas
propriedades do Conjunto dos Nimeros Complexos.

Convém ressaltar que hé ainda a possibilidade de adentrar na Forma Exponencial de
um Numero Complexo. Contudo procuramos apresentar ao leitor ndo sé a Forma Matricial de
um Ndmero Complexo, mas também suas operacGes e propriedades que julgamos centrais
sempre dentro do contexto da Algebra Linear, isto é, procuramos manter as definicdes,
propriedades, teoremas, proposi¢cdes e demonstracbes no ambiente das matrizes e de suas

operagdes e propriedades.
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Entendemos que esta proposta didatica é bastante ambiciosa principalmente em um
momento em que s6 vemos a retirada de conteddos dos Curriculos de Ensino Basico,
entretanto acreditamos que uma das melhores formas de manter a Algebra Linear viva em
nossos Curriculos e salas de aula é contextualiza-la com outros conceitos quer sejam estes
conceitos matematicos ou néo.

Apresentamos, através da Tabela 8, quatro formas de representar um NuUmero
Complexo. As formas algébrica, matricial, trigonomeétrica e exponencial. Estudamos, neste
trabalho, essencialmente as formas matricial e trigonométrica. A forma algébrica é aquela
corriqueiramente apresentada e explorada no Ensino Bésico, por isso procuramos nos manter
afastados dela. Para mais informacdes sobre a forma exponencial sugerimos ao leitor a

consulta de Dante.

Tabela 8: Equivaléncia dos Numeros Complexos

Forma Algébrica Forma Matricial Forma Trigonométrica Forma Exponencial
_ . _[a -=b _ . 0i _ .
z=a+ bi Z_[b a] z=p.(cosO +isen0) | e =cosf+ isen0

Fonte: O autor, 2020.

Por fim, exibimos através da Tabela 9, um esvogo de plano de aula que vislumbramos
auxiliar o professor em uma aula cujo tema seja 0 Conjunto dos Numeros Complexos através
de conhecimentos matriciais previamente balizados. Assim como Schewtschik (2017, p.2)

pensamaos que:

[...] uma boa aula é aquela que é muito bem planejada, que tem objetivos
claros e precisos e uma avaliacdo que revele a aprendizagem pretendida
naquele exato momento. Se assim se caracteriza uma boa aula, podemos
conjecturar que o planejamento do professor se tornara um instrumento de
garantia de aprendizagem dos alunos na medida em que revelar uma
relacio entre objetivo de aula e avaliagio da aprendizagem
correspondente, considerando atividades que levem o aluno a desenvolver
habilidades pretendidas naquela aula.



Tabela 9: Esbocgo de Plano de Aula
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ESBOCO DE PLANO DE AULA

CONTEUDO OBJETIVO TEMPO
o Identificar e representar
um Namero Complexo através
Matrizes, contexto historico, | da linguagem matricial,
equacdo matricial, Representar | e Identificar e representar
AULA1 | um Numero Complexo no | o conjugado em um Nimero | 50 MIN.
plano, Conjugado de um | Complexo;
Nimero Complexo. . Representar um Ndmero
Complexo no plano.
o Trabalhar as operacgdes
Operag0es matriciais, | de adicdo, multiplicacdo e
AULA 2 Operacbes  entre NU[neros divisdo .entre Numeros 50 MIN.
Complexos, norma do Numero | Complexos;
Complexo. . Representar
geometricamente a norma.
. Representar
Multiplicagdo de  Matrizes, 8%‘%5&?&”&? IpoteanIas de
AULA 3 | Rotagdo, Poténcia de um -Omplexo, 50 MIN.
NGmero Complexo. . Associar a potenmfl do
Numero Complexo a rotacéo de
90° no sentido anti-horario.
. Identificar o angulo
Angulo entre NUmeros | entre dois Numeros Complexos;
AULA 4 | Complexos, Divisdo entre | o Equivaléncia na| 50 MIN.
Complexos. representacdo entre NUmeros

Complexos;

Fonte: O autor, 2021

4.2 Algebra Linear na Computacéo Gréfica

Nesta secdo, abordamos um pouco do que é Computacdo Grafica, aspecto histérico e quais 0s

desdobramentos atuais e futuros. Além disso, criamos um ambiente com o auxilio do

Geogebra para que pudéssemos aplicar os conhecimentos de Transformagdes Lineares que

estuamos no segundo Capitulo.
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4.2.1 O que é Computacdo grafica?

Segundo a ISO “(International Standards Organization) a Computagdo Grafica pode
ser definida como o conjunto de métodos e técnicas utilizados para converter dados para um
dispositivo gréfico.

De acordo com a defini¢do da 1SO somos levados diretamente a um importante ponto
da computacdo grafica, o processamento de imagem. Uma imagem ¢é caracterizada por
conjuntos de pontos, retas e curvas. Tais caracteristicas nos fornecem uma maneira de
descrever uma imagem de forma matricial. Para alterarmos alguma imagem usamos conceitos
de transformacdes, possibilitando rotacionar, transladar, dilatar ou comprimir (mudanga de
escala) uma imagem.

Nesta secdo, ndo temos a pretensdo de ensinar o leitor a fazer animacgfes, uma das
preocupacdes foi apresentar o aspecto historico, visto o impacto que os computadores,
celulares e tablets ttm em nossa sociedade nos dias atuais. Outra preocupacao é apresentar
exemplos de aplicacdes elementares, de tal modo a justificar o ensino mais profundo da
Algebra Linear no Ensino Médio. Temos a consciéncia de que a Algebra Linear é mentora
dos softwares que gerenciam boa parte da Computacdo Grafica. A seguir, discutimos como

esses conceitos matematicos se tornaram cruciais para a Computagdo Grafica.

4.2.2 Contexto Histoérico

E dificil precisar quando a Computagdo Gréafica de fato foi introduzida, mas existe um
consenso entre 0s pesquisadores que o primeiro computador a possuir recursos graficos de
visualizacdo de dados numéricos foi o ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer) desenvolvido por John Eckert e John Mauchly em 1946. Importante ressaltar que
nesse momento viviamos o temor da Segunda Guerra Mundial que acabara de terminar em
1945. A Figura 15 exibe 0 imenso e pioneiro computador ENIAC.

A dificuldade de precisar este aspecto historico € relatada por Fonseca Filho (2007,

p.23) em:

71SO é o 6rgio que padroniza e normatiza atividades em 162 paises, o Brasil faz parte desde a fundacdo em
1947.
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[...] cada nova geracédo de informatas depara-se com um duplo problema: a
impossibilidade de ter uma visdo global sobre todo o conhecimento
precedente e, mais acentuadamente ainda, a historia do desenvolvimento
das varias especialidades. N&o estdo individualizados os eventos, por vezes
complexos, que antecederam o saber atual e também ndo se possui um
quadro que o0s reuna, para se ter uma idéia geral, coerente e significativa.
A evolucdo tecnologica se nos apresenta abrupta, através de saltos
descontinuos, e todo o trabalho que antecede cada etapa aparece coberto
por uma camada impenetravel de obsolescéncia, algo para a paleontologia
Ou para 0s museus, como se nada pudesse ser aprendido do passado.

Figura 15: O ENIAC — Primeiro computador do mundo

s

Fonte: Techtudo®

Na década de 1960, foi concebido por alunos do MIT (Massachusetts Institute of
Technology) o primeiro jogo de computador que utilizava Computacdo Grafica, chamado de
“Spacewar”, como mostrado na Figura 16. Mais tarde, em 1972, com fins comerciais, foi
criado o primeiro video game batizado de “Magnavox Odyssey”, Figura 17. Em 1995, foi
langado nos Estados Unidos, o filme “Toy Story”, Figura 18, desenvolvido pela PIXAR

Animation Studios, o primeiro longa metragem totalmente feito por animacdao digital.

8https://www.techtudo.com.br/artigos/noticia/2011/02/primeiro-computador-do-mundo-faz-65-anos.html,

acesso: 06/04/2020
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Figura 16: Spacewar, primeiro game de computador

Fonte: Cnet®

Figura 17: Magnavox Odyssey, primeiro video game
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Fonte: Histéria por trés da historia™

® https://www.cnet.com/news/seminal-computer-video-game-spacewar-lives-again/ Acesso: 24/04/20
19 http://historiaportrasdahistoria.blogspot.com/2015/08/a-incrivel-historia-do-primeiro.html, Acesso: 24/04/2020



https://www.cnet.com/news/seminal-computer-video-game-spacewar-lives-again/
http://historiaportrasdahistoria.blogspot.com/2015/08/a-incrivel-historia-do-primeiro.html

76

Figura 18: Toy Story, primeiro longa

Fonte: Catraca'!

Atualmente a Computagdo Grafica estd presente em boa parte das areas do
conhecimento humano, da Medicina, com técnicas de visualizagdo em 3D, até as Engenharias,
especialmente com o uso da ferramenta tradicional CAD (Computer-Aided Design). As
perspectivas futuras, segundo Westcon (2017) destinam-se a: software (realidade em que o
objetivo é treinar computadores a desenvolverem seus préprios raciocinios), nuvem
(pesquisas por e-mail, melhores rotas de viagem rodoviaria, armazenamento de arquivos,
aumento na seguranca de backups) e arquitetura (chips especializados automatizados para
empregos especificos e para diferentes técnicas de exploracdo de mecénicas quénticas,
tornando possivel cruzar uma grande variedade de conjuntos de dados simultaneamente).

No Brasil, o Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) além de ser um grande
centro de pesquisa no ambito da Matematica também €é, um grande centro de pesquisa em
computacdo grafica, com o laboratério VISGRAF, criado em 1989. O laboratério VISGRAF
coordenado por Luiz Velho tem cinco linhas de pesquisa: interfaces e aplicagGes; modelagem
e visualizacdo; animagdo e multimidia; visdo e processamento de imagem; e musica
computacional. Todas as linhas de pesquisa estdo alinhadas com as perspectivas futuras
apresentadas por Westcon, 2017.

Em entrevista ao jornal O Globo, Velho (2013, ndo paginado), coordenador do projeto

VISGRAF, conta um pouco sobre o desenvolvimento do projeto:

Nossa proposta ao criar 0 VISGRAF era fazer Matematica Aplicada
Computacional na area de novas midias. Fomos um dos primeiros grupos a fazer

™ https://catracalivre.com.br/agenda/toy-story-no-mis/, Acesso: 24/04/2020
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visualizagdo de Matematica. Comegamos com a visdo de que as areas estdo
relacionadas, e fomos entrando em sintese de imagem, processamento de imagem,
modelagem. Vieram, depois, 0 movimento, 0 tempo e o0 som, com video e
animagdo, e a coisa comegou a se estender. Hoje, a tecnologia esta chegando num
ponto em que vocé precisa o tempo todo formular como ela vai ser usada pelas
pessoas. Pensando, por exemplo, nos smartphones: para ser bom, ndo basta ter a
tecnologia e a computacdo. Aquilo é feito para um ser humano, que vive de
comunicacdo e estd dentro de um processo cultural, que envolve também aspectos
de percepcdo, os sentidos. O designer entra ai. Mas o design ainda ndo chegou la.
E preciso montar grupos multidisciplinares para trabalhar.

4.2.3 Aplicacéo dos Conceitos Matriciais nas Animacoes

O exemplo que nos propusemos estudar é inspirado no jogo Super Sprint (1986), cujo
objetivo era ser 0 mais rapido. Parte do jogo ilustrado na Figura 19, apesar de ndo ser um jogo
muito atual tornou-se objeto de estudo, pois ainda hd no mercado jogos e animacgdes com a
mesma filosofia, porém com um acabamento grafico mais refinado, como por exemplo o
Forza Horizon 4, mostrado na Figura 20.

Figura 19: Super Sprint

Lhttps://joysticknervoso.files.wordpress.com/2016/02/captura-de-tela-de-2016-02-07-102537.png,
acesso: 27/05/2020 — 20:25
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Figura 20: Forza Horizon 4

Fonte: Forzamotor®®

O objetivo desta se¢do € descrever matricialmente 0 movimento de um carrinho. Para
isso simulamos uma pista no Geogebra, representada pela Figura 21. Inicialmente um carro
encontra-se no ponto A= (6.5, 6), ponto de partida, e desloca-se sucessivamente até retornar
ao ponto A, percorrendo o caminho ABCDEFGKA. Para realizar esta tarefa, utilizamos a

Teoria de Transformag6es Matriciais no Plano, discutida no Capitulo 2.

Figura 21: Mapa do Jogo
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Fonte: O autor, 2020.

3 https://forzamotorsport.net/, Acesso em: 18/06/2020
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As coordenadas de cada um dos pontos do contorno do carrinho em repouso no ponto

A, representado na Figura 21, encontram-se nas colunas da matriz T.

6.2 68 68 62 62 62 6

T:[5.8 58 62 62 61 59 6

Como o objetivo é passar por cada um dos pontos apresentados no mapa, o carrinho

deve-se deslocar até o ponto B = (2,6). Para isso € necessario translada-lo horizontalmente

para esquerda, ou seja, devemos adicionar o vetor AB = (—4.5,0) a cada ponto do contorno

do carrinho, o que pode ser feito adicionando a matriz T a matriz M.

M=[—4.5 —45 —45 —-45 —-45 -—-45 —4.5]
0 0 0 0 0 0 0 I

AnovamatrizT, =T + M, é igual:

T :[1.7 23 23 1.7 17 17 15
17158 58 62 62 6.1 59 61

A Figura 22 mostra o carrinho agora deslocado horizontalmente para o ponto B.

Figura 22: Mudanca de posicdo de A para B

85
. 55

45

Fonte: O autor, 2020
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Para o carrinho se deslocar para o préximo ponto, ponto C, necessario girar 90° e
transladar, no sentido anti-horario, em relacdo ao ponto P; = (2,5). Se cada Vvértice do
carrinho é denotado por (x,y), entdo os vértices do carrinho ap6s a rotacao serdo dados por:

_ [cos 90° —sen90°] [x —2 21 _10 -1 [X—Z] 2
2= [sen90° cos 90° ]'[y—S +[5] - [1 0 ] y—5 +[5]'
Segue que,

T =[1.2 1.2 08 08 09 11 1
27147 53 53 47 47 47 451

A Figura 23 mostra a rotacdo do carrinho do ponto B até o ponto C.

Figura 23: Mudanca de posicéo de B para C

B

Fonte: O autor, 2020

Para o carrinho se deslocar para o ponto D, é necessério translada-lo verticalmente, ou

seja, devemos adicionar o vetor CD = (0,—5), a cada vertice do contorno do carrinho, isso
pode ser feito adicionando a matriz T, a matriz

0 0 0 0 0 0 O]

Ml:[—5 5 -5 -5 -5 _5 _5I

Obtendo a nova matriz:

T =[1.2 1.2 08 0.8 0.9 1.1 1]
37 1-03 03 03 -03 -03 -03 -05F

O movimento € ilustrado pela Figura 24.
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Figura 24: Mudanca de posi¢do de C para D

e

Fonte: O autor, 2020

Para o carrinho ir para o préximo ponto, o ponto E, é necessario girar 180° no sentido
anti-horario e transladar, em relacdo ao ponto P, = (2.5,0). Se cada vértice do contorno do
carrinho é dado por (x,y), entdo os vértices do contorno do carrinho apds 0 processo Sao
dados por:

e e B g B et ol B

Segue que,

T, — 38 38 42 42 41 39 4
*~ 103 -03 -03 03 03 03 05F

Esta rotacdo e translacdo estdo exibida na Figura 25.

Figura 25: Mudanca de Posic¢éo de D para E

Fonte: O autor, 2020
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Para o carrinho ir até o ponto F, ele deve ser transladado verticalmente. Isto pode ser

feito através do vetor EF = (0,2), aplicado a cada vértice de seu contorno. Abreviadamente

adicionamos a matriz T, a matriz M,.
_0 0 0 0 0 0 O

M=l 2 2 2 2 2 of

Obtendo a matriz,

T =[3.8 3.8 42 42 41 39 4]
> 123 17 1.7 23 23 23 25l

O deslocamento para o ponto F esté ilustrado na Figura 26.

Figura 26: Mudanca de posi¢do de E para F

120°

Fonte: O autor, 2020

Agora deslocaremos o carrinho para o ponto G através de um giro de 120° no sentido

horéario em relagdo ao ponto P; = (5, 2), e de uma translacao.

1

B [cos (—120°) —sen (—120°)] [x—S +[5]_ T2 5 [x—S +[5

67 [sen (=120°) cos (—120°) |'ly—2] "2l 7 |_v3 _1i|'ly—2] " [2f
2 2

Segue que,

T — 586 534 514 566 571 5.81 5.93]
6 .

- 1289 319 284 254 263 280 2.62

A Figura 27 mostra o processo de rotagdo e translacdo anunciado a cima.
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Figura 27: Mudanca de posicdo de F para G

120

Fonte: O autor, 2020

Para o carrinho ir até o ponto H, ele deve ser transladado na dire¢cdo do vetor

GH = (4,—3.73) . Isto pode ser feito aplicado GH = (4,—3.73) a cada Vértice de seu

contorno. Abreviadamente adicionamos a matriz Tg a matriz M.

M :[ 4 4 4 4 4 4 4
37 1-373 -373 -373 -3.73 -3.73 -3.73 -3.73F

9.86 9.34 9.14 9.66 9.71 9.81 9.93

Obtendo a matriz T, = -0.84 -054 -089 -119 -11 -093 -1.11F

A Figura 28, a seguir ilustra 0 movimento descrito a cima.

Figura 28: Mudanca de posi¢do de G para H

Fonte: O autor, 2020

Agora deslocaremos o carrinho para o ponto | através de um giro de 120° no sentido

anti-horario em relacdo ao ponto P, = (10, 0), e de uma translacéo.
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1 3

_ [cos (120°) —sen (1200)] [x — 10] + [10] |2 5 [x - 10] + [10]

8 7 |sen (120°) cos (120°) |'[ y ol |v3 _1(]l ¥ or
2 2

Segue que,
11.2 112 111 109 11]

7. [108 108
®"l0o3 -03 -03 03 03 03 05

O movimento do carrinho pode ser observado na Figura 29.

Figura 29: Mudanca de posicdo de H para |

120
H

Fonte: O autor, 2020

Para o carrinho ir até o ponto J, ele deve ser transladado verticalmente na diregdo do

vetor IJ = (0,5) . Isto pode ser feito aplicando Ij= (0,5) a cada vértice de seu contorno.
Abreviadamente adicionamos a matriz Tg a matriz M,.

=[5 53353 s

Obtendo a matriz T, = 150é8 140.78 141.72 1515)’2 151:31 150.39 511_,]

A Figura 30, a seqguir ilustra 0 movimento descrito a cima.
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Figura 30: Mudanca de posigdo de | para J

K

y 1 2 1
120 ! Py

Fonte: O autor, 2020

Para o carrinho ir para o préximo ponto, o ponto K, é necessario girar 90° no sentido anti-
horério e transladar, em relagdo ao ponto Ps = (10,5). Se cada vértice do contorno do
carrinho é dado por (x,y), entdo os vértices do contorno do carrinho apds 0 processo sao

dados por:

10 —

[k N ey R e B O N e R |

9.7 103 103 9.7 9.7 9.7 95

ObtendoamatrizT1o=[58 58 62 62 61 59 6

O movimento do carrinho pode ser observado na Figura 31.

Figura 31: Mudanca de posi¢do de J para K

’ . i

Fonte: O autor, 2020
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Por fim, para que o carrinho retorne ao ponto A, ele deve ser transladado
horizontalmente na direcdo do vetor ﬁz(—B.S,O). Isto pode ser feito aplicando

KA = (—3.5,0) a cada vértice do seu contorno. Abreviadamente adicionamos a matriz Ty, a

matriz Ms.

Iy :[—3.5 -35 —-34 -35 —-35 -35 —3.5]
5 0 0 0 0 0 0 o I

6.2 68 68 62 62 6.2 6]

Obtemos a matriz T=[58 58 62 62 61 59 6

Finalmente o carrinho deu uma volta completa no circuito, retornando ao ponto A, como

mostrado na Figura 32.
Figura 32: Volta a posicao inicial

6 B ﬂ K

Fonte: O autor, 2020

Ressaltamos mais uma vez que esta secdo tem a pretensdo de tornar evidente a
relevancia do Ensino de qualidade da Algebra Linear na Educacdo Basica. Mostramos uma
aplicacdo singela de Transformagdes Lineares através de operagdes Matriciais. Acreditamos
em que a Algebra Linear é de suma importincia para o desenvolvimento da computag&o, uma

vez que a Computacdo Grafica € utilizada em diversas areas.
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5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS DE PESQUISA

Este trabalho buscou enfatizar a necessidade de um estudo solido e aprofundado sobre
a Algebra Linear no Ensino Bésico, em especial 0s conceitos referentes as Matrizes, nesse
sentido, nossa pesquisa € capaz de motivar, questionar e analisar a presenca restrita da
Algebra Linear no Ensino Médio, partindo de sua contextualizacdo em relagdo a outros
campos da Matematica. Acreditamos que a relevancia desta pesquisa reside em propor objetos
de estudos ndo convencionais para as praticas pedagogicas ja fixadas em nossos curriculos e
no cotidiano escolar, as quais continuam sendo tratadas superficialmente atraves de questdes
operacionais, sem ponderar as contundentes aplicaces e 0s potenciais recursos tecnoldgicos

inerentes ao tema.

Tal como pontuado neste trabalho, a quarentena nos trouxe muitos obstaculos,
impossibilitou que entrassemos em bibliotecas para consulta, inviabilizou o contato com
docentes de Universidades, professores com os quais ndo tinhamos vinculo ou contato algum
para apresentar a pesquisa, discutir ideias e ouvir relatos de experiéncia sobre o Ensino, sobre
como os alunos tém chegado as Universidades estudando cada vez menos a Algebra Linear no
Ensino Bésico.

Apesar deste cenario, realizamos uma pesquisa que entendemos ser coerente e
relevante do ponto de vista das aplicagbes. Em consonéncia com as praticas pedagdgicas,
investigamos todos os curriculos da esfera estadual disponiveis na internet. Convém reiterar,
ainda, que a realizacédo deste trabalho so foi possivel em grande parte gracas aos recursos da

Algebra Linear ao dispor da tecnologia.

Mais uma vez gostariamos de ressaltar a nossa convicgdo da importancia da Algebra
Linear no Ensino Basico. Acreditamos que problemas contextualizados e relacionados ao
cotidiano do individuo tendem a despertar maior interesse e a instigar o espirito de pesquisa;
com este trabalho, foi possivel conhecer importantes aplicagfes envolvendo operacgdes basicas
da Algebra Linear, tal como o estudo de Matrizes e Transformacdes Lineares. As aplicacdes
permitem que os alunos do Ensino Basico pesquisem, discutam e modelem problemas com o

uso da tecnologia.

O processo foi bem desafiador e motivador para seguirmos pesquisando a importancia

da Algebra Linear, seja na Educacdo Bésica ou Superior. No terceiro capitulo, trouxemos
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algumas aplicacfes, uma delas Introducdo ao Conjunto dos Numeros Complexos, teoria
riquissima, que acreditamos que possa ser aprofundada em outros trabalhos, assim como na
secdo Computacdo Gréafica cabe a ser explorada a teoria de programacdo que ha por tras da

geracdo de imagens.

Pretendemos, futuramente, debrugcarmo-nos sobre o estudo da Algebra Linear aplicada
a Teoria de grafos que € um ramo da Matematica conhecido como Teoria Espectral de Grafos.
Também é de nosso interesse prosseguir com a pesquisa na area da Educacdo Matematica,

mais especificamente relacionada a Algebra Linear.

Por fim, é oportuno destacar a importancia do PROFMAT para a pesquisa e para a
qualificacdo dos professores e educadores. Sem duvidas, Programas de Pds-Graduagdo como

esse tendem a universalizar a Educacao tornando-a mais equanime em todo o Brasil.
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