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RESUMO

DE OLIVEIRA JUNIOR, José AluisioVisualizagio Geométrica nos processos de ensino e
aprendizagem de Geometria EspacialUma abordagem utilizando o GeoGebra. 2025.
Dissertacao (Mestrado Profissional Bratematica em Rede NaciopalColégio Pedro II, Pro

Reitoria de Pésraduacéo, Pesquisa, Extensédo e Cultura, Rio de Janeiro, 2025.

Em alguns topicos de Geometria Espa@apecialmente nos temas relacionados ao
truncamento e a planificacdo de soélidos, bem como nas projecdes ortogonais, € comum que
tanto professores quanto alunos encontrem desafios ao abordar e compreender esses conceitos
dada a sua complexidade e a ab&ivagie envolvem. A presente dissertacao tem como objetivo
principal contribuir para a melhoria do ensino e da aprendizagem de Geometria Espacial no
ensino médio, abordando temas essenciais, como projecdes ortogonais, planifice@iitssde
e sélidos de revolucédo. Para isto, profs@eo uso do GeoGebra como ferramenta pedagdgica
central, destacaneke pelo seu enorme potencial em promover a visualizacao tridimensional,
bem como pela capacidade de criar uma interacdo dinAmica com conceitéfrigesnEssa
abordagem facilita, de maneira significativa, tanto a compreensao dos alunos quanto a pratica
docente, proporcionando uma melhor assimilacdo dos conteudos. As atividades apresentadas
ao longo do trabalho foram cuidadosamente elaboradas smebaquestdes que atendem as
necessidades educacionais especificas, assegurando, dessa forma, a relevancia e &
aplicabilidade do contetudo proposto dentro do contexto da sala de aula. Esse cuidado com a
construcdo das atividades busca alinhar a teoriat&gpedagodgica, criando um ambiente de
aprendizagem mais eficiente e adaptado a realidade dos estudantes. Assim, o trabalho almeja
fornecer tanto um suporte tedrico robusto quanto ferramentas praticas aos professores,
possibilitando a criacdo de aulasis@inamicas e interativas. Além disso, ao proporcionar uma
abordagem centrada na visualizacdo geométrica, a dissertacao favorece o desenvolvimento do
raciocinio légiceespacial dos discentes, aprimorando capacidade de abstrac&o, habilidades
essenciais parformacdo académica e intelectual. O impacto de tal metodologia visa, assim,
contribuir ndo apenas para 0 sucesso imediato nas avaliagbes, mas também para o

fortalecimento de habilidades que serdo fundamentais ao longo de sua trajetdria educacional.

Palavras-chave: geometriaespacial,visualizagdmeométricageagebra; ensinomédio.



ABSTRACT

DE OLIVEIRA JUNIOR, José AluisioVisualizagio Geométrica nos processos de ensino e
aprendizagem de Geometria EspacialUma abordagem utilizando o GeoGebra. 2025.
Dissertacao (Mestrado Profissional Bratematica em Rede NaciopalColégio Pedro II, Pro

Reitoria de Pésraduacéo, Pesquisa, Extensédo e Cultura, Rio de Janeiro, 2025.

In some topics of Spatial Geometry, especially those related to truncation and the
unfolding of solids, as well as orthogonal projections, it is common for both teachers and
students to encounter challenges when addressing and understanding these concepts, given thei
complexity and the abstraction involved. The main objective of thégdation is to contribute
to the improvement of teaching and learning Spatial Geometry at the high school level,
addressing essential topics such as orthogonal projections, solid unfoldings, and solids of
revolution. To achieve this, the use of GeoGebrproposed as the central pedagogical tool,
standing out for its enormous potential in promoting t#tieeensional visualization, as well as
its ability to create dynamic interaction with geometric concepts. This approach significantly
facilitates both stdent comprehension and teaching practice, allowing for better content
assimilation. The activities presented throughout the work were carefully developed based on
guestions that meet specific educational needs, thus ensuring the relevance and applicability
the proposed content within the classroom context. This careful construction of activities aims
to align theory with pedagogical practice, creating a more efficient learning environment
adapted to students' realities. Therefore, the work aims to priwath a robust theoretical
foundation and practical tools for teachers, enabling the creation of more dynamic and
interactive lessons. Additionally, by offering a geometric visualizatemtered approach, the
dissertation favors the development of studetogicatspatial reasoning, enhancing their
capacity for abstraction, essential skills for their academic and intellectual formation. The
impact of such a methodology aims to contribute not only to immediate success in assessments
but also to the stretigening of skills that will be fundamental throughout their educational

journey.

Keywords: spatialgeometry;geometricvisualization;geogebra; high school.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Espacial € um dos ramos mais desafiadores da Matematica, especialmente
no Ensino Médio, onde conceitos como truncamento, planificacdo de sdlidos e projecdes
ortogonais apresentam alto grau de abstracdo. A necessidade de uma visualizagao
tridimensional minuciosatorna o ensino desses temas um desafio, exigindo abordagens
pedagogicas diferenciadas para superar barreiras cognitivas. Professores e alunos
frequentemente enfrentam dificuldades na assimilacdo desses conceitos, sobretudo na
interpretacé de representagdes bidimensionais de objetos tridimensionais e na compreensao
das transformac6es geométricas.

Esta pesquisabordao ensino da Geometria Espacial, com énfase na visualizacéo
geométrica como ferramenta essencial para a compreensdo dégeaeogonais, sélidos de
revolugdo e truncamento de solidos. A visualizagdo geométrica permite a manipulagdo mental
de representacdes tridimensionais, favorecendo o desenvolvimento do pensamento espacial e a
interpretacdo das relagcbes geométricas. Aréxpaia docente do autor confirma a dificuldade
recorrente dos estudantes em compreender tais conceitos, destacando a necessidade de
metodologias que promovam a percepcdo espacial e tornem o aprendizado mais acessivel e
significativo.

Para atender a essandanda, este trabalho propde o uso do software GeoGebra como
recurso didatico, estruturado em um livro de atividades interativas. Esse material busca
proporcionar uma aprendizagem mais intuitiva e dinamica, permitindo a exploracdo de soélidos
geométricos esuas transformacbes de forma interativa. O GeoGebra foi escolhido por sua
capacidade de integrar tecnologia e geometria de maneira visual e experimental, estimulando a
construcdo ativa do conhecimento.

A motivacado da pesquisa fundames&anos documentosormativos da educagéo
brasileira, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional (LDB) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que destacam a
importancia da Geometria Espacial no desenvolvimento dapemdo [6gico e da abstracéo.
Assim, o estudo alinhse as diretrizes educacionais vigentes, contribuindo para a consolidacéo
das competéncias matematicas no ensino basico.

A dissertacdo inclui uma revisdo bibliografica sobre visualizagdo geométrica e
Geonretria Espacial, abordando proje¢cfes ortogonais, revolugcédo de superficies e truncamento
de sdlidos, sustentando a elaboracdo do material didatico. A construcao do livro de atividades

segue principios metodologicos que incentivam a interacdo ativa dosnéstudam 0s
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conceitos abordados, promovendo diferentes formas de representacdo e manipulacdo dos
objetos geométricos. Dessa forma, a pesquisa ndo se restringe a teoria, mas propde uma
aplicacao pratica para o ensino.

Este trabalho esta organizado da sagumaneira: O Capitulo 2 discute a evolucdo da
legislacdo educacional brasileira, abordando a LDB, os PCN e a BNCC. J4 o Capitulo 3
apresenta os fundamentos da Geometria Espacial, incluindo axiomas, constru¢do de planos,
paralelismo, perpendicularidadepjacéo ortogonal e solidos de revolucao e truncamento. O
Capitulo 4 trata do desenvolvimento da percepcao espacial, explorando a geometria dinamica
e a representacdo bidimensional de objetos tridimensionais. No Capitulo 5, sédo abordadas a
visualizacdo geo#trica e o potencial dos softwares de Geometria Dindmica. Seguindo essa
linha, o Capitulo 6 analisa o uso da tecnologia no ensino da Geometria Espacial, destacando as
habilidades desenvolvidas pelo aluno no uso do GeoGebra. Ja o Capitulo 7 apresenta as
atividades desenvolvidas no GeoGebra, organizadas nos eixos de projecao ortogonal, sélidos
de revolucdo e truncamento de soélidos. Por fim, o Capitulo 8 traz as consideracdes finais,

ressaltando as contribuicfes da pesquisa e a elaboracdo do material idig##itioo.
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2 BREVE HISTORICO SOBRE A EDUCACAO E O ENSINO DE GEOMETRIA NO
BRASIL

Neste capitulo, faze um panorama histérico das principais legislacbes que regem e
estruturam a Educacgédo no Brasil, elencando os marcos normativos que desempenharam papel
central na organizagao e desenvolvimento do sistema educacional nacional. Inicialmente, seréo
apresentadas as bases fundadoras e as implicacdes praticas da Lei de Diretrizes e Bases d:
Educacao Nacional (LDB), que constitui o eixo normativo fundamentadldeacao brasileira.

Em seguida, serd explorado o papel dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) como
documentos orientadores que, ao longo das ultimas décadas, ofereceram subsidios e diretrizes
pedagogicas para a implementacéo de curriculos escolares.

Por fim, este capitulo culminara na apresentacéo da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) voltada para o Ensino Médio, evidenciando as competéncias e habilidades nela
estabelecidas, com énfase especial naquelas que dialogam diretamente com 0 ensino e a
aprendizagem de conceitos e propriedades associados a Geometria Espacial. Essa abordagen
busca ndo apenas destacar as -ig#i@acdes entre esses marcos regimentais, mas também
evidenciar a atuacdo da BNCC como uma estrutura contemporanea que redefinegsiorida
curriculares, promovendo uma integracdo mais significativa entre teoria e pratica no contexto
da educacdo matemética, especialmente no que tange aos aspectos ligados a visualizagao ¢
manipulacéo de formagométricas espaciais.

Este capitulo é baseada dissertacéo de Ferreira (2020), a qual além de oferecer a base
tedrica também contribuiu significativamente para a estruturacao das ideias e a organizacdo dos
conceitos abordados. A andlise realizada por Ferreira sobre o uso de material manipulavel no
ensino de Geometria Espacial foi crucial para o desenvolvimento da discussao e a construgéo

do raciocinio apresentado neste trabalho.

2.1 Contextualizacéo Histérica da Legislacdo Educacional no Brasil

A educacao basica no Brasil teve seu inicio em 1®H,achegada da Companhia de
Jesus, ordem religiosa formada pelos jesuitas (missionarios dedicados a educacgdo, que
buscavam promover os ideais da Igreja por meio de diversas atividades, como a fundacao de
escolas, colégios e universidades, além de missfig®sas em territorios recédescobertos
ou colonizados) e fundada por Inacio de Loyola, em um contexto marcado pela Contrarreforma,

movimento de reacdo da Igreja Catolica a expansdo da Reforma Protestante. Este modelo
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educacional, inserido em uma camjura historica de forte influéncia religiosa, consolideu

como a principal referéncia na formagédo educacional no periodo colonial, estabetendo
como pilar fundamental do ensino no Brasil por mais de dois séculos. A Companhia de Jesus
desempenhou papde protagonismo absoluto na estruturacdo e disseminacdo da educacédo
formal, promovendo ndo apenas a instrucao religiosa, mas também o ensino de linguas, artes e
ciéncias em suas escolas. Contudo, essa hegemonia foi abruptamente interrompida em 1759,
gquando o Marqués de Pombal, como parte de suas reformas iluministas e centralizadoras,
decretou a expulsédo dos jesuitas de Portugal e de seus territérios coloniais, incluindo o Brasil.
Este epis6dio marcou uma inflexdo significativa na histéria da Educagiileina,
desarticulando o modelo jesuitico e abrindo caminho para novas formas de organizacdo e
praticas pedagdgicas no contexto colonial (De Almeida, 2014).

Conforme destaca De Almeida, os objetivos iniciais da Companhia de Jesus estavam
intrinsecamenteelacionados ao projeto de catequizagéo e instrugdo dos povos indigenas e da
populacdo colonial. A catequizacdo era estruturada com base no catecismo brasilico, que
compreendia ensinamentos fundamentais como os sete sacramentos, os dez mandamentos, a
ora@es do PaNosso e da AvdMaria, bem como a diferenciacdo entre pecados veniais e
mortais. Paralelamente, os jesuitas dedicas@ra instrucdo educacional dos indigenas, com
énfase no ensino das primeiras letras em portugués e tupi, além de dissensmenviséo da
civilizagdo ocidental cristd. Ademais, calii@s a formacédo da prole masculina da nascente
elite colonial, com o propoésito de habilitis a administracdo de latifindios e negocios
familiares, enquanto, em conformidade com os padrdes paiataaépoca, as mulheres
permaneciam excluidas das instituicbes de ensino. A pratica pedagdgica dos jesuitas unia o
ensino académico a catequese, organizaedie maneira segmentada: a catequese valéava
aos indigenas, desenvolvers® nos aldeamentognquanto a formagdo académica era
direcionada a elite, ocorrendo nos colégios religiosos. O modelo educacional jesuitico
fundamentavae nas virtudes cristds e no ensino das letras, sendo marcado, inicialmente, pelo
esforco dos missionarios em dominamglia tupiguarani, como estratégia para comunicagao
e ensino. Nesse contexto, a musicalidade dos povos nativos foi incorporada como metodologia
pedagogica, embora a barreira linguistica tenha representado um dos principais desafios
enfrentados no procesde educacéo e evangelizacao.

Durante o periodo de atuagao missionaria no Brasil, a Companhia de Jesus implementou
um plano de estudos universal, conhecido c&ato Studiorumpromulgado em 1599. Esse
plano foi o primeiro sistema organizado de educacfdica estruturado em um curriculo

uniforme e dividido em graus, almejando a formacéo integral do individuo, com énfase no
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dominio das habilidades elementares de leitura, escrita e calculo. Conforme destacado por
Saviani (2007), dRatio Studiorumconsista em um conjunto de regras que abrangiam as
atividades de todos os envolvidos no processo educativo, desde o provincial até os professores,
os alunos e os administradores das academias. No Brasil, a educacao jesuitica ganzou
quatro graus sucesswce propedéuticos: curso elementar, humanidades, artes e teologia
(Rocha, 2010). O curso elementar, com dura¢do de um ano, incluia em seu curriculo a doutrina
catdlica e as primeiras letras, valorizando a disciplina, a atencdo e a perseveranca como
qualidales essenciais ao aprendizado e a formacéo de carater dos alunos, fundamentais para
futuros sacerdotes e cristaos leigos. Contudo, a medida que a Companhia de Jesus superava o
desafios iniciais de promover condi¢des minimas de vida civilizada na cel@aigquese foi
progressivamente sendo relegada em favor da educacdo das elites, o que conferiu maior
importancia a criacdo de colégios (Rocha, 2010). Esse processo foi influenciado pela dizimacéo
da populacao indigena, decorrente da violenta ocupac#oriarpara a monocultura da cana
de-aclcar, e pela necessidade de atender as demandas da elite colonial emergente. A acgac
missionaria, que inicialmente guiava a educacao jesuitica, perdeu protagonismo em prol de um
modelo educacional voltado para aterdaeclasses dominantes, caracterizado pela exclusédo de
mulheres, negros e pobres. Assim, enquanto os homens eram educados nos colégios, as
mulheres recebiam instrucdo em igrejas e capelas, evidenciando a segregacdo social e de
género. Além disso, muitos ssionarios careciam de formacéo especifica para a docéncia, uma
limitac&o que ndo impediu a relevancia da atuacgao jesuitica no contexto colonial, especialmente
em virtude da auséncia de politicas educacionais efetivas por parte da Coroa. Dessa maneira, 0
ensino jesuitico contribuiu significativamente para a sistematizacdo da educacdo na colénia,
embora perpetuasse um modelo excludente, onde cada individuo era destinado a um tipo de
trabalho, de acordo com seu lugar na hierarquia social (Rocha, 2010)e&&se rforcou a

divisdo entre o pensar e o fazer, acentuada pelo Estado, em um contexto em que o trabalho
manual era desvalorizado.

De maneira progressiva, 0os seminarios foram adquirindo maior relevancia enquanto
instituicbes de ensino, ampliando gaiblico e passando a atender ndo apenas aqueles que
aspiravam a carreira religiosa, mas também estudantes externos interessados em uma formacac
propedéutica que os qualificasse a prosseguir os estudos na Europa. Esse movimento resultou
em uma expansao sifjnativa no numero de colégios destinados também a alunos leigos,
consolidando a atuacdo educacional dos jesuitas, que se voltava prioritariamente para a
formacgao da sociedade colonial (De Almeida, 2014).
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Diante de uma analise critica da educacdo proraop@&la Companhia de Jesus no
Brasil, é possivel identificar indmeros elementos que influenciaram e ainda ecoam na estrutura
educacional contemporanea. Como observado por Franca (1952, p. 5), "[...] para o
desenvolvimento da educacdo moderfato Studioumou Plano de Estudos da Companhia
de Jesus desempenha um papel cuja importancia ndo se pode desconhecer ou menosprezar'
Esse plano, caracterizado pela criacdo de colégios organizados em rede, por um método
pedagogico uniforme e por um curriculo sistéra@ato, consolidotse como um marco na
organizacado do ensino no Brasil colonial.

Embora a colonizacéo tenha se configurado como um processo de imposi¢ao cultural,
frequentemente voltado para a dominacdo dos povos indigenas, a atuacdo dos jesuitas
promoveu odesenvolvimento educacional no pais. O modelo pedagoégico implementado
atendeu, sobretudo, as demandas das elites, ao mesmo tempo em que integrou e disseminot
elementos das culturas europeia e indigena por meio de colégios e igrejas. A sistematizacao do
ersino, com base nRatio Studiorumtrouxe diretrizes regimentais coerentes para a época,
favorecendo uma educacao catequética, mas organizada e eficiente.

Esse legado estruturante permanece, em parte, nas bases da educacdo nacional
contemporanea. Alguns ipcipios fundamentais da educacdo jesuitica, como o foco na
formacao béasica do cidadéo e o dominio das competéncias de leitura, escrita e calculo, ainda se
refletem nas diretrizes da educacdo basica estabelecidas pela Lei de Diretrizes e Bases da
EducacaoNacional (Brasil, 1996). No entanto, a educacdo no Brasil segue marcada por
desigualdades estruturais e politicas que privilegiam interesses especificos, reproduzindo
dindmicas histéricas de controle e dominacgéao cultural.

A segmentacao entre o ensino téoreé académico, herdada do modelo colonial, ainda
persiste e reforca o capital cultural das classes dominantes, contribuindo para a manutencéo de
um sistema desigual. Esse cenario é agravado pelo descompasso entre os setores publico ¢
privado: enquanto pe da populacdo recorre ao ensino privado como alternativa a baixa
qualidade do sistema publico, os estudantes oriundos dessas instituicbes privadas
frequentemente ocupam as vagas has universidades publicas de exceléncia. Esse paradoxc
reflete a persistéim de barreiras sociais e econdmicas que dificultam o acesso igualitario a
educacao superior.

Ademais, a precariedade estrutural do sistema educacional brasileiro continua evidente.
Escolas publicas enfrentam problemas como infraestrutura inadequadapeleesunos por
sala, escassez de recursos e baixas remuneragdes para os professores, que ainda enfrenta

longas jornadas de trabalho. Apesar das diferencas em relacdo ao periodo jesuitico, em que 0s
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educadores eram missionarios religiosos, o magistéiaainda é frequentemente tratado pelo
Estado de maneira desvalorizada, perpetuando desafios historicos que dificultam a oferta de
uma educacao de qualidade para todos.

No contexto do periodo colonial, a Educacéo brasileira comecgou a apresentar novas
corfiguracbes com a chegada da familia real portuguesa em 1808, marco que resultou na
fundacdo das primeiras faculdades de Medicina, situadas na Bahia e no Rio de Janeiro.
Contudo, o estabelecimento das primeiras universidades ocorreu apenas no inicidodo sécu
XX, e a estruturacéo de diretrizes gerais para a educacao nacional foi consolidada tardiamente
com a promulgacdo da primeira Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo (Brasil) em 1961,
seguida pela segunda em 1971 e pela terceira, que vigora atualmendi@Gnbesde as
primeiras constituices, o direito a educacdo tem sido reconhecido como um principio
fundamental da sociedade brasileira. De acordo com Carneiro (1998), a Constituicdo de 1824
assegurava a sociedade a liberdade de instituir colégios esiovekss, além de estabelecer a
gratuidade do ensino primario como norma. Posteriormente, a Constituicdo de 1891 delegou ao
Congresso Nacional a responsabilidade de legislar sobre o0 ensino superior e de criar escolas
secundarias e instituicbes de ensinoesigp nos Estados. JA em 1934, a Constituicdo
consolidou a competéncia exclusiva da Unido para deliberar sobre as diretrizes e bases da
educacao nacional, instituindo o Conselho Nacional de Educacéo e concedendo aos Estados a
autonomia para criar seus respivos Conselhos Estaduais de Educacgao. Esse desenvolvimento
normativo evidencia a progressiva construcdo de um sistema educacional estruturado e
regulado por diretrizes nacionais, ainda que permeado por desafios histéricos e estruturais.

Entre os anos dE934 e 1935, o Brasil presenciou a fundacéo das Universidades de Sao
Paulo e do Rio de Janeiro, eventos que marcaram o inicio da institucionalizacdo dos cursos de
formacdo docente em diversas areas do conhecimento. Nos cursos de Matemética, em
particular, houve esforcos para unificar a disciplina sob a responsabilidade de um Unico
professor. Entretanto, os registros historicos dos materiais didaticos da época indicam que o
ensino de Matematica permanecia fragmentado, com algebra, aritmética e geonlitria sen
tratadas de forma isolada e alocadas a diferentes anos escolares, sem uma integracao sistémic
entre essas areas (Alves, 2016).

A Constituicdo de 1946 trouxe inovacgOes significativas para a educacdo no pais,
estabelecendo a obrigatoriedade do ensinmgsio universal e a exigéncia de concursos
publicos para o ingresso na carreira docente. Outro aspecto relevante dessa Carta Magna foi a
imposicao de que empresas com mais de cem funcionarios ofertassem ensino primario gratuito,

reforcando a corresponsatidde entre o Estado e o setor privado no provimento educacional.
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Além disso, essa ConstituicAo reconheceu a educagdo como uma responsabilidade
compartilhada entre familia e escola, ampliando o escopo do compromisso social com a
formacdo basica.

SegundoFerreira, com a definicdo dos principios fundamentais da educacdo na
Constituicdo de 1946, foi criada uma comissdo de educadores para propor uma reforma
educacional abrangente, cujo resultado foi a promulgacéao da primeira Lei de Diretrizes e Bases
da Educado Nacional, a Lei 4.026 de 1961. Posteriormente, a Constituicdo de 1967 promoveu
a expansdo do ensino privado, criando dispositivos que autorizavam o redirecionamento de
recursos publicos para o setor particular, evidenciando uma nova orientacdo ioa polit
educacional brasileira.

A Lei 5.692/71, de 1971 (Brasil, 1971), reconfigurou o sistema educacional brasileiro,
concedendo aos professores maior autonomia na definicdo dos curriculos escolares. Contudo,
essa medida revelese problematica para o ensith® Geometria, como aponta Alves (2016, p.

19), ao destacar que essa liberdade curricular resultou, frequentemente, na exclusdo da
Geometria no ensino de 1° grau, com os docentes restrirggn@l@ritmética e as nocoes de
conjuntos. Dessa forma, o ensirm @eometria ficou relegado ao 2° grau, comprometendo a
formacao geométrica dos alunos em niveis iniciais. Paralelamente, a partir de 1968, a expansao
da rede publica de ensino para o 1° e 0 2° graus evidenciou a necessidade de maior nUmero de
professores wplificados, levando as instituicdes de ensino a investirem na formagao docente
para atender a essa demanda.

Nesse contexto historico, observaeio inicio de uma ruptura significativa no ensino de
Geometria no Brasil, cujos impactos perduram até os tiassaComo argumentam Neves
Junioret al. (2013, p. 4), esse cenéario marcou o declinio da abordagem geométrica no ambiente
escolar, prejudicando ndo apenas o aprendizado especifico desse conteddo, mas também de
outras disciplinas que demandam habilidateegisualizacéo espacial, como a interpretacao de
gréficos estatisticos e mapas. A auséncia de uma instrucéo formal e estruturada em Geometria
dificulta o desenvolvimento dessas competéncias, levando a uma formacgéo deficitaria em
aspectos fundamentais ddueagao.

Com a promulgacéo da Constituicdo Federal de 1988, a Educacao brasileira passou a
ocupar um papel central na agenda nacional, mobilizando esfor¢cos coletivos em torno dessa
causa. Entre os avancos trazidos por esse marco constitucional, Ca8#8rq(20) destaca
principios fundamentais, como a igualdade de condi¢Bes para acesso e permanéncia na escola
a liberdade de ensinar e aprender, o pluralismo de ideias e concepc¢des pedagdgicas, a gratuidads

do ensino publico, a valorizacdo dos profisaisra educacéo, a gestdo democratica do ensino
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publico e a garantia de um padrdo de qualidade. Esses dispositivos visaram corrigir
desigualdades historicas e promover uma educacdo mais inclusiva e qualificada, embora o
legado das lacunas do ensino de Getnian ainda permaneca como um desafio educacional
significativo.

O estudo do percurso histérico da Educacao brasileira revela a importancia de ndo nos
acomodarmos diante das adversidades impostas pelas circunstancias. Ao contrério, €
imprescindivel avancana busca por novos modelos educacionais que formem individuos
capazes de contribuir significativamente para a constru¢do de um futuro promissor. Conforme
enfatiza Ribeiro (1993, p. 14), "n&o se pode ignorar a bagagem educacional que o tempo nos
legou, pos, se assim o fizermos, estaremos regredindo historicamente”. Nesse sentido, torna
se essencial que os governos valorizem e aprimorem projetos e ideias que demonstraram
eficacia ou potencial, independentemente de suas origens pol@aogicas. A pratia de
avaliar iniciativas educacionais com base apenas na identidade de seus autores ou na ideologia
associada prejudica o avanco de politicas publicas, comprometendo o desenvolvimento

sustentavel do sistema educacional nacional.

2.2Evolucao das Diretrizes Curriculares no Brasil

O artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo Nacional (LDB), Lei n°® 9.394/96
(Brasil, 1996), estabelece, em seu paragrafo 2°, que "a educacao escolar deveré&giaoular
mundo do trabalho e a préatica social". piahcipio evidencia a intencéo de que o conhecimento
construido no espaco escolar seja fundamentado em bases que capacitem os educandos par
uma convivéncia harmoniosa, ética e produtiva no contexto comunitario em que estao inseridos.
Para tanto, a escolenquanto um espaco privilegiado de formacéao cidada, deve direcionar suas
praticas pedagoégicdsindependentemente da area de conhecimiengara a promocao de
competéncias e habilidades que preparem os discentes para enfrentar, de maneira eficaz, as
demamlas impostas pelo exercicio profissional.

A Educacéo, de acordo com os preceitos dessa legislacédo, esteutumeguatro pilares
fundamentais: prética social, mundo do trabalho, movimentos sociais e manifesta¢des culturais.
Esses eixos representam um ramgnto com concepg¢bes educativas tradicionais, que
restringiam o aprendizado escolar as habilidades de leitura e calculo. Adicionalmente, o artigo
2° da LDB/96 reforca que "a educacdo, dever da familia e do Estado, inspirada nos principios
de liberdade eos ideais de solidariedade humana, tem por finalidade o pleno desenvolvimento

do educando, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacdo para o trabalho" .
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Nesse sentido, o ambiente escolar deve priorizar acdes pedagogicas que despertem nos
estudantes a motivagdo para atribuir significado ao aprendizado, tarefa que demanda
intervencdes pedagogicas voltadas para uma aprendizagem verdadeiramente significativa.

A LDB destacase como a principal referéncia normativa sobre Educacédo no Brasil,
delineando os principios, objetivos, formacéo e diretrizes aplicaveis a carreira dos profissionais
da &rea. Dado o dinamismo das transformacgfes sociais, a lei tem sido alvo de constantes
atualizacoes. Exemplos disso incluem a ampliacdo do Ensino Fundameuital plEra nove
anos (Brasil, 2006) e alterac6es no Ensino Médio, como a revogacao dos paragrafos 2° e 4° do
artigo 36.

A fim de proporcionar uma melhor compreensdo sobre a estrutura do regime

educacional no Brasil, a luz das diversas versdes da Lei deif¥s e Bases da Educacao

Nacional (LDB), é conveniente observar o Quadro 1, apresentado a seguir.

Quadro 17 A Organizacéo do Ensino na LDB da Educacédo Nacional

Lei 4.024/1961 Duragao | Lei Duracao | Lei 9.394/1996 Duragio
5.692/1971

Ensino Primario 4 anos |+ Ensino de » Educagdo Basica > 17 anos

Ciclo Ginasial do Ensino Primeiro | 8anos  [_ gqycacio Infantil: > 5 anos, sendo:

Meédio 4 anos Grau‘ > Creche * 3 anos

Ciclo Colegial do Ensino |3 anos | *Ensinode|3a4 > Pré-escola « 2 anos

Médio avel Segundo anos

varlavel | - isvel |~ Ensino Fundamental > 9 anos

Ensino Superior varidve ] o N
« Ensino — Ensino Médio > 3 anos (no minimo)
Superior * Educacdo superior > varidvel

Obs. Obs. Obs.

a) A passagem do Primario para o
Ginasial era feita através de uma
prova de acesso: o Exame de
Admissdo.

b) Os ciclos Ginasial e Colegial eram
divididos em Ramos de Ensino, a
saber: Secundério, Comercial,
Industrial, Agricola, Normal e outros.
O industrial dividido em basico (4
anos) e de mestria (2 anos). Havia,
ainda, os cursos artesanais, de
duracdo curta e varidvel, e os de
aprendizagem.

a) Com a jungdo dos
antigos Primdrio e
Ginasial, desapareceu
o Exame de
Admissdo.

b) A duragdo normal
do 2° Grau era de 3
anos. Ultrapassava, no
entanto, este limite
quando se tratava de
Curso
Profissionalizante.

¢) O Ensino de 1° e 2°
Grau tinha uma carga
horéria minima anual
de 720 horas e o0 ano
letivo de duragédo
minima de 180 dias.

a) Os niveis macroestruturantes da educagao escolar (art. 1°, §
1°) passam a ser dois: Educacéo Bésica e educagdo superior.

b) As modalidades de educagdo inicialmente sdo: Educagdo de
Jovens e Adultos (art. 37), Educacdo Especial (art. 58),
Educagdo Profissional (art. 39) e Educagdo Escolar Indigena
(art. 78). Com a Resolucdo CNE/CEB 4/2010, por via do art.
27, foram acrescidas: Educagdo do Campo e Educagéo a
Distancia.

c) O Ensino Fundamental e o Ensino Médio passam a ter carga
horéria minima anual de 800 horas. No Ensino Médio, devera
ser ampliada progressivamente para 1.400 horas, devendo os
sistemas de ensino oferecer, no prazo maximo de 5 anos, pelo
menos mil horas anuais, a partir de 2 de margo de 2017 (nova
redacdo dada ao art. 24, § 1° da LDB, pela Lei 13.415/2017,
Lei da Reforma do Ensino Médio). Aqui, as mudangas se
estendem também a reestruturacao das areas e a adogdo da
BNCC com direitos e objetivos da aprendizagem e
desenvolvimento (art. 35-A).

Fonte: Carneiro, p.34, 2018.
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A analise comparativa do Quadro 1 evideneiga mudanca significativa no numero de
dias letivos, marcada pela transicdo entre a Lei 5692/71 e a Lei 9394/96. A partir da
promulgacdo da Lei 9394/96, obserss®l um aumento na carga horaria minima anual,
passando de 720h para 800 h. Tal alteracdoeefiet clara intencéo do legislador em estender
0 tempo de permanéncia do aluno no ambiente escolar, proporcidhangoa carga maior
de atividades educacionais ao longo do ano letivo.

A mais recente modificacdo, promovida pela Lei n°® 13.415/2017, readimacessidade
de ajustar as diretrizes educacionais as novas demandas sociais. Além disso, como a LDB
abrange multiplos niveis de ensino, -f&7 necessaria a criacdo de instrumentos
complementares, como os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)raqudetalhadoa
seqguir

Em conformidade com o disposto no artigo 210 da Constituicdo Federal de 1988, que
estabelece a obrigatoriedade de normatizar os conteddos minimos a serem trabalhados no
Ensino Fundamental, o Ministério da Educacdo (MEC) introdeziu,1996, os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) voltados para os anos iniciais do Ensino Fundamental (Brasil,
1997) e, posteriormente, em 1998, para os anos finais dessa etapa de ensino (Brasil, 1998). A
iniciativa visava ndo apenas atender a exigéionstitucional, mas também promover a
qualificacdo da formacao basica, respeitando os valores culturais, artisticos, nacionais e
regionais, além de contribuir para a melhoria da qualidade do ensino e para a unificacdo das
reformas curriculares implemertas em diferentes regides do pais.

Entre as inovac0es trazidas pelo primeiro documento, desteaschamados "temas
transversais", que foram concebidos para serem trabalhados de maneira integrada nas diversas
areas de conhecimento. Esses temas abraggestoes fundamentais como ética, saude, meio
ambiente, orientacdo sexual e pluralidade cultural, conferindo um caréter interdisciplinar ao
curriculo. Sobre a relevancia desses temas, Macedo (19%Papumenta que:

Os temas transversais propogieto MEC apresentaise como mais uma tentativa
de articulacdo entre as diferentes disciplinas que comp&em o curriculo, tendo por
justificativa a incapacidade dessas mesmas disciplinas de dar conta da realidade

social. A forma de articulagdo nao esta befindia, o que nos leva a imaginar que
dificilmente se efetivara no curriculo vivido das diferentes escolas do pais

Na pratica educacional, verificeae um significativo afastamento do corpo docente em
relacdo a diretriz proposta pelos Parametros CuanesiiNacionais (PCN) no que tange a
abordagem dos temas transversais. Tal distanciamemode ser atribuido, em grande parte,

a auséncia de uma formacdo adequada para os professores e a falta de uniformidade nas

interpretacdes e implementacdes realizadas pelas diferentes unidades escolares. Essa lacun:
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evidencia a necessidade de maior superbeientacdo aos educadores, de modo a garantir a
efetividade das diretrizes estabelecidas.

Segundo o Ministério da Educacao (MEC), os PCN foram concebidos com o propdsito
de aprimorar o conceito de curriculo, delineando linhas de acédo que permitarolas dsc
todo o territorio nacional promover uma maior uniformizac@ientro de limites previamente
definidosi dos conteldos disciplinares a serem trabalhados. Nesse sentido, 0 documento busca
orientar a construcao de um curriculo que, ao mesmo tempoesragpeita as especificidades
regionais e culturais, assegure uma base comum de conhecimentos, conforme explicitado no

seguinte trecho:

Os Parametros Curriculares Nacionais foram elaborados procurando, de um lado,
respeitar diversidades regionais, culisirgoliticas existentes no pais e, de outro,
considerar a necessidade de construir referéncias nacionais comuns ao processo
educativo em todas as regides brasileiras. Com isso, preterati@ar condi¢bes, nas
escolas, que permitam aos n0sSsOs jovenscEssa ao conjunto de conhecimentos
socialmente elaborados e reconhecidos como necessérios ao exercicio da cidadania.
[...] Esperamos que os Parametros sirvam de apoio as discussdes e ao
desenvolvimento do projeto educativo de sua escola, a reflexdo sqirédica
pedagodgica, ao planejamento de suas aulas, a andlise e sele¢cdo de materiais didaticos
e de recursos tecnolégicos e, em especial, que possam contribuir para sua formagéo e
atualizacéo profissional (Brasil, 1998, p. 5)

No ano de 2000, a Educacaaditeira foi enriquecida com a publicacdo dos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) pelo Ministério da Educacédo (MEC)
(Brasil, 2000). Assim como os PCN voltados para as etapas anteriores, os PCNEM
apresentaram uma proposta inovadigaeformulacao curricular, direcionada a ultima etapa
de formacdo da Educacgédo Basica. Este documento estruturou o conhecimento escolar em trés
grandes areas: Linguagens, Cdadigos e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias; eé&hcias Humanas e suas Tecnologias. No entanto, essas areas ndo devem
ser abordadas de maneira isolada; pelo contrario, a proposta curricular enfatizeetag#er
entre elas, buscando a construgdo do conhecimento por meio da interdisciplinaridade e da
contextualizacdo, como principios norteadores do processo de-apsemalizagem.

O PCNEM também reforga o papel fundamental do Ensino Médio como etapa final da
Educacéo Basica, cuja finalidade € promover a formacao integral do educando. Nesse sentido,
0 documento prioriza o desenvolvimento de valores, competéncias e habilidades que fomentem
a autonomia e o0 pensamento critico, preparando os estudantes ndo apenas para 0S niveis
posteriores de estudo, mas também para uma atuacao ética e responsavel nie.sBeieda
alcancar tais objetivos, a estrutura curricular foi organizada em torno de quatro eixos
fundamentais, que orientam as praticas pedagogicas: aprender a conhecer, aprender a fazer

aprender a viver e aprender a ser. Esses pilares refletem umagémnaepla de Educacéo,
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alinhada as demandas de um mundo em constante transformacdo e as competéncias que o
alunos dessa etapa precisam construir ao longo dos anos escolares.

Reconhecendo as rapidas mudancas sociais e tecnoldgicas que caracterizam a
contenporaneidade, o Ministério da Educacdo, por meio desse documento, destacou a
necessidade de preparar os jovens para lidar com os desafios de um mundo dinamico, no qual
0 conhecimento ndo € estatico, mas um processo continuo e integrador. Nesse contexto, 0
documento expressa os fundamentos que orientam essa visao educativa, conforme descrito no

seguinte trecho:
O volume de informagbes produzido em decorréncia das novas tecnologias é
constantemente superado, estabelecendo novos parametros para a formacéo dos
cidadaos. Nao se trata de acumular conhecimentos, mas de direcionar a formagéo do
aluno para a aquisicdo de conhecimentos basicos, a preparagdo cientifica e a
capacidade de utilizar as diferentes tecnologias relacionadas as areas de atuacéo. No
nivel do Enso Médio, propdese uma formacao geral, em contraposicao a formacéo
especifica, promovendo o desenvolvimento de capacidades como pesquisar, buscar
informacgbes, analiskas e selecionéas, além da habilidade de aprender, criar e
formular, em vez de limitase ao simples exercicio de memorizac¢éo (Brasil, 2000, p.
50).

Diante das transformacBes ocasionadas pela producdo massiva de informacfes
impulsionada pelas novas tecnologias, parece haver consenso entre 0s pesquisadores quanto .
necessidade de adaptagizs processos educacionais para atender a essas novas demandas.
Nesse contexto, cabe aos ambientes educativos, especialmente os voltados a Educacéo Basice
a responsabilidade de oferecer aos estudantes condi¢des para utilizar, de maneira consciente ¢
racional, os meios de producéo de conhecimento disponiveis. Essa perspectiva reafirma o papel
da escola como promotora de um aprendizado que prepare os alunos para enfrentar as
complexidades da sociedade contemporanea.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PGNn sua esséncia, buscavam integrar a
interdisciplinaridade como fundamento do processo de construcdo do conhecimento,
entendendo que a aprendizagem deve ser orientada para responder as demandas da vid:
contemporanea de forma contextualizada e signifecaf\o incorporar o termo "tecnologias”
as diversas areas do conhecimento, como em "Matematica e suas tecnologias”, os PCN
ampliaram o escopo do ensino, conectando o saber ndo apenas a compreensao abstrata, ma
também ao desenvolvimento de competénciasigas. Essa abordagem visava equipar 0s
educandos com habilidades que os capacitassem a analisar situacdes, avaliar riscos e aplicar
conhecimentos técnicos em contextos diversos, fortalecendo, assim, sua preparacédo para o

exercicio da cidadania e a atuac¢@® mercado de trabalho.
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No ambito especifico da Matematica no Ensino Médio, conforme delineado pelos PCN,
o aprendizado deveria ir além da énfase em procedimentos mecanicos ou da simples
memorizacdo de férmulas e conceitos. O objetivo era fomentar ureadggagem que
integrasse teoria e pratica, valorizando a capacidade de resolver problemas, interpretar dados e
aplicar o conhecimento matematico em situagBes concretas. Essa orientacdo reflete o
compromisso com a formacao de individuos aptos a atuarrgrenaritica e reflexiva em um
mundo marcado pela constante evolucao tecnoldgica e social, conforme-gerica
O desenvolvimento dos instrumentos matematicos de expressao e raciocinio, contudo,
ndo deve ser uma preocupacao exclusiva do profesddatenatica, mas sim das
guatro disciplinas cientifictecnolégicas, preferencialmente de forma coordenada,
permitindo que o aluno construa efetivamente as abstra¢cdes matematicas e evitando a
memoriza¢do indiscriminada de algoritmos, o que pode ser migjudio
aprendizado. A relevante presenca da Matematica no desenvolvimento de
competéncias essenciais, envolvendo habilidades de carater grafico, geométrico,

algébrico, estatistico e probabilistico, € claramente expressa nos objetivos
educacionais da Resgidio CNE/98 (Brasil, 2000, p. 9).

Nesse contexto, € relevante reconhecer que a formacédo do aluno ndo deve estar pautada
no desenvolvimento isolado de disciplinas, mas sim na integracao de diferentes saberes dentro
do ambiente escolar. Essa abordagem fonetidase no principio de que, na vida cotidiana, os
eventos nao ocorrem de maneira fragmentada, mas sim interligados em uma teia de relagbes
que demandam uma compreensao holistica. A interdisciplinaridade, assim, assume uma posi¢ao
de destaque nos ParanestiCurriculares Nacionais (PCN), evidenciaisgacomo um pilar de
extraordindria importancia para o processo educativo.

No ambito do Ensino Médio, etapa em que os conhecimentos abordados no Ensino
Fundamental devem ser aprofundados, a Matematica ocupaapeh ¢entral ao avancar
progressivamente em direcdo as abstracdes. Entretanto, tal avanco ndo deve ser realizado de
maneira abrupta ou desvinculada do aprendizado baseado em elementos concretos. E essencia
reconhecer que os alunos, ainda em processo a@uaetimento cognitivo, podem apresentar
dificuldades no desenvolvimento de habilidades como analise, construcdo de argumentos e
elaboracao de ideias consistentes.

A linguagem matematica, em sua riqueza e complexidade, oferece um conjunto de
instrumentos valiosos que capacitam o aluno a interpretar fenbmenos em outras areas do
conhecimento. Essa caracteristica confere a Matematica um carater transversal e
imprescindVel, que ndo apenas sustenta o desenvolvimento do pensamento logico e analitico,
mas também promove a interconexdo entre disciplinas, fortalecendo a formacéo integral do

educando. Dessa forma, a integracdo de saberes, a valorizacado da interdiscipliraoidade
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equilibrio entre o concreto e o abstrato configussEngomo estratégias indispensaveis para uma

Educacao que prepare o aluno para enfrentar os desafios do mundo contemporaneo, pois:

A Matemadtica, por sua universalidade de quantificacdo e expressémlioguagem,

portanto, ocupa uma posicao singular. No Ensino Médio, quando nas ciéncias torna
se essencial uma construcdo abstrata mais elaborada, os instrumentos matematicos sédo
especialmente importantes. Mas ndo é s6 nesse sentido que a Matematica é
fundamental. Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporanea,
da musica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das
engenharias as comunicacdes, em que a Matematica ndo compareca de maneira
insubstituivel paracodificar, ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas,
dosagens, coordenadas, tensdes, frequéncias e quantas outras variaveis houver (Brasil,
2000, p.9).

Historicamente, o papel do professor era centralizado na transmisséo de conhecimentos
para @& alunos, cabendo a estes o papel passivo de receptores das informac¢des. Contudo, na
contemporaneidade, o estudante passou a ocupar uma posi¢cdo mais ativa e protagonista em se!
processo de aprendizagem. Esse protagonismo permite que ele formule qupatfiesia
situacBes concretas, desenvolva modelos explicativos, empregue instrumentos de medicdo e
calculo, além de organizar informacgdes pertinentes para resolver problemas contextualizados.
Além disso, estimulse que o aluno construa hipéteses, conesatégias de resolucao,
analise criticamente os resultados obtidos e reflita sobre sua aplicabilidade em diferentes
contextos.

A presenca da Mateméatica como ferramenta indispensavel no cotidiano do individuo é
inquestionavel, abrangendo desde situagieaais até tomadas de decisdo mais complexas. A
utilizacdo de conceitos Matematicos permeia atividades cotidianas diversas, como a
organizacao do orcamento doméstico, o calculo da economia em compras utilizando promoc¢des
ou descontos progressivos, e agstimativa do consumo de combustivel em deslocamentos
regulares. Essas praticas evidenciam a aplicabilidade da Matematica em um amplo espectro de
acOes, demonstrando que seu aprendizado vai além do dominio técnico, configaremcho
uma competéncia emscial para a formacéo de cidadaos capazes de interagir de maneira critica
e autbhoma com o mundo que 0s cerca.

No que diz respeito ao carater instrumental da Matemética no Ensino Médio, ela deve
ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicastratégias para serem aplicadas

a outras areas do conhecimento, assim como para a atividade profissional. Ndo se trata
de os alunos possuirem muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de desenvolverem

a iniciativa e a seguranca para addpth a difererds contextos, usandis
adequadamente no momento oportuno (Brasil, 2000, p.9).

Podese observar que a natureza da competéncia a ser desenvolvida na formacéao do

discente ndo reside essencialmente na quantidade ou sofisticacdo das estratégias que est
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poss@, mas sim nas atitudes e na proatividade apresentadas ao lidar com as diversas situagoes
que se lhe apresentam. Dessa maneira, 0 conhecimento adquirido deve estar intrinsecamente
associado ao desenvolvimento de habilidades praticas e a ado¢cao deadadesas no uso

das ferramentas disponiveis para a resolucédo de problemas especificos. Considerando que a
Matematica constitui uma linguagem privilegiada para a expressao de significados e valores,
0s objetivos previstos nos Pardmetros Curriculares Naisigpara o Ensino Médio (PCNEM)

em relacdo a Matematica incluem, entre outros aspectos, a habilidade do estudante de se
expressar de maneira oral, escrita e grafica em contextos matematicos, além de valorizar a
precisdo da linguagem e a rigorosidade @msahstracfes matematicas (PCNEM, 2020, p. 42).

Dessa forma, enteng® que é fundamental que o professor demonstre uma
predisposicdo ativa para criar situacdes didaticas que permitam avaliar e estimular o
desenvolvimento dessas competéncias. Como o peesmttido foca no conhecimento
matematico no campo da Geometria Espacial, teeneelevante destacar que os PCNEM
incluem objetivos especificos para essa area, visando promover uma aprendizagem significativa
e duradoura. No entanto, tais objetivos ndo poder efetivamente alcancados se persistirem
praticas pedagodgicas pautadas predominantemente na aprendizagem por memorizacdo, em
detrimento da aprendizagem por construcdo de significados. Na abordagem baseada na
memorizacao, 0os conteldos sdo apresentadoforcha compartimentada, com exemplos
seguidos de exercicios repetitivos, enquanto na aprendizagem por significadoesghusea
integracdo coerente dos diversos componentes curriculares, proporcionando condicGes
concretas para a aplicacdo imediata dodeocimentos na resolucéo de situagireblema.

Ademais, a producéo de conhecimento significativo exige uma articulagéo efetiva de
ideias, na qual o papel do docente se revela como sendo de grande relevancia. O professor,
enquanto agente catalisadomadiéudes e decisdes, possui um impacto significativo na formacao
do pensamento critico e nas escolhas dos alunos, constisgneesim, em uma peca central
no processo educativo voltado para a construcdo de competéncias significativas e aplicaveis.
Acredta-se que 0 aluno sozinho seja capaz de construir as multiplas relagdes entre os conceitos
e formas de raciocinio envolvidas nos diversos conteudos; no entanto, o fracasso escolar e as
dificuldades dos alunos frente & Matematica mostram claramentea@unéadss verdade (Brasil,

2000, p.9).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) destacam, de
maneira inequivoca, a relevancia da contextualizacdo e da interdisciplinaridade no processo de
construgcédo do conhecimento. Essa énfase eddletecessidade de que os temas abordados no

ambiente educacional sejam explorados em sua maxima potencialidade, seja no interior de uma
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disciplina especifica ou em sua interacdo com outras disciplinas, tanto dentro da mesma area
do saber quanto em éaredstititas. Tal abordagem visa fomentar a compreenséo integrada e
significativa dos conteudos, promovendo a formacdo de um estudante mais preparado para os
desafios da vida contemporéanea.

Nesse sentido, o documento salienta a importancia da articulac@asatitrersas areas
de conhecimento, como Ciéncias da Natureza e Matematica, Linguagem e Codigos e Ciéncias
Humanas, de modo a evidenciar as conexdes que as disciplinas de cada area estabelecem entr
si. A interdisciplinaridade, nesse contexto, é concetmda um meio eficaz para a promocéao
de uma aprendizagem significativa, na qual os alunos possam identificar e compreender as
interrelagbes existentes entre diferentes saberes. Essa abordagem nao apenas enrigquece ¢
aprendizado, mas também potencializa dacabilidade dos conhecimentos em situacdes
concretas, contribuindo para o desenvolvimento integral do educando.

Por meio de tal perspectiva integradora, bisauperar a visdo fragmentada do
conhecimento, incentivando a percepcao de que os fendmenosdo real estdo interligados.

Assim, o papel da escola e do professor € estruturar praticas pedagdgicas que permitam aos
estudantes transitar entre diferentes areas de conhecimento, reconhecendo as interconexdes
aplicandeas de maneira contextualizadeetevante ao seu cotidiano. A representagédo visual
dessa articulacdo, frequentemente expressa por meio de diagramas ou esquemas, auxilia na
compreensdo das dindmicas existentes entre as areas e suas respectivas disciplinas,
evidenciando as multiplas possitlades de interacdo que enriquecem o processo de ensino e
aprendizagem, conforme mostra a Figura 1.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), a Geometria €
apresentada como uma ferramenta didatica e epistemoldgica de grand@riaigorcom
potencial para proporcionar ao aluno uma compreensdo mais aprofundada e significativa da
realidade que o circunda. Essa abordagem se fundamenta na ideia de que a Geometria, quandc
explorada de maneira sistematica e contextualizada, pode proném/apenas o dominio de
conceitos e propriedades geomeétricas, mas também o desenvolvimento de habilidades

indispensaveis para a formacao integral do individuo.
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Figura 171 Interacéo entre Areas de Conhecimento

Ciéncias da Natureza
e Matematica

Biologia
Fisica
Quimica
Matematica

investigagao
g compreensdo

Ciéncias Humanas

Linguagens e Cdadigos

Fonte: O autor, 2025.

Conformeexplicitado nos PCNEM:

Numa outra dire¢do, as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacéo l6gica e
de aplicacdo na busca de solugbes para problemas podem ser desenvolvidas com um
trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as foropeedades
geomeétricas na representacao e visualizacdo de partes do mundo que o cerca. [...] De
fato, perceber as relacdes entre as representacdes planas nos desenhos, mapas e na tela
do computador com os objetos que lhes deram origem, concebefaorovas planas

ou espaciais e suas propriedades a partir dessas representacdes sdo essenciais para a
leitura do mundo através dos olhos das outras ciéncias, em especial a Fisica (Brasil,
2000, p. 44).

O trecho imediatamente anterior refor¢ca a nocado da gkeometria se torna um meio
pelo qual o aluno pode utilizar formas e propriedades geométricas para representar e visualizar
aspectos concretos e abstratos do ambiente em que vive, contribuindo para a construgao de ume
percepcdo mais estruturada e artidalada realidade. Além disso, ao correlacionar
representacdes bidimensionais, como desenhos, mapas e telas de computador, com objetos
tridimensionais, a Geometria apoia a compreensao de outras ciéncias, especialmente a Fisica.
Essa abordagem nédo apenas &g possibilidades de concepcéo e criagdo de novas formas,
planos e estruturas, mas também promove um aprendizado que transcende a memorizacao e st
alinha a formacao de um pensamento critico e inovador.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Endédio (PCNEM) evidenciam de
forma explicita a imprescindibilidade de uma formagéo adequada e continua dos professores,

fator essencial para a efetiva implementagcdo de um curriculo que propde uma renovagao
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significativa nos caminhos percorridos pela fornoegi&cente nesta etapa da Educacgéo Basica.
Reconhecese que, em um contexto marcado por um desencontro entre 0s avangos cientificos,
tecnoldgicos e culturais, por um lado, e o desenvolvimento educacional, por outro, ndo é
possivel negligenciar a formac&ermanente do professor, principal mediador no processo de
ensino e aprendizagem.

Como desdobramento e aprofundamento das diretrizes ja estabelecidas pelos PCNEM,
foram publicados, em 2002, os PCN+EM, que introduzem reflexdes acerca de um novo papel
a ser ésempenhado pelas instituicbes escolares. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
e, com maior énfase, os PCN+ destacam a importancia de que a escola amplie seus objetivos,
transcendendo a mera apropriacao de contetdos disciplinares isolados. Nekseadetsm
a concepcdo de competéncias como elemento central, mesmo que esse conceito permita
interpretacdes diversas. A integracdo entre competéncias e conteudos € apresentada como umz
inovagao relevante introduzida pelos documentos curriculares, ssnatforada com base nos
temas que orientam e organizam o curriculo (Ricardo e Zylbersztajn, 2016).

Dessa forma, os PCN+EM reforcam a necessidade de repensar a escola como um espaco
de articulacdo ndo apenas de conteudos tradicionais, mas também de coaspeidn
favorecam o desenvolvimento integral do aluno. Essa articulagdo entre competéncias e
contetdos é, sem duavida, uma inovacdo proposta pelos documentos curriculares, e sua
efetivacdo depende de forma indissociavel da atuacdo qualificada e reflexipeotéssores.

Para que essa inovacao se materialize, teenenperativo que o professor seja continuamente
preparado para interpretar e aplicar essas diretrizes de maneira contextualizada e eficiente,
promovendo a integragdo entre os temas estrutusadoaeformacao de individuos criticos e
preparados para os desafios contemporaneos.

Ainda nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), sao
evidenciadas propostas que visam a implementagcdo de um novo modelo de avaliagdo. Dado
gue os mddos de ensino e aprendizagem passaram por modificacdes significativas, ndo ha
justificativa para a manutencdo dos meétodos tradicionais de avaliagdo, os quais se limitam a
estabelecer critérios baseados em notas periddicas langadas no diario de dessmriexto,

é crucial observar que a avaliagdo ndo deve se restringir a uma Unica prova isolada, visto que
ela deve ser encarada como um processo continuo e orientador da pratica pedagogica. Como
parte integrante do processo de aprendizagem, a avatiagaancluir registros detalhados e
comentarios sobre a producéo tanto coletiva quanto individual do conhecimento, o que implica
gue ela ndo deve ser tratada como um procedimento imposto aos alunos, mas como um processc

colaborativo que envolva sua pamgacao ativa (Brasil, 2000, p. 44).
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Além disso, é importante destacar que o0 Ensino Médio deixou de ser,
predominantemente, uma mera porta de acesso ao Ensino Superior, uma vez que a maioria dos
estudantes dessa etapa educacional busca, antes de tudo alifitagfio mais abrangente,
voltada tanto para a vida cotidiana quanto para o mercado de trabalho. Portanto, aprimorar a
escola para que atenda adequadamente a esse licsignifica contribuir de maneira
significativa para o desenvolvimento pessoaprefissional dos alunos. No campo da
Matematica, a resolucdo de problemas se constitui como um elemento essencial para o
desenvolvimento do raciocinio logico e para a aquisicdo de habilidades no uso de instrumentos
caracteristicos da disciplina, como aris e teoremas. Nesse sentido, ao tratar dos conceitos
de conhecimento e competéncia, os PCN+ para o Ensino Médio deixam claro que essas duas
dimensdes ndo sdo opostas, mas podem, e devem, ser integradas e trabalhadas de formz
conjunta na formacgéo do alunespecialmente nesta Ultima etapa da Educacéo Basica. Como
afirmado nos documentos, a abordagem dessas duas dimensdes em conjunto é fundamental par:
o desenvolvimento pleno do educando.

Embora a implementacdo de novas abordagens pedagdgicas seja fualdagnent
relevante ressaltar que a elimina-«o0o de exe
ou Aresolva. ..o, nNn«o se mostra apropriada,
significativo no aprendizado das técnicas e propriedades funtdEmekntretanto, é
imprescindivel reconhecer que, por si sO, esses exercicios ndo sdo suficientes para preparar os
alunos, tanto para a continuidade de seus estudos, quanto para o desenvolvimento de uma Visac
de mundo abrangente, o0 u ainda, para suaratég plena no contexto social e no mercado de
trabalho (Brasil, 2002, p. 110). Dessa forma, é possivel afirmar que, apesar de sua importancia,
a limitacdo de um ensino focado unicamente na resolucao de exercicios ndo proporciona, por
si sO, uma formacgaamtegral do aluno, sendo necessaria a incorporacdo de abordagens mais
amplas que favoregcam seu desenvolvimento como cidadéo e profissional.

A luz dessas consideracées, psdéebservar que os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) representaram um avanggngicativo ao procurar padronizar e direcionar a qualidade
do ensino no Brasil, alinhando a educacdo do pais a um conjunto comum de diretrizes. No
entanto, a implementacgéo efetiva desses parametros se depara com uma série de desafios, o
quais incluem, ietre outros, a caréncia de professores qualificados no ensino publico, a auséncia
de programas de formacéo continuada para os educadores e a deficiéncia de infraestrutura nas
escolas, o que compromete as condicfes necessarias para o desenvolvimenigadesativ
pedagogicas produtivas, que, por sua vez, SAo essenciais para garantir uma aprendizagem

verdadeiramente significativa. Além disso, € necessario compreender que, em uma sociedade
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dindmica e em constante transformacéo, a educacgao precisa evolumederoancomitante
aos movimentos sociais, culturais e econdmicos, a fim de atender as demandas e necessidade:
emergentes de seus componentes.

Com esse objetivo, foram instituidos diversos foruns de discussédo em distintas regides
do pais, nos quais buscas@ encontrar novas solu¢des para o problema da diversidade de
curriculos que ainda persiste nos sistemas educacionais do Brasil. Esse processo de debate
reflex&o inicial constituiu o embrido da Base Nacional Curricular Comum (BNCC), um marco
importanteque sera analisado com maior profundidade na préxima secao deste estudo. Assim,
podese perceber que, ao longo do tempo, as diretrizes curriculares do pais vém se adaptando
as novas exigéncias educacionais, buscando sempre promover uma educacao de qualidad
equidade para todos os estudantes, independente das diferencas regionais e socioecondmicas.

A publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) representou, sem duvida,
um esforgo significativo para o aprimoramento da educacao no Brasil. Nmegtamportante
reconhecer que tal iniciativa ndo se configurou como a solucédo definitiva para todos o0s
problemas enfrentados pelo sistema educacional brasileiro. Isso se deve, em parte, ao fato de
que, em algumas situacdes, a implementacdo desses pasargetou consequéncias
indesejadas nas praticas pedagoégicas de determinados profissionais. Tais consequéncias, muita:
vezes, resultaram em comportamentos que contrariam 0s principios éticos fundamentais da
profissdo docente. Conforme aponta Moreira (19896grsos estudos evidenciam a utilizacao
de artificios por parte dos educadores, os quais, em defesa de suas proprias praticas, acaban
por se concentrar mais no treinamento técnico de seus alunos, com o objetivo de garantir o
cumprimento dos requisitos igidos pelos testes de avaliagdo. A pressao para obter bons
resultados nas avaliagdes acaba por redirecionar o foco da formacéo para aspectos superficiais
e quantificaveis, como a simples execucdo de tarefas mecéanicas, em detrimento de um
aprendizado maigrofundo e reflexivo. Em alguns casos, a busca por resultados rapidos leva
alguns docentes a adotarem comportamentos que, embora possam parecer eficazes em curtc
prazo, configuram praticas avaliativas pouco éticas, como a manipulacéo de resultados para
gamntir notas mais altas (Moreira, 1996, p. 6).

Esse cenario evidencia que, embora os PCN representem um avanco significativo, ainda
h& uma grande necessidade de aperfeicoamento no campo educacional, no que tange a formaca
e préatica dos educadores. Issaeftete ndo apenas na implementacédo de novos modelos de
avaliagdo e de ensino, mas também na constru¢do de uma cultura educacional mais ética e
comprometida com o desenvolvimento integral do aluno. Os desvios de procedimento

identificados nas praticas pepayicas de alguns professores, ao priorizarem a adequacao aos
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testes e ndo a formacéo plena das competéncias e habilidades dos alunos, indicam a urgéncie
de se repensar a maneira como 0s objetivos educacionais séo perseguidos. Assim, 0 processc
de evolucdoda Educacdo brasileira exige ndo apenas a aplicacdo de novos parametros
curriculares, mas também uma reflexéo profunda sobre os métodos pedagdgicos e as avaliagdes.
com vistas a garantir que o desenvolvimento do aluno seja realmente significativo e ético.

A BNCC, resultado de amplos debates realizados em diversos foruns representativos da
sociedade brasileira, foi concebida com o proposito de estabelecer diretrizes sobre o que deve
ser ensinado nas instituices de ensino durante a Educacao Basiesfdtste culminou na
aprovacao e homologacdo da BNCC para a Educacéo Infantil e o Ensino Fundamental em
dezembro de 2017, e, posteriormente, para o Ensino Médio em dezembro de 2018 (Brasil,
2019). Dessa forma, foram consolidados documentos que oferecenefenr@acia unificada
para definir os objetivos de aprendizagem a serem alcancados em cada etapa da Educacac
Bésica, eliminando, assim, a diversidade de modelos educacionais que antes existia sem uma
base comum de aprendizagem.

Dado que este estudo@mcentra na analise da Geometria Espacial, cuja abordagem se
intensifica no Ensino Médio, a BNCC desse nivel de ensino sera o objeto principal de atencao.
A Base Nacional Comum Curricular para o Ensino Médio esta organizada em quatro grandes
areas do cordtimento: Linguagens e suas Tecnologias; Mateméatica e suas Tecnologias;
Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias; e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. Essas area
por sua vez, sdo estruturadas em competéncias que, de maneira articulada, visam atender as
aprendizagens essenciais que caracterizam o Ensino Médio como a etapa final da Educacao
Basica.

No desdobramento dessas competéncias, encoptranabilidades especificas que
definem as aprendizagens minimas indispenséaveis a formacao integral do edassart¢apa.

Tendo em vista que este trabalho propde investigar a aplicacdo de Geometria Dindmica e
Visualizagdo Geométrica no desenvolvimento de habilidades relacionadas a Geometria
Espacial, sera dada énfase as competéncias que abarcam esse temmaesrdeifas
Competéncias Especificas 2, 3 e 5, conforme descritas na BNCC. Essas competéncias serdo
analisadas de forma detalhada, considerando suasrel#edes com o0s objetivos de
aprendizagem e a potencial contribuicdo dos materiais manipulaveiscesgy de ensino
aprendizagem da Matematica no Ensino Médio.

A Competéncia Especifica 2, delineada na Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
para o Ensino Médio, apresersta de forma a enfatizar a necessidade de os estudantes

desenvolverem a capacidadeiderpretar, analisar e representar fendbmenos e situacées do
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cotidiano utilizando diferentes linguagens matematicas. Essas linguagens abrangem, de modo
amplo, ferramentas como graficos, tabelas, formulas, diagramas, esquemas e representacdes
geomeétricas,endo este Ultimo um aspecto que conecta diretamente a referida competéncia a
Geometria Espacial. A abordagem desta competéncia visa, portanto, estimular a construcéo de
um raciocinio matemético sélido, ancorado em uma multiplicidade de formas de exguessao
permitam ao aluno compreender, comunicar e resolver situagdes diversas, associando teoria e
pratica de forma integrada, apresentasdala seguinte forma:

Articular conhecimentos matematicos ao propor efou participar de agbes para

investigar desafiodo mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente

responsaveis com base na analise de problemas de urgéncia social, como os voltados

a situacBes de salde, sustentabilidade, das implicagées da tecnologia no mundo do

trabalho, entre outros, recermdo a conceitos, procedimentos e linguagens préprios
da Matematica (Brasil, 2018, p. 526).

Tal competéncia esta pautada na proposta de aplicacdo pratica e integrada dos
conhecimentos adquiridos, englobando conceitos, linguagens e procedimentos espcifico
Matematica, construidos ao longo dessa etapa da Educacéo Basica. Através de uma abordagen
estruturada, busese que tais conhecimentos sejam utilizados em acdes planejadas, seja de
forma individual ou colaborativa, com o objetivo de enfrentar e smiacproblemas concretos.

Nesse contexto, enfatiz@® a importancia de fomentar o didlogo entre os estudantes,
incentivando a troca de ideias, intervencdes dialdégicas e a apresentacdo de argumentos
embasados, que conduzam a formulacao de respostas &tciamente responsaveis.

Dessa maneira, a competéncia em questdo desempenha um papel fundamental no
processo de engajamento social do aluno, habilitanctomo cidad&o ativo e consciente, apto
a agir em diferentes situacfes e contextos. Tal desenvoleiméo apenas contribui para a
ampliacdo de sua capacidade de interpretar e compreender a realidade que o cerca, mas tambér
fortalece a percepcdo de que a Matematica transcende seu carater disciplinar tradicional,
assumindo um papel instrumental significatna solucao de problemas reais. Exemplos disso
podem ser observados em areas como saude, sustentabilidade e outras esferas que demandal
uma analise matematica criteriosa para a construcao de respostas e a¢fes adequadas.

Com o proposito de alcancar taidlidade, evidenctgae que o elemento especifico da
Matematica, que se configura como ferramenta essencial no contexto da Geometria Espacial,
encontrase devidamente delineado na habilidg8&13MAT201) Propor acdes comunitarias,
como as voltadas aos ks de moradia dos estudantes, dentre outras, envolvendo célculos das
medidas de area, de volume, de capacidade ou de massa, adequados as demandas da regié
(Brasil, 2018, p. 526).
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O dominio da anteriormente referida habilidade, por sua vez, transcemdbito &
puramente académico ao fomentar uma integracdo efetiva e responsavel do estudante na
comunidade em que esta inserido. Tal processo resulta na aplicacao pratica e significativa dos
conhecimentos matematicos adquiridos em sala de aula, direcionadosdades que
promovem melhorias no ambiente em que o aluno reside. Dessa forma, o aprendizado
ultrapassa os limites do espaco escolar, estabelecendo uma conexao produtiva entre o saber
tedrico e sua utilidade no cotidiano, evidenciando o valor do trab@ilaborativo na
construcdo de solugdes reais. Ademais, essa dinamica de ensino e aprendizagem ndo apena
valoriza o conhecimento adquirido, mas também exerce um papel essencial na elevacdo da
autoestima do discente, ao proporcieln@ a oportunidade deootribuir ativamente para o
bemestar de sua comunidade (veja Quadro 2).

Ja a Competéncia Especifica 3, estabelecida na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para o Ensino Médio, busca ressaltar a importancia do desenvolvimento de habilidades
que possibilitem aos estudantes a proposicao e a execucdo de acles voltadas a resolucao de
problemas complexos presentes na sociedade, com uma énfase particular na aplicacdo dos
conhecimentos matematicos em contextos sociais e comunitarios. A competéneiagakmej
os alunos possam, de forma ética e responsavel, utilizar os conceitos, as técnicas e 0s
procedimentos da Matematica, integraidoao processo de tomada de decisdes que envolvem
questdes relevantes, como as que se referem a saude, sustentabibdadenpactos da
tecnologia no mundo do trabalho. Além disso, essa competéncia propde o engajamento do
estudante na analise critica de situacdes reais, estimulando sua atuacdo como cidadao capaz d
influenciar e modificar a realidade que o cerca, por meiond trabalho coletivo que envolva
a Matematica como ferramenta essencial para a compreenséao e solucédo de desafios concretos

da vida cotidiana

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus dampos
Aritmética, AlgebraGrandezas e ktidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica

para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucdes propostas, de
modo a construir argumentacédo consistéBtasil ,2018, p.527)
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Quadro 27 Analise Curricular (EM13MAT201)

EM13MAT201

Propor ou participar de a »es adequadas s demandas da regi«o, preferencidmente
para sua comunidade, envolvendo medi-»es e c8culos de perametro, de &ea, de
volume, de cgpacidade ou de massa

Habilidade

Essa habilidade redireciona o foco dos conceitos de medi-«o, antes centrados em si
mesmos, para sua aplica«o pr&ica na resolu-«o de problemas vinculados a
demandas especicas, identificadas pelo estudante ou peo grupo ao qua pertence.
Os c8culos de perdmetro, 8rea, volume, capacidade e massa tornam-se instrumentos
transformadores da redidade locd, incorporando, de forma integrada, aspectos
sociais e anbientais relevantes ™ comunidade.

ComentS8rio

Geometria m@rica: conceitos e procedimentos. Sistema m@rico decima e unidades

Obj etos do conhecimento o .
n«o convencionais. Fun-»es, f- rmulas e express»es ag®ricas

Compreender diferentes m&odos para cacular o perdmetro de espa- 0s produtivos ou
terrenos voltados @ mangio agricola Utilizar composi-« e decomposi-«o de
figuras geom@®ricas para cdcular &ess de cultivo, desmatamento ou preserva-«o,
com base em imagens obtidas na internet. Resolver problemas locais que envolvam
per?metro, §ea, volume, capacidade ou massa. Avdiar arda «o entre &ea e volume
interno de embalagens para armazenamento. Escolher unidades de capacidade
adequadas paramedir situa-»es como irriga- «o, 2ndices pluviom®ricos e desperd?cio
de §ua Propor iniciativas de reciclagem, reutiliza-«o ou reparo, considerando a
produ-«o de lixo na comunidade, entulhos de obras e descarte de res’duos
eletrt nicos.

Exemplo de obj etivos de aprendizagem

Essa compet®ncia, a0 prever a produ-«o de algo por parte do estudante & seade
forma individua ou colaborativa d , posiciona a Matem&ica como uma ferramenta
essencid, com seus procedimentos e linguagem, interagindo com outros
componentes curriculares. A proposta de a»es que envolvem os objetos de
conhecimento mencionados sugere a ado-«0 de metodologias ativas, como a
execu-« de projetos. A escolha dos temas, feita peos pr- prios dunos, pode
abranger a diversidade de redidades, contextos e culturas do Brasil. Um projeto
Possbilidades para o curr2culo significativo para os jovens certamente envolve uma questo inicid que se
transforma em um problemareevante, passando por etapas de pesquisa em diversas
fontes, organiza-«o de dados e suarepresenta- «o. Durante o desenvolvimento dessa
habilidade, pode surgir a necessidade de modelos matem&icos para resolver
problemas antes desconhecidos, o que contribui para o letramento matem&ico do
estudante. Essa compet®ncia se dinha ™ Compet°ncia Gerd 1 da BNCC, pois o
conhecimento historicamente produzido possibilita a0 estudante compreender e
explicar situa-»es em conson@cia com Seus interesses e motiva »€s.

Fonte: O autor, 2025.

O desenvolvimento da Competéncia Especifica 3 requer que o aluno ndo apenas domine
0s conceitos fundamentais presentes nos campos da Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas,
Geometria, Probabilidade e Estatistica, mas também que seja capaz dospbBchaneira
eficaz nos procedimentos necessarios a resolucéo de problemas. Contudo, é importante destacal
que o alcance desta competéncia vai além da simples resolucdo de problemas, pois envolve a
construcdo de modelos matematicos que representem situap@estas. Para tanto, fae
necessario que o aluno, ao longo do processo de modelagem e resohlis®oe valide os
resultados obtidos, reconhecendo que nem sempre as solucdes iniciais serdo adequadas ot

precisas. Esse processo de andlise, frequenteyaavolve a aplicacdo de uma abordagem de
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tentativas e erros, o que, por sua vez, exige que o estudante adote uma postura reflexiva,
avaliando e discutindo as estratégias empregadas, promovendo assim um ciclo de aprendizagem
continuo que favorece o aponamento das suas habilidades matematicas e do seu raciocinio
l6gico, enunciandse da seguinte form(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que
envolvem o calculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos
(cilindro e cone)em situacbes reais, como o célculo do gasto de material para forracdes ou
pinturas de objetos cujos formatos sejam composicfes dos solidos estudados (Brasil, 2018, p.
529).

Para o desenvolvimento pleno dessa habilidade, € de grande importancia quenteestuda
adquira e se aproprie dos conceitos e dos instrumentos matematicos disponiveis no campo da
Geometria, os quais devem ser alicercados nos elementos que foram inicialmente abordados
nos anos finais do Ensino Fundamental. A partir dessa base teériga;sespee o aluno
consiga aplicar tais conhecimentos em contextos praticos e reais, evidenciando a relevancia da
Matematica no cotidiano. Nesse sentido, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) busca,
de maneira explicita, integrar o aprendizado matemadticealidade vivida pelos alunos,
superando a concepcdo de uma Matematica excessivamente tedrica, desvinculada das
necessidades e desafios do seu dia a dia. Ao aproximar o processo de aprendizagem da pratice
cotidiana, a BNCC contribui significativamentea@a desenvolvimento de uma aprendizagem
gue se caracteriza como significativa, permitindo ao aluno perceber a utilidade do que aprende
no seu contexto social e no mundo que o cg@aadro 371 Andlise Curricular
(EM13MAT309).

A Competéncia Especifica ®stabelecida pela Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para o Ensino Médio, se apresenta de maneira a ressaltar a importancia de os
estudantes utilizarem estratégias matematicas eficazes no processo de resolucdo de problema:
gue envolvem questbes pratiahs cotidiano. A proposta dessa competéncia ndo se limita a
mera aplicacéo de calculos ou técnicas isoladas, mas se estende ao desenvolvimento de ume
capacidade analitica, critica e reflexiva que permita ao aluno, de maneira articulada e
estruturada, intpretar e construir modelos mateméaticos que reflitam situagbes reais e
complexas. Assim, essa competéncia incita a utilizagdo de conceitos e procedimentos que
abrangem os diversos campos da Matematica, como a Aritmética, a Algebra, a Geometria, entre
outros visando, inclusive, a analise da plausibilidade e adequacdo dos resultados obtidos. O
ensino, nesse sentido, tors@um processo integrador, que vai além da resolucdo de problemas
isolados, promovendo o desenvolvimento de um raciocinio lo6gico e argiivebnsistente

capaz de proporcionar solu¢cdes adequadas e éticas, aplicaveis a desafios do cotidiano.
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Quadro 3i Analise Curricular (EM13MAT309)

Habilidade

EM13MAT309

Resolver e daborar problemas que envolvem o c8culo de §ress totais e de volumes
de prismas, pir@nides e corpos redondos em situa »es reais (como o c8culo do
gasto de materid para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sgjam
composi-»es dos s- lidos estudados), com ou sem gpoio de tecnologias digitais.

ComentS8rio

Essa compet®ncia aborda a Geometria M@rica aplicada aos s- lidos geom@ricos,
focando no c8culo de suas §ess e volumes. No Ensino M@&ilio, a Geometria
Espacid passa a integrar erelacionar as propriedades e caracter3sticas dos poliedros
e corpos redondos. Embora essa habilidade tenha uma abordagem pr&ica bastante
marcante, ® undamenta considerar 0s processos cognitivos envolvidos na resolu-«o
de problemas dessa &ea. O estudante deve ser capaz de associar situa »es cotidianas
a representa-»es geom@ricas, construir modelos adequados e gplicar m®odos de
c8culo paracaractersticas desses s: lidos, afim deresolver eanalisar os problemas
propostos.

Obj etos do conhecimento

Geometria M@rica: poliedros e corpos redondos. Creatotd e volume de prismas,
pir@nides e corpos redondos.

Exemplo de objetivos de aprendizagem

Determinar o volume de poliedros e corpos redondos em contextos pr&icos, como
no c8culo da cepacidade de embalagens e recipientes. Empregar t®&nicas de
decomposi-«0 ou composi-«o de s- lidos mais simples para cacular volumes, por
exemplo, ao cacular a capacidade de um copo descartSve (tronco de cone) ou o
volume de materiais necess&ios para construir um redutor de velocidade (quebra-
molas) (tronco de pir@nide). Estimar a quantidade de materia necess§io para cobrir
(8eq) objetos ou embadagens compostos por pates semehantes a s lidos
geom@®ricos (prismas, pir@nides e corpos redondos). Aplicar as propriedades
geom@ricas de figuras planas e espaciais em situa-»es reais, envolvendo o c8culo
de &eas e volumes de s:lidos inscritos ou circunscritos. Criar problemas que
envolvam representa:- »es de s- lidos geom®ricos €/ou o c8culo de §eas evolumes
de prismas, pir@nides e corpos redondos.

Possbilidades para o curr2culo

Esta habilidade aborda duas principais aplica »es dos s- lidos geom®ricos no Ensino
M@®lio. A primeiraconecta-se s Artes, por meio dacria-«o de maquetes, modelos e
esculturas utilizando s: lidos geom@ricos, o que favorece a visudiza «o e aplica «0
dos conceitos. A segunda se foca na prepara-«0 para 0 mercado de trabaho, ao
propor situa-»es-problema em que ® necess&rio otimizar recursos na fabrica-«o de
embaagens, recipientes, containers, silos, entre outros. Em ambos os casos, @
essencia o c8culo preciso da &ea e do volume dos objetos. O uso de tecnologias,
como softwares gr&ficos e impressoras 3D, potencidiza o desenvolvimento dessa
habilidade, ampliando as op- »es de aprendizagem. A formula: «o de problemas pelos
estudantes, em contextos reais, estimula o desenvolvimento da comunica«0
maem&ica e a an8ise crdica das solu-»es, sendo fundamentd paa o
gprofundamento do conhecimento.

Dessa maneira, a Competéncia 5 objetiva a formacao de cidadaos que saibam aplicar os
conhecimentos matematicos de maneira contextualizada e responsavel, ampliando a

compreensao do mundo e as possibilidades de a¢éo do aluno dentro de uma sociedade dindmice

Fonte: O autor, 2025.

e multifacetada, elucidaneke da seguinte maneira:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando recursos e estratégias como observacdo de padrdes,
experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstrago cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas (Brasil,

2018, p. 532).
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A manifestacdo dessa competéncia pode ser evidenciada por meio da realizagéo de
experiéncias que permitam ao estudante observar fendmenos, seguidas de investigagbes e
explicacdes fundamentadas em argumentos devidamente elaborados, que justifiguem suas
observacdes ou, alternativamente, em contraexemplos que refutem as proposi¢des iniciais.
Sempre que possivel, essas observacdes devem ser formalizadas em proposi¢céasamnatemat
passiveis de demonstracao, traduzindo os fendmenos observados para a linguagem rigorosa €
precisa da Matematica. Nesse contexto, o uso de materiais manipulaveisseeuveta
estratégia pedagdgica eficaz, como, por exemplo, na utilizacdo de sélidostgeos para a
determinacdo da massa de um corpo imerso em um liquido, desde que a densidade da substanci
constitutiva seja conhecida.

Além disso, é fundamental ressaltar que o desenvolvimento dessa competéncia conduz
o aluno a compreender que, embokdadematica pertenca ao dominio das ciéncias exatas, hao
esta imune a equivocos em sua formulacdo, especialmente quando aplicada como instrumento
para explorar a realidade. Esse reconhecimento é vital para que o estudante perceba que, por
ser manipulada &plicada por seres humanos, a Matematica pode, ocasionalmente, estar sujeita
a falhas, reforcando a necessidade de uma postura critica e reflexiva em relacdo ao seu uso.

No que tange & Geometria Espacial, o item associado ao desenvolvimento dessa
competén@ encontrase expresso na habilidade EM13MAT504, que propde: "Investigar
processos de obtencé&o da medida do volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo
o principio de Cavalieri, para a obtencdo das formulas de calculo da medida do vasase de
figuras" (Brasil, 2019, p. 533). Essa habilidade, em sua esséncia, promove uma inversao da
pratica tradicional em sala de aula, que frequentemente se limita a entrega de férmulas prontas
ou, N0 maximo, a exposicao de suas deducbes no quadro. Coabestagem, o aluno é
encorajado a propor métodos proprios para a obtencao das expressdes mateméticas, explorando
sempre que possivel, materiais concretos ou tecnologias apropriadas, como o uso de softwares
educacionais (Quadro 4).

Neste capitulo, foi remlada uma analise histérica e normativa da implementacdo do
processo educacional no Brasil, iniciando na era colonial, atravessando o periodo imperial e
alcancando a contemporaneidade, com destaque para a LDB, os PCN e a BNCC. Com base
nessa analise, destaamse as competéncias e habilidades que se relacionam diretamente aos
elementos de Geometria Espacial. No capitulo seguinte, apreseatguns conceitos de

Geometria Espacial necessarios para o desenvolvimento desteotrabalh
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Quadro 47 Analise Curricular (EM13MAT504)

Habilidade

EM13MAT504

Investigar processos de obten-«o da medida do volume de prismas, pir@nides,
cilindros e cones, incluindo o princ®io de Cavdieri, paraaobten-«o das f- rmulas de
c8culo damedidado volume dessas figuras.

ComentS&rio

Essa habilidade refere-se a0 estudo dos processos para o c8culo de volume de
s- lidos geom@ricos. O trabalho envolvendo o c8culo de volume come-a nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamenta e, de acordo com a BNCC, se desenvolve de
maneira progressiva a® culminar no aprimoramento dessa habilidade. A
compreens«o intuitivalexperimenta do Princ®pio de Cavdieri ®a base para o c8culo
do volume desses s- lidos, ou sgja, apartir daobserva «o e anglise de moddos eda
compara-«0 de suas caracterssticas, 0 estudante poder§ generdizar o processo de
obten-«0 do c8culo de volume para cada tipo de s-lido. Nesse contexto, a
experimentar «o/explora- «o precede a sistematiza- «o dos procedimentos de c8culo €
aresolu-<«o de problemas, conforme previsto em EM3MAT309.

Obj etos do conhecimento

Estudo dos s: lidos geom@ricos, como prismas, pir@nides, cilindros e cones, e o
c8culo de seus volumes.

Exemplo de objetivos de aprendizagem

Verificar que as se-»es pardelas * base de um prisma s« congruentes entre si por
meio da manipula-«o de materiais variados, como blocos de papel, peda-os de
papel«o ou cartas de baraho. Redlizar compara-»es de volumes entre modelos de
prismas retos e pir@nides retas com a mesma dtura e Srea de base, utilizando
materiais de preenchimento, como serragem, sementes, areia fina e §gua, para
visudiza «o prética. Estabelecer uma compara: «o entre o volume interno de cones e
clindros de mesma base e dtura, novamente utilizando diferentes materiais de
preenchimento. Desenvolver express»es ag®ricas que representem o volume de
s-lidos geom@®ricos como prismas, pir@nides, cilindros e cones, com base na
f- rmula do volume de um para el ep?pedo.

Possibilidades para o curr2culo

Uma abordagem para o desenvolvimento dessa compet®ncia envolve a aplica-«o da
geometria pr&ica por meio da constru-«o de modelos alg®yricos para determinar o
volume de s lidos geom@ricos. O Princpio de Cavdieri pode ser deduzido de
forma informal pelo duno ao observar e comparar 0 volume de um s:lido ao
modificar a disposi-«0 de suas se-»es transversas. £ fundamental ressdtar que n«o
s« 0s objetos em si que facilitam o aprendizado, mas a reflex«o sobre seus
volumes, que s«o entendidos como a medida do espa-0 que ocupam. Ao redizar
compara-»es entre as caracterssticas dos s- lidos geom®ricos, 0 duno vivencia o
processo de constru-«o do conceito e se gpropria desse conhecimento, aplicando-o
de forma aut! noma Durante o processo investigaivo, o estudante evolui de um
mero utilizador de f- rmulas para um verdadeiro criador das express»es ag®ricas
gue determinam os c8 culos de volume.

Fonte: O autor, 2025.



43

3 ALGUNS TOPICOS DE GEOMETRIA ESPACIAL

Este capitulo tem por objetivo explorar os seguintes topicos de Geometria Espacial:
projecdes ortogonais, solidos de revolugcédo e truncamento de sélidos. O estudo realizado nas
proximas subsecdes esta baseado em Lira (2020); Biodd€2013) e Carvalho @99), obras
estas que podem ser consultadas para maiores esclarecimentos.

Pontos, retas e planos séo conceitos primitivos que nédo tém uma definicdo, mas podem
ser representados geometricamente. Para tais conceitos é adotada a seguinte notacao:

U Pontos letras mailsculas, como A, B, X, Y;
U Retas letras mindsculas, comor, s, t;

U Planos letras gregas, comd b, O .

3.1 Axiomas

Abaixo, enuncisse alguns Axiomas que embasam a teoria de Geometria Espacial.

Axioma 1. Em qualquer reta no espaco, é possivaitifiear-se tanto pontos que estao
localizados sobre a reta quanto pontos que estao fora dela.

Axioma 2. para quaisquer dois pontos distintos que sejam escolhidos no espaco
tridimensional, existe exatamente uma reta Unica que pode ser tracada, passasses dois

pontos simultaneamente.

A reta que passa pelos pontos A e B é indicada pela nota@fpa qual a seta sobre
as letras A e B simboliza que se trata de uma reta continua que passa por estes dois pontos.
Quando se trata de usegmento de red, que € a parte da reta limitada pelos pontos A e B,
utiliza-se a notacdd @ onde o traco horizontal sobre as letras indica que é uma porcao finita
da reta, ou seja, um segmento que comeca em A e termina em B.
Por fim, asemirreta € uma parte da retaug tem um ponto de origem, mas se estende

infinitamente em uma dire¢&o. A notagao para semirreta que comecga no ponto A e passa por B

0 8 em que a seta sobre as letras indica que a reta se estende infinitamente a partir do ponto A,

passando por B, confomilustra a Figura 2.
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Figura 21 Reta, Semirreta e Segmento de Reta

Reta — Infinita nos dois extremos

Semirreta — Infinita em um extremo e limitada no outro

-

Segmento de reta — Limitada nos dois extremos.

Fonte: O autor, 2025.

Axioma 3. Em qualquer conjunto de trés pontos que ndo sejam colineares;sgefiee
forma Unica um plano, estabelecers#oassim uma relagéo clara entr@astos e os planos.

Axioma 4. Para qualquer plano especifico, existem pontos que estéo localizados sobre
o plano e outros que estéo fora dele.

Axioma 5. quando se consideram dois planos que compartilham um ponto em comum,
nao se limita a umarsples intersecdo pontual, pelo contrério, esses planos se cruzam ao longo
de uma linha, implicando que compartilhem infinitos pontos em cqralém disso, caso
compartilhem todos os seus pontos, sdo planos coincidentes

Por fim, os critérios deongruéncia que sao aplicaveis a triangulos em geometria plana
mantém sua validade mesmo quando se trata de triangulos situados em planos distintos,
garantindo assim a consisténcia das caracteristicas geométricas independentemente da posica
dos planos.

O (Unico) plano que passa por trés pontos ndo colineares A, B e C é indicadlpor
Ca Portanto, se um plano é tal que inclui os pontos A, B e C, sua notagdo é indicada por

=0A, B, Ca

Figura 31 Plano

B n
oC
Ae
Fonte: O autor, 2025.
A seguirdois resultados importantes.
) Para quaisquer dois pontos distintos, existe um plano capaz déasonté

Considerandae A e B dois pontos distintos, de acordo com o Axioma 2stenoma

reta r que contém A e B. Também conforme o referido axiomaseeamponto C que nao
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pertence a tal reta. Sendo assim, A, B e C ndo pertencem a uma mesma reta (sdo nao colineares

e, por conseguinte, do Axioma 3, tes& um plano que contém A, B e C.

Figura 41 Plano determinado por uma reta e um ponto exterior a reta

B I

oC

Fonte: O autor, 2025.

1)) Para uma reta que contém dois pontos situados em um mesmo plano, toda ela esta

situada nesse plano.
Considerandae A e B dois pontos distintos tais que ambos pertengcam a um mesmo

plano e considerandse reta r =0_§ mostrarsed que rO . Sabese que, em Geometria
Plana, terse umareta® que contenha A e B. Portanto, sendo r e s retas que contenham A

e B, de acordo com o Axioma 2, tem a igualdade r = s. Assim sendo, &0

Figura 51 Reta pertencente aglano
it

B r

Fonte: O autor, 2025.
Em decorréncia desta justificativa, tes@ as seguintes situacdes das posicoes relativas

entre uma reta r e um plano

)] N&o havendo intersecdo entre aretar e o plafor Z0n), temse que aretar é

paralela ao plano;
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Figura 61 Reta paralela ao plano
B

Fonte: O autor, 2025.

i) Aintersecdo entre aretareoplaneendo um ( Yni=<wd) HTEnRt o

temse que aretar € secante ao plano

Figura 71 Intersecao entre reta e plano
X

\ m
P

B

Fonte: O autor, 2025.

iii) A reta r estando contida no plangr O ), temse que todos os seus pontos pertencem

aretar.

Figura 81 Reta contida no plano

/)

Fonte: O autor, 2025.
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ObservacdoDenotase porf , 0 paralelismo entre a reta uma reta r e um plano

1)) Considerande e ©Y e UYNj doi s planos distintos, e

intersecdo entre eles, tesa como resultante argid® (0 8= Y Z YNj) .

Pois, sendo os pontos A e B pertendentes
Z UYNj), de ac or -dequeoarefaxquepassa pdos pohtesiA e B esta contida na
intersecdo entre os referidos planosdOY 7z Y Nj) . Cse gue ristaeum aamtd G

pertencente a intersegdo entre os referidos planos, desde que este ponto ndo pertenca a reta gL
passaporAeB (€Y 7 Y NjB), tenEse que os pontos A, B e C ndo pertencem a mesma
reta. Porém, ainda pelo Axiomad,, B, Cié o Unico plano que contém A, B e C, de tal forma
gue os pl@&mMBpCsS g dNmes mAA, HCian®NjJj 8B Fesultand
absurdo, visto que o0os planos Y e UYNj s«o do

pelos pontos A e Bsta situada na intersecdo entre os referidos planos ( ¥ Z YN;j) .

IV)  Considerandee dois planos distintos com pelo menos um ponto em comunrgsetem

gue a intersecdo entre ambos € uma reta.

Pois,tomands e Y e UYNj doi s pl ano encahte ainterse¢do s e
entre tais planos (A8 z UYNj), existe um ponto B distint

B pertenca a intersecdo entre os referidos planos 8 2z Y Nj) . Pel o pr-pr

resultante da intersecdo entre os planos é &@@a 8= Y 2z YNj) .
Em decorréncia disto,temme, para a posi-«o0 relativa e

i) N«o havendo i nterse-«o0 neunit-sequeaosplaned an o

séo paralelos.

Figura 97 Planos paralelos
/ /

Fonte: O autor, 2025.
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i) Sendo uma reta, a interse-«osequebsr e o0

planos séo secantes.

Figura 107 Planos secantes

Fonte: O autor, 2025.

iii) Sendo todos os pontos de um pl aeeo Y p

gue os planos samwincidentes.

Figura 117 Planos coincidentes

nm=1Ir

Fonte: O autor2025.

ObservagdoDoi s pl anos paral el os WNg UYUNj s«o repr

3.2 Construcao de Planos

Trés pontos distintos e n&o colineares sao suficientes para determinar, de forma unica,
a existéncia de um plano. Partindo deste Axioma, esta se¢do se dedicara ao estudo de outros
resultados e propriedades intrinsecamente relacionados a caracterizacdo e compreensao dos
planos no contexto geométrico.
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3.2.1 Determinacao de um plano por weta e um ponto externo a mesma.

Teorema Dados uma reta e um ponto n&o pertencente a ela, existe apenas um plano que os

contém.

Considerese uma reta r e um ponto P ndo pertencente a esta fetd. (Fendo A e B
dois pontos distintos em r, como A, B @& estéo alinhados, pelo Axioma 3, existe um Unico
plano HB que cont ®m e 6A{ B Bi(vér figtira 3).lago, temesqued st o
plano Y contt®our@Byet@ megmo Axioma 3 garant

Unica.

Tomandese duas retas r e s no espaco, podemos classificar suas posicoes relativas da

seguinte maneira:

) se existe um ponto P que ® a i RseE@eres- «o0

sao concorrentes;

Figura 127 Retas concorrentes

r

Fonte: O autor, 2025.

1)) se r e s sdo coplanares (pertencem ao mesmo plano) e néo existe intersec¢ao entre amba:

(r 2),dizsequer e s sao paralelas;

Figura 131 Retas paralelas

r I

Fonte: O autor, 2025.

1)) se r e s nN«o s«0 coplanares en)dizsequeKx i St €

€ S Sao reversas;
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3.2.2 Determinacao de um plano gerado por retas paralelas

Teorema.Dado um par de retas paralelas, existe um unico plano que as contém

Considerese r e s duas retas paralelas (e coplanares, por consequéncia do paralelismo
entre ambas), exi ste um -pé aagomda qyuee a¥Njctoa
plano que incluir e s, dado que r e s séo paralelas, e torsanoho ponto P sobeereta r, tem
se que P n«o pertence a s. Portasmrt a@,uec ddmo=

Assim sendo, o plano que contémr e s é Ufkaura 13)
3.2.3 Plano gerado por retas concorrentes

Teorema Dado um par de retasoncorrentes, existe um Unico plano que as cantém

Considerese r e s duas retas concorrentes e sendo o ponto P a intersecao entre ambas
(P = r 2z -se)oispdntmsreerBdddstintos de P) pertencentes ar e s, respectivamente
(AN re BN s), obémse trés pontos A, P e B ndo colineares. De acordo com o Axioma 3, um
Yoni co plano (Y) pode ser detd BrPliTonzddese gsor e
retas r e s que passam simultaneamente por P e por apenas um dos outros demais dois ponto
A e B, respectivamente (r&® e s =0 ), concluise que ambas as retas r e s estdo contidas
no pl Ge®yYyY . Par a que uscaada dedah corditdo, cdnaider@mos
também o Axioma 3, da seguinte forma: Supesd® Y Nj um pl ano que tam
temse que os pontos P, A e B est«o contidos
ponto B pertence a reta s (Ar e BN s). Assim sendo, tetme que o0s pl anos
situados exatamente ndd Bresmd. | Agairm §endo ,®

somente um plano que contenha simultaneamente r e s.

Figura 1471 Retas concorrentes contidas no plano

I

Fonte:O autor, 2025.

Tomandeseduas retas r e s no espaco:
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) Se as retas sdo paralelas (coplanares) ou reversas (ndao coplanares), ndo ha intersecac

entre asdgs (r 2

Figura 157 Retas sem intersecdo

——

Fonte: O autor, 2025.

1)) Seasretass@mponcorrent es, a interse-«o0 entre ¢

Figura 167 Retas concorrentes

r
P
S

Fonte: O autor, 2025.

1) Se as retas sao coincidentes, entdo ambas estéo situadas exatamente no mesmo lugar d
espaco (r =s).
Figura 177 Retascoincidentes

-

Fonte: O autor, 2025.



52

3.3 Paralelismo entre retas

3.3.1 Existéncia e unicidade de uma paralela dados uma reta e um ponto externo a esta

Teorema. Dados uma reta e um ponto ndo pertencente a esta reta, é possivel tracar uma e

somente umautra reta paralela a esta, que passe por tal ponto

Considerese uma reta r e um ponto P ndo pertencente a ela)(Hemse, de acordo
com oAxioma 3, que existe somente um Unico plano, ao qual o ponto P pertence e no qual a
reta r esta contida. Dedtarma, de acordo com o Axioma das retas paralelas (geometria plana),
tems e que apenas uma reta s (contida em YY) p
e s sejam paralelas. Para justificarmos a unicidade desta condicao, (s ser a Unicaeleta paral
outra reta r e que passe por P), suponhamos
r e que passe pelo ponto P e uimQpasditimsendoy ue ¢
temse que ambos os planos (Y e UYN)onma@tem®m a
se qgue o0s planos Y e UYNj est«o situados no n

sNy tamb®m est«o situadassNpPp. mesmo | ugar do

Figura 187 Unicidade e existéncia de uma paralela dados uma reta e um ponto externo
a esta

—

Fonte: O autor, 2025.
3.3.2 O paralelismo entre retas € uma relacdo de equivaléncia

O paralelismo entre retas é uma relagdo de equivaléncia sptisfaz as trés

propriedades a seguir.

) Dada aretar, ela é paralela a si prépria, ou seja(propriedade reflexiva).
i) Dadas as retasr e s, Segentdo s r (propriedade simétrica).

i) Dadas trés retas distintas r, s e t tais queat s entda” s (propriedade transitiva).

Considerese duas retas r e s, paralelas a uma terceira reta{s@goe as retasr e s
estdo situadas no mesmo plano (coplanares), ou seja, existe um plano que contém ambas. Assirr

sendo, dizse que as retas r e s saaapeas (r s). De outra forma, considerande que r e s
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nao estejam situadas no mesmo plano (ndo coplanaresetque as retas r e t estdo situadas

no plano Y e as retas s adoet UdlE=AsIM sendd, tera d a s
seque 0sS pl anos -sbe e( sbeNg ainntteesr)s,ecet ague a i nter
Zz YN = t).
Figura 1971 Transitividade do Paralelismo
&
7 Y ; n
r S t I
/// :
S t :
Fonte: O autor, 2025.
) Inicialmente, serd provado que as retas r e s ndo pertencem a um plano em comum

(coplanares). Consideee 0o ponto A pertencente ~ ret
seAANTr e 0s,0A0.=

Figura 207 Transitividade de retas paralelas
Ty

]-Il

Fonte: O ator, 2025.

Assimsendo,tese que a iIinterse-«o0 entre os pla

tendo em vista que os planos 0 e UYNj s«o di s
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ao pl ano Y Nj, e a ret a S est § conti da
(0 [ ~@Nje BAj Gl sz  YNj) -se dbedpenodi @ertence a intersecéo entre 0s

pl anos di st i ntoemstre dsteseplands gsta garhmtidatpelanfatocde a reta s estar
contida no plano 0 e n% 2 stiserqudaantersecad antren 0 [
os referidos planos gera uma reta na qual o ponto A esta contido. Consigeandes Nj e st a
gerada pela interse¢do entre os tais planossteque as retas r e t sdo coplanares, ja que o

pl ano Y condr @ quemiadsinte(sétdo entre as retas r e t, pois, sendo o ponto

B pertencente 7 i nter se emioadeporitorBeterse Queraectaa s r
rNj pertence ao plano (YN (queNj BB, t eetndtii«tod® preNj t e
UNj), assim sendo, o ponto B pertence =~ reta
isto é, o ponto Bertence a reta s também a reta t, resultando assim em um absurdo, j& que as
retassetsdoparalelasNBi 72 YN = %seBoyabsusp, pojsstBdai, temse

gue as retast3«oEmadalcerasncid di sto, sendc

a retat que passa pelo ponto A, conskiidoAxioma4, que as retas r Nj e

mesmo | ugar do espa-0. Assim sendo, tsr reta
essdocoplanares (0si, ou seja, coplanares).
1)) Ser8 provado agora que n«o h" interse-«o

Como visto anteriormente, caso haja algum ponto P, pertencente a intersecdo entre as
retas r e s, terae que o este ponto P pertence a reta, ja que se o ponto P pertence aretar e a
reta r est§ contida no plano "gerO&8ntPx®) oepor
se 0O ponto P pertence ° reta s e a reta s
pl anoN deBODYMPYYN), resultando que o ponto P
os planos Y e UYNj eAencedimersegio ehwe, as retasp @spabsurdd? ja p

gue as retas t e s sdo paralelassft Em decorréncia de | e I, conche queT s.

3.4 Angulo entre duag etas quaisquer

O estudo do angulo entre duas retas quaisquer é fundamental para a compreensao das
relagbes angulares no espaco tridimensional. Esse conceito permite analisar a inclinacao
relativa de duas retas em relacdo a um ponto de intersecao ou, em alguns cadagdera r
sua posicao no espaco. A determinacado desse angulo € essencial para uma variedade de
aplicacdes, como no estudo da ortogonalidade e da perpendicularidade, que sao-cbageitos
na geometria. Ao compreender como as retas podem se inclinar unedaeéio a outra, é



55

possivel estabelecer as bases para uma andlise mais profunda de outras relacdes geométrica:
especialmente aquelas que envolvem projecdes ortogonais e interagoes espaciais entre objetos
Assim, o angulo entre duas retas quaisquer canstit conceito basico, porém crucial, para o

avanco no estudo de diversos outros topicos na geometria espacial.

Definicdo. Um &ngulo é denominado como o angulo entre duas retas orientadas quando,
e somente quando, ele possui um vértice arbitrario, e os tamlangulo apresentam sentidos
que correspondem, de forma respectiva, aos sentidos das retas consideradas. Na ilustracao &

seguir, 0 angulo plano aOb representa o angulo formado pelas retas reversas (orientadas) r e s.

Figura 237 Angulo entre duas retas

r

abb="13
Fonte: OCautor,2025

Observacéo:1A definicdo apresentada tem como objetivo primordial estabelecer o conceito de
angulo formado por duas retas reversas, ressaltando as relacdes angulares entre essas retas r

espaco tridimensional.

Observacéao :2Quando duas semirretas possuem sentidos concordantes ou discordantes, elas
sao consideradas partes de retas paralelas, ou seja, essas semirretas estao dispostas de forme

nao se cruzarem, mantendo a mesma dire¢cao ou orientacao oposta entre si.

Angulos ene lados respectivamente paralelos

Proposicdo 1Se os lados de dois angulos possuem sentidos correspondentes e concordantes,

concluise que os angulos sejam congruentes.

Prova 1 Considerese o0 caso mais geral, as retas Oa e Ob n&o sao coincident@sasas, e

os angulos aOb e a'O'b' ndo pertencem ao mesmo plano.
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Figura 247 Congruéncia entre angulos com sentidos correspondentes e concordantes

a b’ a b’
4 Z
Ot a; O! ! \\ A’ a)

Fonte: O autor, 2025

Notese que os planddeUNj dos ©ngul os aDb e a'sBosb' s
pontos AN a, BN b, NANj b Ng,Njt al que:

0 of Daael Of Vadee (1)

Tems e que o quadril 8tero OAANONj ® WBe par &

U @Bpossuem sentidos concordantes e os segmeriies a@se sdo congruentes. Assim sendo,

temse:

O ¢/ 0 el (e O Ge (I

Da mesma forma, o quadril 8t ero OBBNj ® un

U st/ 0 Gl ek O Gee (1))

Dai, de(ll) e(lll) , temse:

[(I) e(l) ]t (0 /0 @0 @& O Gpt AAOBBOG ® paral el ogr amo

0 Ol oaeflV)
Logo, de(l) e (IV), temse:
[(De(V)]t A OB qh 6 OGBgADB qghd6 D& BadDb [ a6 DO b6

Proposicao 2Se doisshgulos possuem os lados com sentidos discordantes, esadjue eles

sejam congruentes.

Prova 2 Esta é uma aplicacéo direta da proposi¢ao anterior, assim como uma proposi¢ao sobre

angulos opostos pelo vértice.
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Figura 257 Congruéncia entre angulos consentidos discordantes

a a
- a,
o’ Te-. o’ b’
a

Fonte: O autor, 2025

Proposicao 3Se dois angulos em que um lado de um deles possui sentido concordante com um
lado do outro, enquanto os outros dois lados apresentam sentidos discordantessegueui

tais angulos sejasuplementares.

Figura 267 Angulos suplementares

e o b./o\‘a

Fonte: O autor, 2025

Prova3Considerande e a semirreta Obob6b6sepgopséeé aos ©reowul
e ad6DOobd s«o congruentes (aDboo Ssuplemeidadeb o) .

segue que o0s ©ngulos aDb e ad6D6bd tamb®m s «

Diante das informacdes anteriores, se dois angulos possuem lados que sdo paralelos
entre si, entdo, de acordo com a orientacdo de seus lados, eles podem ser classificados da

seguinte forma:

(1) Congruentes: Quando os lados dos angulos paralelos apresentam sentidos concordantes
(direcdo idéntica) ou discordantes (direcdo oposta), os angulos sdo considerados
congruentes. Isso se deve ao fato de que, nestas condi¢gfes, ambos 0s angulos mantém ¢
mesmamedida angular.

(i) Suplementares: Quando os sentidos de um lado de um dos angulos e de um lado do
outro angulo sédo concordantes (voltados na mesma dire¢do), enquanto os outros dois
lados apresentam sentidos discordantes (orientados em direcbes opostaspsent

angulos séo suplementares.
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3.5 Projecéo Ortogonal

3.5.10rtogonalidade ou perpendicularidade entre retas

Duas retas sdo consideradas ortogonais se, e somente se, forem reversas e formarem urn
angulo reto entre si.
Para representar cada uma daguintes relagdes, serdo utilizados, neste trabalho, os

simbolos:

u -1, para representartogonalidade

u L, para representgerpendicularidade

o =L, para representgerpendicularidadeu ortogonalidade.

Quando duas retas, denominadas a e b, formam um &angulo reto, elas podem ser
chamadas de perpendiculares ou ortogonais, sendo expressas pela no1J—:édn a

[a Lpy albw al b]. As retas perpendiculares se cruzam em um Unico ponto,
caracterizand@e como concorrentes, e, conforme a definicdo, se duas retas formam um angulo

reto, elas sdo perpendiculares entre si.

Figura 2771 Ortogonalidade ou perpendicularidade entre retas

r r'/Hr

s’/ls

7

Fonte: O autor, 2025.

Da mesma forma, o fato de duas retas serem perpendiculares implica que elas formam
um angulo reto. Quandse afirmague duas retas sdo ortogonais, isso também implica que elas
se encontram em um angulo reto. No entanto, retas que formam um angulo reto ndo podem ser
consideradas reversas, pois isso implicaria que elas ndo se intersectam. Se duas retas Sac

perpendiculare a uma terceira, isso ndo garante que elas sejam perpendiculares entre si, ja que
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sua posicéo no espaco pode ser diferente. Ademais, o fato de duas retas serem perpendiculare:
a uma terceira ndo implica que elas sejam paralelas entre si, uma vez quegiadem planos
distintos. Finalmente, quando duas retas formam um angulo reto, toda reta paralela a uma delas
também formara um angulo reto com a outra, devido a caracteristica das retas paralelas
compartilharem a mesma dire¢ao ou inclinagéo.

Com base rmdefinicdes expostas, € possivel concluir que, se duas retas formam um
angulo reto, qualquer reta paralela a uma dessas retas também formara um angulo reto com a
outra. Isso ocorre porque as retas paralelas possuem a mesma direcdo ou inclinacatg.e, portan
mantém a relacdo angular com as retas que formam um angulo reto entre si, assegurando que &

reta paralela a primeira também se intersecte com a segunda formando um angulo reto, isto é:

u (aéb,b//c)+ aéc;
u (a£b,a//c)+ b c.

3.52 Perpendicularidade entreta eplano

O estudo da perpendicularidade entre uma reta e um plano é um dos conceitos
fundamentais da geometria espacial, essencial para a compreensao das interacdes geométrica
no espaco tridimensional. Esse conceito envolardise de uma reta que, ao intersectar um
plano, forma um angulo reto com todas as linhas do plano que a cruzam. A perpendicularidade
entre reta e plano é um tema central para varias aplicacdes, como no estudo das projecdes ortoc
onais e na determinacée distancias minimas entre pontos e planos. Além disso, esse principio
€ amplamente utilizado em areas como a engenharia, a arquitetura e a fisica, onde a construgac
e 0 posicionamento preciso de objetos no espaco sdo cruciais. A compreensdo da
perpendiclaridade entre reta e plano é, portanto, uma base importante para o desenvolvimento
de outros topicos avancados em geometria espacial, sendo uma ferramenta fundamental para a

andlise das propriedades e relagdes espaciais de figuras e soélidos.

Definicdo. Uma reta e um plano séo considerados perpendiculares se, e somente se, eles
possuem um ponto de intersecdo comum e a reta € perpendicular a todas as retas do plano que

passam por esse ponto.

Quando uma reta a ® perpendild u® ape rap aurmd iy
areta a, o ponto de intersecéo da reta com o plano é denominado pé da perpendicular. Por outro

lado, uma reta e um plano sdo classificados como obliquos se, e somente se, eles sao
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concorrentes, ou seja, Se possuem um ponto comum degéer mas ndo sédo perpendiculares
entre si.

Figura 281 Perpendicularidade entre reta e plano
a

=]

alaouala

Fonte: O autor, 2025

Consequéncia da DefinicAaConsiderandee uma reta e um plano perpendiculares, tal
reta é perpendicular a qualquer reta do referido plano.

Figura 2971 Perpendicularidade entre reta ndo contida no plano e retas do plano

a a

X’
ofl---
_-="1
)/: -7 ! X
! ]

Fonte: O autor, 2025

Assim, sendo dada uma retpeapendicular a um plano em um ponto O, e considerando
se X como uma reta qualquer contida no plano;semuas possibilidades:

) A reta x passa pelo ponto O. Nesse cenério, pela definicho de
perpendicularidade, a reta a é perpendicular a X, ou dgj&, a

1)) A reta X n«o passa pelo ponto O. Nes s
paral ela a x, gue passe por O. Pel a

x /I x Nj, -seeupwaeé perpendicular a x, ou sejd,xaNj L x. &om isso,
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concluise que, independentemente da posicdo de x no plano, desde que x

pertenca ao plano, vale a implicacdoy@ , O Bt} a< x.

Condicao de Perpendicularidade entre Reta e Plano

Sendo uma reta perpendicular a duas retas concorrentes em untgues®m gue essa

reta € perpendicular ao plano.

1)

)

Afimdeprovars e que a reta a ® P&)y,pe® diewd sas § rai
gue a ® perpendicular a todas as retas
basta demonstraxe que aéperpgn cul ar a uma reta X gen®r
por O;

Figura 307 Perpendicularidade entre reta e plano (1)
a

=

Fonte: O autor2025

Considerse no plano U dois pontos A e AN, si
que OAl OANj. Seja B um pont e @umaporgowgeatquedda r e
reta c (O c), de tal forma que a retadintercepte a reta x em um ponto X, sendo isto
suficiente que os pontos B e C estejam em semiplanos opostos em relacdo a reta X.
mediatriz ded_Geimplicando qued 6l o3& e 0 Of 0a&. Além disso, para concluir a

prova, basta mostrar que a reta x € mediatriz Ge
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V)
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Figura 317 Perpendicularidade entre reta e plano (ll)

Al
Fonte: O autor, 2025

Considerandee congruentes os segmentos dedetee 0@, também congruentes os
segmento® Oe 0@, com 0 Ouma reta comum, segise que Sdo congruentes 0S
triangulosgABC e A NjB C , O que implica congru®°nci
(ambos com vértice em B). Logo, tesa que sdo congruentes também os angulos ABX

e A NjB X0 dsendonsegmento de reta comum a ambos). Em seguida, isso leva a
conclusdo de que sdo congruentes osndtibbs gABX e gqA 6 B X, i mpl i c;
congruéncia dos segmentos de etde i Ge

Como sao congruentes 0os segmentos dedweia ( Geconcluise que a reta x € a
mediatriz d&_Geimplicando a perpendicularidade entre as retas a e x, sendo o ponto O
petencente " reta x, e X uma reta gen®ri

ao plano.

Figura 3271 Perpendicularidade entre reta e plano

Fonte: O autor, 2025
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Consequéncia:IConsiderands e em um pl ano U, coocarsentes Bot a s

ponto P, se uma reta a é perpendicular a reta b no ponto O e ortogonal a reta ¢, entdo a reta a ¢

perpendicul ar ao plano U.

Explicacdo 1A perpendicularidade de a a b no ponto O indica que a forma um angulo reto com
b. Além disso, a ortogmalidade de a em relacéo a c implica que a reta a forma um angulo reto
com c. Como as retas b e ¢ sdo concorrentes no ponto P, e a € perpendicular tanto a b quanto ¢
c,seguesse que a ® perpendicul ar a todas as r ¢

caimcterizando a reta a como perpendicul ar ac

Figura 337 Perpendicularidade entre reta e plano (Consequéncia 1)

Fonte: O autor, 2025

Consequéncia Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela é

perpendicular ao plano.

Explicacito2 Dado o plano U, com as retas a e b q
€ ortogonal a ambas, poede concluir que aretacpger pendi cul ar ao pl a
porque, por definicdo, uma reta ortogonal a duas retas concorrentes no plano forma um angulo
reto com qualquer reta do plano que passe pelo ponto de interse¢cédo das duas retas. Assim, a
reta c, sendo ortogonalasretas e b, ® perpendicul ar ao pl an

por todas as retas que passam por P e sdo formadas por a e b.

Condicao de Perpendicularidade entre Reta e Retas do Plano

Se uma reta forma um angulo reto com duas retas concorrentes de oneplaa ela
€ perpendicular ao plano.
Dado um plano U com duas retas a e b que

um ©ngul o reto com ambas a e b, ent«o a ret
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por definicdo, se uma reta forma uémgulo reto com duas retas concorrentes, ela é
perpendicular a todas as retas que passam pelo ponto de intersecdo dessas retas. Como ae b s:
concorrentes no ponto P, a reta ¢, sendo perpendicular a ambas, deve ser perpendicular ao planc
U, que dBterminapd palasoetas a e b.

A condicdo necesséria para que uma reta seja perpendicular a um plano é formar angulo
reto com duas retas concorrentes do plano.

Tendo em vista as condi¢cdes e consequéncias anterioressepafiienar o seguinte:

Teorema Considerandae uma reta que forma angulo reto com duas retas concorrentes

de um plano, ela é perpendicular ao plano.

Figura 347 Condicao de perpendicularidade entre reta e retas do plano

[

alb,alc alb,alc

Fonte: O autor, 2025

Exemplo 1.Tomandese a, b e c trés retas no espaco tais ¢lie @ cU a, enunciar as possiveis

posicdes relativas entre retas b e c.
Solucdo.As retas b e ¢ podem se apresentar de trés formas distintas em relacéo a reta a:

i Concorrentes Quando as retas b e cegcontram em um ponto P, formando um
angulo reto com a reta a, entdo a € perpendicular ao plano formado pelas retas b e
c, ou seja,ay (b,c);

u Paralelas Caso as retas b e c sejam paralelas, elas s&o coplanares, ou seja, existem
em um unico plano. Nessaso, a reta a pode ser perpendicular a ambas, formando
um angulo reto com cada uma delas, e, portanto, perpendicular ao plano que contém
bec;

i Reversas Quando b e ¢ séo perpendiculares a reta a, mas ndo séo coplanares, ou
seja, estdo em planos distintas retas b e ¢ sdo chamadas de reversas. Nesse
cenario, a reta a é ortogonal a ambas as retas b e ¢, mas as retas b e ¢ ndo pertencen

ao mesmo plano.
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Figura 357 Retas (concorrentes, paralelas e reversas)
/ b

concorrentes paralelas reversas

Fonte: O autor, 2025

Exemplo 2.Considerandee os triangulos isésceles ABC e DBC, de base BC e situados em

planos distintos, provar que as retas suportes dos segmentost@e€iadsao ortogonais.

Figura 361 Retas ortogonais

Fonte: O autor, 2025

Solugda Se M é o ponto médio do segmento de éetq entdo as retas suportes dos
segmentos de reta 0 e O 0 sdo concorrentes, tendo em vista que sao distintos os planos

formados pelos pontos A, B, Ce D, B, C.

i Se o tridangulapABC é isésceles, entdo as retas suportes dos segneo&ds U sdo
perpendiculares;

i Se o triangulaDBC é is6sceles, entdo as retas suportes dos segrbet¢dd U sao
perpendiculares;

i Assim sendo, a reta suporte do segmeént® perpendicular ao plano que contém os
pontos A, M e D, implicando assim a perpendicularidade entre as retas suportes dos

segmento® 6eo O
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De fato, as retas suportes dos segmentos dé /@ 0sao ortogonais.

Exemplo3.Demonstrar o Teorema das tr°s perpend

duas retas concorrentes de um plano, ent«o

Figura 377 Demonstracédo do Teorema das trés perpendiculares

b

Fonte: O autor, 2025

Solucédao Considerandaeb o plano que contém as retas a e c;$emue:

Se M é o ponto médio do segmento de éetaentdo as retas suportes dos segmentos
deretad 0 e'O 0 sdo concorrentes, tendo em vista que sdo distintos os planos formados pelos
pontos A, B, Ce D, B, C.

Se a reta a ® perpendicular ao plano U,

ortogonais ou perpendiculares;

U Se a reta b é ortogonal ou pergienlar a reta a, e a reta b é ortogonal ou
perpendicular a reta c; o ponto O é a interse¢ao entre as retas a e chaplaam
as retas a e ¢, entdo a reta b é perpendicular aofplano

i Se a reta b € perpendicular ao plén@ ponto R € a intersec@&ntre a reta b e o
planob, e o pland contém a reta suporte do segmento de"M¥entédo a reta b é
perpendicular a reta suporte do segmento deYéta

i Caso os pontos S e O sejam coincidentes, entéo reta suporte do segmentd¥ e reta
e a reta c também séo coincidentes, como as retas ¢ e b sdo perpendiculaees, tem

que a reta suporte do segmento de"Mté perpendicular a reta b.

De fato, se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entéo ela €

perpendicularno plano, conforme enuncia o teorema das trés retas perpendiculares.
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Propriedades e Relac¢des de Perpendicularidade e Paralelismo

No presente topico, apreseis uma série de dez teoremas fundamentais que versam

sobre as relacdes geométricas entre rgiées no espaco tridimensional. Esses teoremas sao

relevantes

para a compreensdo das interacbes espaciais e das propriedades de

perpendicularidade e paralelismo. No entanto, com o intuito de conferir maior fluidez e

concisao ao desenvolvimento do tralealbptouse por ndo incluir as demonstragdes formais

de tais enunciados. Essa escolha visa permitir um foco mais abrangente na aplicacdo e na

interpretacdo dos conceitos, sem que a complexidade das provas matematicas interfira na

compreensao dos topicosoattados. Abaixo, estdo dispostos os teoremas numerados, 0S quais

sdo apresentados de maneira a propiciar uma analise mais clara e direta de suas implicacées

geomeétricas, sem prejuizo da rigorosidade légica subjacente.

VI.
VII.

VIII.

Tomandese um ponto P, é possivel @agma Unica reta perpendicular a um
planoU.

Tomandese um ponto P, é possivel tracar um unico plano que seja perpendicular

a uma reta a.

Se uma reta a e um plabiséo perpendiculares a uma reta b em pontos distintos,

a eUsdo paralelos.

Se duas retas a e b ndo sdo paralelas entre si, sdo paralelas a uhplatoper

reta que forme um angulo reto com ambas sera perpendicular a esse plano.

Se duas retas a e b séo paralelas, entéo qualquer plano perpendicular a uma delas
sera perpendidar a outra.

Se duas retas a e b sdo perpendiculares a um mesmo plano, a e b sdo paralelas.
Se duas retas a e b sdo perpendiculares, respectivamente, a dois planos paralelos,
a e b sédo paralelas entre si.

Se dois planoSe b sdo perpendiculares a duassgparaleladjeb sdo paralelos.

Se dois planoBe b séo perpendiculares a uma mesma refee®,sdo paralelos.

Se dois plano$ e b sdo paralelos, qualquer reta perpendicular a um deles sera

também perpendicular ao outro.

Evidenciase a importancia dos teoremas apresentados na estruturagdo do pensamento

geomeétrico no espaco tridimensional, com destaque para as relagdes de perpendicularidade e

paralelismo entre retas e planos. Embora as demonstracées formais nao tenhaapisido

exploradas, a exposicao desses resultados estabelece uma base sdlida para a compreenséo d
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propriedades fundamentais que regem tais interacdes. Essa abordagem busca reforcar a
aplicabilidade pratica dos conceitos tratados, mantendo a coeréncigpeinaientes ao tema.
Assim, os teoremas destacados constituem importantes ferramentas para a analise geométrica

ampliando as possibilidades de estudos e aplicacdes futuras.

3.53 Perpendicularidade entplanos

Definicdlo.Um pl ano U ser 8§ considerado perpend

o plano U contiver uma reta que seja perpen

A possibilidade de estabelecer a relagédo de perpendicularidade entre dois planos
fundamentase na premissa de que dexestir uma reta pertencente a um dos planos que seja

perpendicular ao outro plano.

Teorema. Se dois planos forem perpendiculares entre si, e uma reta pertencente a um
deles for perpendicular a linha de intersecéo desses planos, entdo essa retessaremenge

perpendicular ao outro plano.

Se o plano U for perpendicul ar @ueé pl an
perpendicular ao plano ©b. Consequent ement e
i nterse-«o | entre os planos U e b.

No p | aecontébh aretar, dado que areta i é perpendicular tanto a reta r quanto a
retai,tems e que as retas r e i s«o paralelas. ;
considerands e que os planos U e-selquesaceta rgerpendicalardi c u

ao plano b.

Observacédo 1De acordo com a definicdo, se uma reta € perpendicular a um plano, entdo
qualquer outro plano que contenha essa reta sera necessariamente perpendicular ao planc
inicial.

Observacéo 2Para que dois planos secantgarseconsiderados perpendiculares, é necessario

que toda reta pertencente a um dos planos, que seja perpendicular a linha de intersecdo entre

eles, também seja perpendicular ao outro plano.

Observagcdo 3Sao denominados planos obliquos o par de planostsesagure ndo formam

entre si um angulo reto.



69

Exemplo 4.Provar que, caso dois planos sejam perpendiculares entre si e uma reta que seja
perpendicular a um deles tenha um ponto comum com o outro, essa reta esta contida nesse outrc

plano.

Solucdo. Tomandese a reta X, que passa pelo ponto P, reta esta perpendicular a
intersecdo da reta i com os platbsb, observase que a reta x esta contida no plano

Assim sendo, terse que:

i Se os planoBle b sdo perpendiculares, bem como as retas x e i, a reta i € intersecdo entre
tais planos, a reta x esta contida no pldnentdo a reta x é perpendicular ao plano

i Se o ponto P pertence as retas a e X, os plaad@ssido perpendiculares, bem como a reta
X e o pland, entéo as retas a e x sdo coincidentes;

i Se as retas a e x s8o coincidentes e a reta x esta contida rid pletdo a reta a esta contida

no planoU

De fato, se dois planos sejam perpendiculares entre si e uma reta que seja perpendicular

aum deles tenha um ponto comum com o outro, essa reta esta contida nesse outro plano

Figura 381 Planos perpendiculares

Fonte: O autor, 2025

Exemplo 5.Provar que, por uma reta r ndo perpendicular a um plapassa um unico plano

b perpendicular &l

Solucdo.Em qualquer das trés possibilidades de hipdteses a serem verificadas a sequir,
o plano b cont®m a reta a e, dadeedqguaceplaro r et

b cont®m as retas a e r), ilskto ®, o plano b

i Reta r obl2qua ao plano U:
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Figura39T1 Ret a r obl 2qua ao plano U

a r B

Fonte: O autor, 2025

u Reta r paralela ao plano U:

Figura40i Ret a r paralela ao plano U

— '
a /

Fonte: O autor, 2025

it Reta r contida no plano U:

Figura4liRet a r contida no plano U

a B

S B

Fonte: O autor, 2025

De fato, por uma reta r ndo perpendicular a um plapassa um plarfoperpendicular

aU Porém, nédo se pode inferir ainda que este plano € unico.

Paracomprovas e que este plano ® %nico, Mso
ambos perpendiculares ° reta U e passando p
) Uma reta a, perpendicular a U e passar

simultaneamente contida nos planos b e



71

(i) Sendo a e r duas retas concorrentepordo P, elas estariam determinando dois
pl anos distintos b e bNj o que config

teorema de determinacdo de um uUnico plano por duas retas concorrentes.

Agora, de fato, por uma reta r ndo perpendicular a um plaedste e é Gnicoum planob

perpendicular &.
Figura 421 Prova de existéncia e unicidade do planoperpendicular aU

Fonte: O autor, 2025

3.54 Projecéo ortogonal de um ponto sobre um plano

Definicdo. Denominase projecao ortogonal de um ponto salore plano o ponto de
intersecdo da perpendicular ao plano, tracada a partir do ponto dado. O plano sobre o qual a
projecao ocorre € denominado plano de projecdo, enquanto a perpendicular tracada a partir do

ponto € denominada reta projetante.
Figura 437 Projecao de um ponto

P

P,

- e e |

P’ = proj, P

Fonte: O autor, 2025
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3.55 Projecéo ortogonal de uma reta sobre um plano

Definicdo. Denominase projec¢ao ortogonal de uma figura sobre um plano o conjunto
formado pelas projecdes ortogonais de todos os pontos que compdemraofigfieaido plano.
Além da projecao ortogonal, destacaealgumas outras formas relevanteprogecoes

U Paralelas (com foco no infinito)Nessas projecdes, 0sS raios projetantes S&o

paralelos entre si, pois o ponto de proje¢éo esta no infinito.

U Ortograficas Também chamada de projecdo ortogonal, é a projecao perpendicular

ao plano, sendo a mais precisa para desenhos técnicos.

U Ortogonais Multiplas Utiliza diferentes planos de projecdo para representar um

objeto sob diferentes vistas (como vidtasital, lateral e superior).

U Obliguas Os raios projetantes ndo sao perpendiculares ao plano de projecao,

resultando em uma distorcdo da profundidade.

Dentre aitras formasde proje@es, terrse também aprojecbes emperspectiva
(projecdes ondes raios projetantes convergem para um ponto de fuga, simulando a forma
como os olhos humanos enxergam):

U Perspectiva de um pontd:odas as linhas de profundidade convergem para um

Unico ponto de fuga.

U Perspectiva de dois pontodltiliza dois pontos de figg geralmente aplicados a

objetos tridimensionais com arestas visiveis.

U Perspectiva de trés pontoslém dos dois pontos no horizonte, hd um terceiro ponto

de fuga acima ou abaixo da linha do horizonte, usado para representar vistas de

baixo ou de cima.
Com base na definicdo apresentada;semue:

() Se uma reta € perpendicular a um plano, a projecao ortogonal dessa reta sobre o
referido plano corresponde ao trago da reta no plano, isto é, ao ponto de intersecéo

entre a reta e o plano.
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Figura 447 Ponto de intersecéo entre a reta e o plano.

P =proj,r

Fonte: O autor, 2025

(i) Se uma reta ndo € perpendicular ao plano, a projecdo ortogonal dessa reta sobre o
plano é definida como o traco de r no plahdo pland, perpendicular &) tracado

pela reta r. Nesse cadoé o plano de projecaobeé o plano projetante da retar.

Figura 4571 Plano de projecédo e plano projetante

7

A

, .
r’= proj, r

Fonte: O autor, 2025

Denominase projecéo ortogonal sobre um pldnde um segmentd § contido em
uma reta n&o perpendicular ao plahao segmentd@dee onde ANj ® a proj e-

sobreoplantle BNj ® a proje-«o ortogonal de B sob

Figura 467 Projecdo de um segmento de reta

A’ =proj, A e B’=proj, B

Fonte: O autor, 2025
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3.56 Projecamrtogonalde uma figura sobre um plano

Definicdo. Denominase projecédo ortogonal de uma figyiana [forma geométrica
bidimensional, ou seja, possui apenas duas dimensdes (comprimento e largura), sem volume ou
profundidadefobre um plano ao camjto das projecdes ortogonais de todos os pontos dessa
figura sobre o plano em questdo. Ou seja, € a transformacdo da figura original em uma
representacdo no planmde cada ponto da figura é projetado ortogonalmente sobre o plano,

preservando a disposigéelativa dos pontos na projecao.

Figura 4771 Projecéo de uma figura

F’ = proj, F

Fonte: O autor, 2025

Exemplo 6.Provar que a projecéo ortogonal de um segmento obliquo a um plano, sobre esse

plano, é menor que o segmento.

Solucdo Tragcandese a reta que é paralela a re@a2 e que corta a reta projetante
Oem BOSBequet em

() Se o quadril 8tero AAO6BOBO ®oxxed®stgul o,
congruentes;

(i) Se o tri©ngul o ABOB ®aoresdgmentg delraiae@ o Vv ®|
menor do que 0 segmentiod

(i) Por transitividade, s&®®e 6 @ s&o congruentes, e se 0 segmento dedréfeé

menor do que o segmeritod entdo D% menor do qué B

Se alguma das extremidades, por exemplord@A, pertencer ao plano projetante,

temse que:
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(ivyiSe o tri ©ngul o ABOGB ® ret©ngul o no v®r

segmentad G® menor que 0 segmendoq isto é, também por transitividade, o

segment® B *é menor que o segmeriod

De fato, verificouse que a projecdo ortogonal de um segmento obliquo a um plano,

sobre esse plano, € menor que o segmento.

Figura 481 Projecéo ortogonal de um segmento obliquo a um plano
B

B
B”

] [Z]

Fonte: O autor, 2025

Exemplo 7.Provar que s duas retas formanmm angulo reto, sendo uma delas paralela ou
contida no plano de projecéo, e a outra ndo perpendicular a esse plano, entdo as projecdes
ortogonais dessas retas sobre o plano serao perpendiculares entre si.

Solucdao Para provar a afirmacéo apresentada, esegua sequéncia logica de passos,

explicando o raciocinio envolvido.

() SeoplandJ® paralelo a ou cont®m a reta s,
ent«o a reta sNj ser8§8 paralela “Uonéta s
paralela a ele, a projecéo ortogonal de s sobre o plano também sera paralela a s, pois
a projecao ortogonal preserva a direcdo da reta (mansend@aralelismo);

(i) Se a reta sN ® paralela ° reta s, e r
i ntercepta sNf no ponto correspondent e
paral elismo entre sNj e s implica que
tamb®&m i1 r8 interceptar SsNj no ponto coc
devido a preservacéo gasicao relativa entre as retas na projecao ortogonal;

(iiSe i ® a interse-«o0o dos planosUpenioj et a
a interse-«o i estar8 sobre a reta sN,
ponto onde as projecdes de s se encontram, 0 que implica que a projecao de s

(i sto ®, sN) passar8§ por esse ponto de
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(ivySe as retas sNj r, e i S«0O concorrent e

ent «xo a reta sN se comport aintersegiorea r et

Pois, quando sNj, r, e i S«0 concorrent

gue passa exatamente pelos pontos de i

dos pontos de interse¢céo der e i;
(v Se sNf ® a retaoquespdssanpelse-

contida no plano gerado por r

«0o de r

e i, e

passa pelos pontos de interse-«o r e i

concorrente AdMma diestsad, s reta

intersecdoderei,mantendoe a r el a- «o de con

rNj est

corre°nc

De fato, & duas retas formam um angulo reto, sendo uma delas paralela ou contida no

plano de projecao, e a outra ndo pedieular a esse plano, entdo as projecdes ortogonais dessas

retas sobre o plano serao perpendiculares entre si, tendo em vistenchesse nas propriedades

geomeétricas de projecao ortogonal e da relacédo entre as retas e planos projetantessenostrou

gueas retas e suas projecfes mantém uma relacdo de paralelismo e concorréncia conforme

descrito.

Figura 4971 ProjecOes ortogonais de retas sobre o plano

Fonte: O autor, 2025

3.5.7 Segmento perpendicular e segmentos obliquos a um plano por um ponto

Tomandese um ponto P fora de um platipao tragasse os segmentas &0

o 5

QU 4

C

extremi dades PNj, UdemséBque: C, D, ... no

§ 0 Q ..., sendo o primeiro perpendicular e os demais obliquos ao planom as

pl ano
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Figura 507 Segmentoperpendicular e segmentos obliqguos a um plano por um ponto
P P

Fonte: O autor, 2025

) O segmento que é perpendicular ao plano € sempre menor do que qualquer um
dos segmentos obliquos tracados.

De fato, 0 segmenid &eorresponde ao cateto de tridngulos retangulos, nos quais

os segmentas G0 G0 §0 Q... atuam como hipotenusas. Assim sendo, conclui

7 o ’ o
A AR A 4

sequad =0 §U b=

5 o 5

Bx0 Q0 Bx0 O...

Ca

5
II) Segmentos obliquos que possuem projecéesedeno comprimento também sdo

Ca

congruentes.
Como 0 segmentd @& comum aos tridngulag® P o PR OB, e 0SS s e
0@ e D& sdo congruentes, segse que os triangulogP P 6 ApPeP 6 B s « 0
congruentes. Assim sendo, conedeique os segmesd 6el Gsdo congruentes,
llI) Segmentos obliquos que sdo congruentes possuem projecbes também
congruentes.
Temse uma aplicacdo direta da propriedade anterior. Como 0 segineésmo
comum aos triangulag® P 6 P B 6 B, e 05 0ed ésfovengroentes,
seguese que os triangulogP P 6 ApPeP6 B s «0 congruentes
concluise que os segmentos? e D@ s&o congruentes.
IV) Dentre dois segmentos obliquos de proje¢des nao congruentes, o maior deles é o
de maior projecao.
Considerands e o ponto A0 p e ba, @wlgoeonsdegmerdos s e
Da@ae D@ sdo congruentes, segue que se 0 segnia® o0 segmento@ S&o
congruentes, entdo os segmerio@®e 0 6s « 0 congruentes. O
obtuso,pois € um angulo externo ao triangg@ P 6 A6, no qual o ©

reto. Portanto, no triangulgP A6 C,-sd equue o ©ngul o PAG6C
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©ngul o PCAG. De acordo com a propried
tridngulos, o maior angulo se opée maior lado. Assim sendo, conetd@ que
0 6>0 Geisto €0 6>0 6
V) Dentre dois segmentos obliquos que ndo sdo congruentes, aquele que o maior
deles possui maior projecao.
Se o segment@a@ fosse menor qu@a@, pelas propriedades anteriores, o
segmenta) 6seria menor que o segmeilid) isto é,uma contradicdo em relacéo
a hipétese inicial. Diante disto, tese que 0 segmentda® é maior que o
segmenta) a.
VI) Dentre dois segmentos obliquos ndo congrueantesior deles forma um angulo
menor com sua projecao.
Se 0 segmentd_O& maior que o segmento§ entdo o segmeniodd é maior
que o segmentd@. Tomandes e um ponto CO6 pertencen:
03, sendo 0s segmentddise V@ congruentes entre si, tese que os triangulos
qgPPOe@P POLO®O congruent es, isto ®, ©ngu
congruentes. J8 nsoe tquedng u®mg WPICH DR DG G
©ngul o PC6PO6, poi s, em ¢ waé maioedo quer i ©n
qualquer um dos angulos internos nao adjacentes a ele. Assim sendo;s@nclui
gue se 0 ©ngul o PDCO ® menor que 0 Onc
gue o ©ngul o PCO6PO6, iIisto ®, o0 ©ngul o I
VII) Dentre doissegmentos obliquos ndo congruentes, o maior deles é aquele que
forma um angulo menor com a sua projecéao.
Se o segmento de relaOfosse menor ou igual ao segmento de bethcomo
consequ°ncia da propriedade anterior,
i gual ao & ¢ unacontRadigd@®em relacdo a hipotese inicial. Ou

seja, 0 segmentd Q& maior que o segmenbod

3.6 Superficies e Sélidos de Revolucao

As superficies e os sélidos de revolugcdo ocupam um papel de relevante destaque na
Geometria Espacial, especialmente devido a sua relevancia tanto no campo tedrico quanto nas
aplicacdes préticas. Esses conceitos envolvem a geragcdo de superficies tridaisepsio

meio da rotacao de figuras planas em torno de um eixo, proporcionando uma compreensao mais
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profunda das relagdes entre as dimensdes e a forma de objetos geométricos. A habilidade de
compreender superficies e solidos de revolucdo é fundamentalparst a resolucdo de
problemas matematicos quanto para areas que exigem modelagem espacial, como engenharia.
arquitetura e design.

Ao tratar desse tema, é relevante observar que, no contexto educacional, a abordagem
de superficies e solidos de revoluc&mnsempre recebe a devida atencao. Foi realizada uma
analise detalhada em dez livros didaticos de matematica utilizados no ensino médio,
abrangendo editoras amplamente reconhecidas, como FTD, Saraiva, Moderna, Atica, SM e
Leya. Os livros analisadogoram os das seguintes colecdd3rismai FTD (Bonjornoet al,

2020), Ciéncia e Aplicacdas Saraiva lezzi et al, 2016), Ciéncia e Aplicacdes | Conette
Saraiva(lezzi et al, 2014), Integracdo e Tecnologdid_eya Balestri,2016), Conexdes com a
Matematicai Moderna De Leonardo e Silve2016), Contexto e AplicacdésAtica (Dante,
2016), Contatd FTD (Souza e Garcid®016), Conexdes Moderna De Leonardo2020),
Quadrantd SM (Chavante e Preste?016) e Matematica CompletaFTD (Bonjornoet al,
2016).

A partir dessa analise, constatsriqgue nenhum dos livros examinados apresenta um
capitulo especifico dedicado ao estudo aprofundado das superficies e sélidos de revolugédo. O
conteudo referente a esse tema € limitado a exploragédo de alguns sélidos mass coma
cilindros retos, cones retos e esferas. Esses solidos sdo introduzidos de forma isolada, com
descrices que geralmente abordam o processo de geracédo e suas propriedades principais, com
volumes e areas.

Por exemplo, os cilindros retos sdo dessritomo o resultado da rotagdo de um
retangulo de 180° em torno de uma de suas mediatrizes ou de 360° em torno de um de seus
lados. Os cones retos sao definidos como sélidos gerados pela rotacdo de um triangulo retangulo
360° em torno de um de seus ladoslewm triangulo isdsceles 180° em torno da mediatriz da
base. Por fim, as esferas sao apresentadas como superficies de revolucdo obtidas pela rotacac
de uma semicircunferéncia 360° em torno de seu diametro ou de uma circunferéncia 180° em
torno de seu diéetro.

Essa limitagdo nos materiais didaticos pode ser atribuida a uma abordagem mais
pragmatica, que privilegia conteudos frequentemente cobrados em exames como o ENEM e
outros vestibulares. No entanto, essa escolha restringe a oportunidade de oxplorzwsra
outras superficies de revolucdo, como toroides ou paraboloides, que, embora menos comuns,

apresentam aplicacdes relevantes em areas como fisica e engenharia.
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Portanto, o estudo das superficies e soélidos de revolucao vai além de um conhecimento
maematico pontual, constituindo uma oportunidade Unica de desenvolver o pensamento
espacial e a capacidade de abstracdo. Ao compreender as relacdes entre a figura plana gerador
e 0 solido resultante, os alunos sao incentivados a refletir sobre como sharrirandes
geomeétricas podem ser aplicadas a diferentes contextos, contribuindo para uma formagéo mais
abrangente e critica.

3.6.1 Superficies de revolugdo

As superficies de revolucdo constituem um objeto de estudo de relevante destague na
geometria espaal estudada no ensino basico, sendo obtidas a partir da rotacdo de uma curva
plana em torno de um eixo fixo. A andlise dessas superficies revela propriedades essenciais
relacionadas a simetria, continuidade e curvatura, ampliando a compreensdo dagsnteracd
espaciais entre formas e estruturas. Esse estudo néo se limita ao campo tedrico, pois encontra
aplicacdes relevantes em disciplinas como a arquitetura e a engenharia, onde a modelagem
precisa de superficies € indispensavel para o desenvolvimento deprgue conciliam
funcionalidade e eficiéncia estrutural.

Essas superficies sdo estudadas de maneira mais basal no ensino basico, porém, no
ensino superior, conectam conceitos introdutérios de geometria plana a abordagens mais
avancadas de célculo difemal e integral. No ensino bésico, séo introduzidas de maneira
intuitiva, muitas vezes vinculadas a exemplos concretos do cotidiano, como superficies
cilindricas e esféricas. Ja no ensino superior, essas superficies-serrajeto de estudo
rigoroso, sedo parametrizadas e analisadas em profundidade por meio de ferramentas
matematicas, como o célculo de areas de superficie e o estudo de curvas geradoras. Esse
transicdo ndo apenas promove uma compreensdo mais formal e técnica das superficies, mas
também seve de alicerce para aplicacdes praticas em disciplinas como fisica, engenharia e

design computacional

Definicdo. Considersse um semiplano que possui a origem e o eixo (denotados por e).
Dentro desse semiplano, encordeaumacurva g, a qual é considerada uma geratriz. Ao
realizarse uma rotacdo deste semiplano em torno do eix@wyag gera uma superficie, a
qual é denominada de superficie de revolugdo. A menos que explicitamente indicado em
contrario, assumee que essa rotag& completa, ou seja, ocorre ao longo de um angulo de

360° em torno do eixo.
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Figura 517 Superficie de revolucao

Fonte: Dolce Pompeo, 1993.

Exemplos
I) A superficie lateral de um cilindro gerada pela rotacao do segmentA®rme mostra a

Figura 52.

Figura 5271 Superficie lateral de um cilindro

i >

Fonte: O autor, 2025
II) A superficie total de um cilindro gerada pela rotacéo do retangulo ABiQD53).

Figura 5371 Superficie total de um cilindro

D D
B A |
o =mm

Fonte: O autor, 2025

1) A superficie lateral de um cogerada pela rotagdo do segmento(&i). 54).
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Figura 5471 Superficie lateral de um cone

e e

Fonte: O autor, 2025

IV) A superficie total de um cone gerada pela rotacdo do segmen(teicAB5).

Figura 551 Superficie total de um cone

e e
i '

g |

Fonte: O autor, 2025

V) A superficie lateral de um tronco de cone gerada pela rotacao do segméfig.AB).

Figura 561 Superficie lateral de um tronco de cone

e e

i

Fonte: O autor, 2025

VI) A superficie total de um tronco de cone gerada pela rotacdo do segme(itig AR ).
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Figura 5771 Superficie total de um tronco de cone
e

e

Fonte: O autor, 2025

VII) A superficie de uma esfera gerada pela rotacdo da semicircunferéncia de extremidades

situadas em A e B:

Figura 581 Superficie de uma esfera

Fonte: O autor, 2025

Areas dasSuperficies de Revolucdo

A determinacédo da area de uma superficie de revolucéo pode ser realizada uskzando
as formulas de area lateral e area total previamente conhecidas, abordadas em livros didaticos
de Ensino Basico (cilindros, cones, troncosadees e esferas), tendo em vista que o enfoque
deste trabalho é a utilizacdo da Visualizagdo Geométrica nos estudos dos assuntos
contemplados (Projecdo ortogonal, Superficies e Solidos de Revolucdo, e Truncamentos de
Solidos).

(i) Areas de um cilindro de rewato:
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Figura 5971 Planificacdo de um cilindro de revolugéo

2-T-r

Fonte: O autor, 2025

U Area(s) da(s) Base(s): “i
U Area Laterald ¢t 1Q

i ¢‘iQ ¢c“i1 1 1

U Area Total:d C

ObservacaoNa auséncia de uma das bases do cilindro, a area total sera a sarhaam®
c“
sera dado pela prépria area lateral.

¥

iQqueresultaeh i | ¢ "QE, na auséncia de ambas as bases, o calculo da area total

(i) Areas de um cone de revolucéo:

Figura 6071 Planificacdo de um cilindro de revolucéo

Fonte: O autor, 2025

i

i AreadaBased

1 "Q
Q11 Q

U Area Lateral®

[T} 1]

i Area Total:d

ObservacéoNa auséncia da base do cone, o célculo da areas¢oéatiado pela propria area

lateral.

(i)  Areas de um tronco de cone de revolugao:
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Figura 617 Planificagdo de um tronco de cone de revolugao

g

Fonte: O autor, 2025

U Areas das Base#: “Y ed “1

U Area Lateral® “YO* 1T QY YOI Q

U Area Total:d “Y g “YTOU 1T QY Y YOi Q
“CYY OO 1T Q

Observacédo: Considerande a complexidade da utilizacdo de uma férmula para tal calculo,
convém calculasea area total do tronco de cone somase@s areas das partes envolvidas

(area lateral e a &rea de uma ou duas bases, a depender da quantidade de bases existentes).
(iv)  Area de uma superficie esférica:

Figura 6271 Superficie esférica

Fonte: O autor, 2025

i Area da Esferad T “ 'Y 1vY

3.6.2 Solidos de revolucdo

Os solidos de revolucao constituem, dentre outras caracteristicas, um elo entre o ensino

basico e o superior, possibilitando o aprofundamento gradual de conceitos geométricos e
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analticos. No ensino basico, o foco recai sobre sélidos como cilindros, cones e esferas,
explorando suas formas e volumes por meio de férmulas diretas. No entanto, no ensino superior,
esses solidos séo revisitados sob a Gtica do calculo integral, permitedogio de volumes

e areas de superficie a partir da rotacdo de funcdes em torno de eixos coordenados. Essa
abordagem interdisciplinar consolida a compreensdo geométrica adquirida no ensino médio e
expande seu alcance, preparando o estudante para agdi@agdmodelagem tridimensional,

otimizacao e outras areas que exigem precisao analitica e geométrica.

Definicdo. Considerese um semiplano com origem em e (no eixo) e contendo uma
superficie S. Quando esse semiplano é girado em torno de e, a supddfoi@ 8m soélido,

conhecido como solido de revolucéo.

Figura 6371 Solido de revolucéo

e
-
1
|
I a\
- =~ —'_ CIE=
~
=< T (S
I _
1
1
1
Fonte: Dolce, Pompeo, (1993).
Exemplos
) Cilindro de revolucéo gerado pela rotagdo de um retangulo:

Figura 641 Cilindro de revolugéo

Fonte: O autor, 2025
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1)) Cone de revolucéo gerado pela rotagdo de um triangulo retangulo:

Figura 657 Cone de revolugéo

e

Fonte: O autor, 2025

) Tronco de cone de revolucéo gerado pela rotagdo de um triangulo retangulo:

Figura 661 Tronco de cone de revolugéo

Fonte: Oautor, 2025

IV)  Esfera gerada pela rotacdo de um semicirculo:

Figura 671 Esfera
e

Fonte: O autor, 2025
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Volume dos Solidos de Revolucéo

Bem como os célculos de areas das superficies de revolugéo, a determinacéo do volume
de um sélido de revolucdo pode sealizada por meio das férmulas ja estabelecidas para o
calculo de volumes, amplamente apresentadas em materiais didaticos do Ensino Basico. Essas
férmulas abrangem solidos como cilindros, cones, troncos de cones e esferas. Dado que o foco
deste trabalhoeside na aplicacdo da Visualizacdo Geométrica para a compreensao dos temas
abordado®d Projecdo Ortogonal, Superficies e Solidos de Revolucdo, e Truncamentos de
Solidosd , essa abordagem se torna especialmente relevante para a analise e interpretacao

geomdrica desses conceitos.

Exemplos

(i) Volume de um cilindro gerado pela rotacdo de um retangulo:
w “Y'Q

Figura 681 Cilindro gerado pela rotagédo de um retangulo

Fonte: O autor, 2025

(ii) Volume de um cone gerado pela rotacdo de um triamgtdagulo:

5 2eva
o
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Figura 697 Cone gerado pela rotacdo de um triangulo retangulo
e

)

Fonte: O autor, 2025
(iii) Volume de um tronco de cone gerado pela rotacdo de um trapézio retangulo:

& QY b YD - tQY Y

Figura 707 Tronco de cone gerado pela rotacdo de um trapézio retangulo

Fonte: O autor, 2025.

(iv) Volume de uma esfera gerada pela rotacdo de um setor circular:

& — oy
o
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Figura 717 Esfera gerada pela rotacaae um setor circular

Fonte: O autbr, 2025

3.7 Truncamento de Soélidos

Para uma melhor compreensao dos sdlidos truncados, em particular, os arquimedianos,
€ relevante o conhecimento prévio dos sdlidos platonicos, visto que 0s preeerigmnaram
de operacbes ou extensdes realizadas sobre os segundos (Almeida, 2010). Nesse contexto, ¢
possivel observar que a autora faz referéncia direta aos sélidos platénicos, uma vez que, ao
estudar os soélidos arquimedianos, reg#ague alguns sédo geaadpor truncamentos (operacao
geométrica em que uma parte de um solido é "cortada" por um plano, removendo uma secéo do
sélido original) realizados nos vértices dos sélidos platdnicos, enquanto outros resultam de uma
operacdo chamada snubificacdo (operag@ométrica que transforma um soélido poliedro,
geralmente um sdlido platénico, em um novo poliedro, ao aplicar uma combinacdo de duas

transformacdesntacionar etruncar), aplicada as suas faces.

3.7.1 Poliedros de Platdo

Definese poliedro como uma ré&g do espaco tridimensional cujas fronteiras séo
formadas por faces poligonais adjacentes, de modo que cada aresta seja compartilhada por
exatamente duas dessas faces. Nos poliedros convexos, é possivel-serdidaelacao de
Euler, dada por V¥ A + F =2, na qualV, A e F correspondem, respectivamente, ao numero
de vértices, arestas e faces do polietlhm poliedro convexo € classificado como regular
quando satisfaz determinadas condi¢cdes especificas, as quais podem ser explicitadas da

seguinte forma:

u Cada uma de suas faces € composta por poligonos regulares, sendo que todos esses

poligonos possuem um numero idéntico de arestas.
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i Em todos os vértices do poliedro, 0 nimero de arestas que se encontram incidentes

sobre cada um deles é invariavelmente o neaesm

Esses poliedros que atendem a tais requisitos sdo comumente denominados poliedros de
Platdo. Vale ressaltar que, para qualquer poliedro convexo que seja classificado como regular,
sua forma serd uma das cinco categorias geométricas classicas, atstaaedm, o hexaedro,

0 octaedro, o dodecaedro ou o icosaedro). Além disso, 0s veértices que compdem essas figuras
geomeétricas definem as distribuicbes mais simétricas que podem ser concebidas de quatro, seis,
oito, doze e vinte pontos situados sobrepsesicie esférica (Carmo, 2023).

Os poliedros regulares, historicamente, foram associados a algumas caracteristicas do
ser humano devido as suas notaveis propriedades geométricas, que refletem a harmonia e a
simetria presentes na natureza e na concepcaand®rso. O filésofo grego Platéo
(aproximadamente 42847 a.C.), em sua obfEmey estabelece uma conexao entre cinco
sélidos regulare$ o tetraedro (composto por quatro triangulos equilateros), o hexaedro
(formado por seis quadrados), o octaedro (@Bt por oito tridngulos equilateros), o
icosaedro (constituido por vinte triangulos equilateros) e o dodecaedro (com doze pentagonos
regulares) e os quatro elementos fundamentais da natureza: fogo, terra, ar e 4gua, associando
cada um desses solidos @ ulesses elementos e, por extensédo, ao préprio universo. Platdo
propde que o universo € constituido por um corpo e uma alma, com a matéria sendo segmentada
em porcdes limitadas por triangulos e quadrados regulares, criando elementos que se
distinguem pelaua forma periférica. Os poliedros, termo derivado do gpegqmuitos) e
edros(faces), sdo considerados convexos quando todas as suas faces estdo voltadas para ¢
mesmo lado em relacédo ao plano que contém qualquer uma de suas faces. No campo artistico,
os sélidos platbnicos, com suas simetrias intrinsecas, foram amplamente valorizados e
estudados, especialmente durante o Renascimento, quando, em 1480, o pintor Piero della
Francesca (1415492) realizou um estudo aprofundado sobre esses soélidos em aua obr
Libellus De Quinque Corporibus Regularibudessa mesma obra, o autor também descreve
outros tipos de poliedros que, embora apresentem faces regulares, ndo sdo compostos
unicamente pelo mesmo tipo de poligono, sendo conhecidos como solidos arquimedianos
(Melo, 2014).

Os poliedros de Platéo séao solidos geométricos regulares, caracterizados por terem faces
gue sdo poligonos regulares idénticos e 0 mesmo numero de arestas incidindo sobre cada
vértice. Esses poliedros, que possuem simetria e harmonia, forplangente estudados e

associados aos elementos da naturez&lposendo considerados representacdes perfeitas de
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ordem e equilibrioTais sélidossdo compostos por cinco figuras: o tetraedro, hexaedro,
octaedro, dodecaedro e icosaedro. A seguir, apegaentas caracteristicas de cada um desses

solidos.

i Tetraedro: O tetraedro possui quatro faces, todas elas triangulos equilateros, seis
arestas e quatro vértices. E o poliedro de Platdo com o menor nimero de faces,
sendo também o mais simples em termossiieiteira geomeétrica. Seus angulos
diedros séo relativamente pequenos, o que confere a ele uma forma compacta e

equilibrada.

Figura 727 Tetraedro

e

Fonte: Derivando a Matemética, 20D8sponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemética
Acesso em: 12 out. 2024.

iU Hexaedro (Cubo) O hexaedro, popularmente conhecido como cubo, é formado
por seis faces quadradas, doze arestagoevértices. E um dos soélidos mais
conhecidos devido a sua simetria e a facilidade com que se relaciona com a
geometria do espaco tridimensional. Os angulos entre suas faces séo retos (90°), o

gue resulta em uma estrutura de grande estabilidade e sitagéci

Figura 737 Hexaedro

e

Fonte: Derivando a Matemética, 20D8sponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemaética
Acesso em: 12 out. 2024.

i Octaedro: O octaedro € composto por oito faces, todas triangulos equilateros, doze

arestas e seis vértices. Ele pode ser visualizado como dois tetraedros unidos pela


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
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base. Seus angulos diedros sdo intermediarios entre os do tetraedro e do cubo,

conferindelhe umaforma bem definida e simétrica.

Figura 747 Octaedro

Fonte: Derivando a Matematica, 20D8sponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica
Acesso em: 12 out. 2024.

Dodecaedro O dodecaedro possui doze faces, todas pentagonos regulares, vinte

arestas e vinte vértices. E o Unico poliedro de Platio cujas faces ndo s&o triangulos

ou quadrados, mas sim pentagonos. Os angulos entre suas faces sao relativamente

grandes, ragtando em uma estrutura mais complexa e refinada.

Figura 757 Dodecaedro

- O — >
\ "~/ g
Fonte: Derivando a Matemética, 20D8sponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemaética
Acesso emi12 out. 2024.

Icosaedra O icosaedro é formado por vinte faces, todas tridngulos equilateros,

trinta arestas e doze vértices. E o poliedro com os maiores angulos diedros entre os

sélidos de Platdo, o que implica que suas faces se encontram com matardabe

nas arestas. Esse solido é frequentemente associado a perfeicdo geométrica devido

a sua grande quantidade

de faces e vértices distribuidos de maneira equilibrada.


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
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Figura 767 Icosaedro

Fonte: Derivando a Matematica, 20T8sponivel em:
https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matematica
Acesso em: 12 out. 2024.

Cada um desses sélidos de Platdo, com sua estrutura geométrica Unica, € considerado
uma representacao de perfeigdmarmonia, tanto na filosofia quanto na matematica. No quadro
a sequir, verificese as quantidades de elementos (vértices, faces e arestas), além dos nimeros

de vértices por faces e 0os encontros de faces em cada vértice.

Quadro 5- Poliedros de Platéao

Vértices Encontros

P de faces
Nome Imagem Faces | Arestas | Vértices fg?:; em cada
vértice

tetraedro

cubo
(hexaedro)

dodecaedro 12 30 20 5 3

icosaedro 20 30 12 3 5

octaedro ‘ 8 12 5] 3 4

Fonte:Adaptado déilves, 2019.


https://www.geogebra.org/u/derivando_a_matemática
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3.7.2 Poliedros de Arquimedes

Nesta sec¢ao do presente trabalho, serdo apresentadas as definicdes relacionadas ao:
poliedros arquimedianos, além de abordar a comprovacdo de que existem exatamente treze
desses solidogeométricos, desconsiderando os prismas epasthas. A nomenclatura
"poliedros arquimedianos" foi atribuida pelo renomado astrdnomo e mateméatico aleméo Johann
Kepler, que também foi responsavel por demonstrar a existéncia e a unicidade dos treze
exemple conhecidos. Esses poliedros possuem a caracteristica de serem convexos,
apresentando faces formadas por diferentes tipos de poligonos regulares. Uma peculiaridade
relevante € que todos os vértices desses sélidos sdo congruentes, ou seja, 0 arraggoa pol
em torno de cada vértice é idéntico, diferenciaselapenas por rotacdes (Neves, 2017).

Um prisma € um poliedro que possui duas faces paralelas e congruentes (as bases) e
cujas faces laterais sdo paralelogramos. Umpaigina € um poliedro que s duas faces
paralelas e congruentes (as bases) e cujas faces laterais séo triangulos. Existem infinitos prismas
e antiprismas. Os prismas regulares cujas faces lateraig|géivados, de acordo com a
definicdo, sédo poliedros arquimedianos. Do mesmapm&lantiprismas regulares cujas faces
laterais sdo triangulos equilateros também sdo arquimedianos. No entanto, neste trabalho
estamos interessados apenas em descrever os poliedros arquimedianos que nao sao prismas
nem antiprismas regulares. Na fiqui77, a seguir, encontrase representados exemplos que
ilustram, respectivamente, um prisma arquimediano e urrpasina arquimediano. Essas
figuras destacam as caracteristicas peculiares de cada uma dessas categorias de poliedros
evidenciando suas basgaralelas e congruentes, bem como as diferencas entre as faces laterais,

que sao compostas por quadrados no caso dos prismas e por tridngulos equilateros no caso do

antkprismas.
Figura 777 Prisma e antiprisma
Prisma Anti-Prisma
Octogonal Regular Hexagonal Regular

Fonte: Neves, 2017.
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Na figura 78,ilustrase um exemplo representativo de poliedro arquimediano: o
Icosaedro Truncado. Este solido geométrico possui 32 faces, distribuidas entre 12 pentdgonos
e 20 hexagonos. Ademais, na figura, obseesama bola de futebol cujo formato se baseia na
estriura geométrica do Icosaedro Truncado. Esse design especifico foi introduzido, pela
primeira vez, na Copa do Mundo de 1970, e sua construcdo reflete as caracteristicas
mencionadas, com 32 gomos, igualmente divididos entre 12 pentdgonos e 20 hexagonos, tal
como ocorre no poliedro geométrico que a inspira. Tal estrutura poliédrica foi utilizada nas

bolas das 8 copas do mundo subsequentes, tendo sido utilizada até 2002, (Freire, 2022).

Figura 7871 Icosaedro truncado e bola de futebol

Icosaedro Bola de
Truncado Futebol

/& 8

Fonte:Siqueirg adaptado, 201

3.7.3 Construindo Poliedros de Arquimedes

De acordo com o dicionario Priberam (2025), o termo "truncar" provém do latim
truncaree é definido como: Xortarou separado tronco. 2.Cortarumapartequalquerde. 3.

No campo da geometriggeferese a acdo de interceptar um soélido geométrico por um plano
secante. No que tange as diferentes técnicas de truncamento de poliedrese gatoduas
abordagens distintas, que serdo denominadas truncamento tipo 1 e tipo 2. No truncamento tipo1l,
0 oorte € realizado através dos pontos medios das arestas que se encontram em um mesmc
vértice. Ja no truncamento tipo 2, a técnica empregada é tal que a face resultante do novo
poliedro seja um poligono regular, cuja quantidade de lados seja o dobro d#ageatd lados

da face do poliedro original, antes de sofrer o corte (Neves, 2017).

Independentemente do tipo de truncamento adotado, 0 processo resulta na
transformacdo de cada vértice em uma nova face. Adicionalmente, as por¢cdes removidas no
processo déruncamento correspondem, invariavelmente, a piramides regulares, nas quais o
namero de lados do poligono da base equivale ao nUmero de arestas que se encontram em urn

mesmo vertice. O corte é sempre perpendicular ao eixo da piramide.
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A operacao dsnubificagdode um poliedro regular € caracterizada pelo afastamento de
todas as suas faces, podendo ser acompanhada ou nao de rotacdo, e o preenchimento do
espacos resultantes com poligonos regulares. Quando ocorre a rotacdo, normalmente de 45
graus, a operacadenominada snubificacdo. Caso nao haja rotacéo, a operacdo é conhecida
como expansédo. Os poliedros formados por expansao recebem a designagiebds',”
enguanto os poliedros oriundos da snubificagdo sdo denomirssuids. "

Naexpansag o preenchimententre as arestas afastadas € feito por um Unico quadrado,

e entre 0s vértices, o preenchimento é feito por um poligono regular com um namero de lados
igual é igual a m (numero de arestas que concorrem no mesmo Vértice). Na snubificagéo, entre
as arestasfastadas, o preenchimento é realizado por dois tridngulos equilateros, e entre os
vértices, o preenchimento € feito por poligonos reguléredriangulos, quadrados ou
pentagonos (Freitas, 2020).

A seguir, serdo apresentadas as caracteristicas dos padigglrosedianos obtidos por
operacdes sobre os poliedros de Platao.

Cuboctaedro

Ao realizarse o truncamento tipo 1 no cubo ou no octaedro regular, etEém
cuboctaedroRigura 79). O octaedro, composto por 8 faces triangulares equilateras, 12 arestas
e 6 vértices, possui o valon = 4. Apos a realizacdo do truncamento, ob&Im8 faces
triangulares equilateras (mantersd a quantidade de faces do octaedro original) eds fa
quadradas, formadas pelos 6 vértices do octaedro. Assim, o poliedro resultante, o cuboctaedro,
apresentae com 14 faces.

Figura 7971 Octaedro (truncando) e cuboctaedro

Truncando o octaedro

Cuboctaedro

Fonte: Neves, 2017.

Considerandae as formulas de Euler para poliedros,-sen?A = 3k + 4= 3-8 +
4.6 = 48, onde A representa a quantidade de arestasylimero de faces triangulares 40F

namero de faces quadradas. Assim, A = 24 e, apliesadoférmula de Euler para poliedros,
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calculase o numero de vértices V da seguimt@neira: V = Ai F +2 =241 14 + 2 = 12,
V=12.

Portanto, o cuboctaedro obtido possui 12 vértices, 14 faces e 24 arestas.

Icosidodecaedro

Ao realizarse o truncamento tipo 1 no dodecaedro regular ou no icosaedro regular,
obtémse o icosidodeealro (conformeFigura 80). O dodecaedro regular, composto por 12
faces pentagonais regulares, 30 arestas e 20 vértices, apresentanovalépos a aplicacédo
do truncamento, obtéise 12 faces pentagonais regulares (mantsedoquantidade de faces
do dodecaedro original) e 20 faces triangulares equilateras, formadas pelos 20 vértices do
dodecaedro. Dessa forma, o poliedro resultante, o icosidodecaedro, apgesmEma32 faces.

Figura 807 Dodecaedro (truncando) e Icosidodecaedro

Truncando o dodecaedro Icosidodecaedro

Fonte: Neves, 2017.

Considerandae as férmulas de Euler para poliedros,-sem2A = 3k + 5 = 3-20 +
5-12 = 120, A = 120, onde A representa a quantidade de arestasnlmero de faces
triangulares e £0 nimero de faces pentagonais. Assim, A = 60 e, apliesm@iormula de
Euler para poliedros, calcut®e 0 numero de vértices V da seguinte maneira: ViFA+ 2 =
60 1732 + 2 = 30. V =30.

Portanto, o icosidodecaedro obtido possui 30 veértices, 32 faces e 60 arestas.

Agora, procedesea com o truncamento tipords 5 poliedros regulares, bem como no
cuboctaedro e no icosidodecaedro. No truncamento tipo 2, o corte é realizado de modo que a
face do novo poliedro seja um poligono regular cujo niumero de lados seja o dobro do niamero
de lados da face do poliedro origirfantes do corte). Uma observacao importante é que, sempre

que a palavra "truncado” aparecer no nome de um poliedro, se referira ao truncamento tipo 2.
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Tetraedro Truncado

O Tetraedro Truncado € obtido realizafs#oo truncamento tipo 2 no tetraedro ragul
(conforme ilustrado n&igura 81). O tetraedro regular € composto por 4 faces triangulares, 6
arestas e 4 vértices, apresentando o valer 3. Ao aplicarse o truncamento tipo 2 neste
poliedro, obténse 4 faces hexagonais (mantesgoa quantidade dades do tetraedro) e 4
faces triangulares, formadas pelos 4 vértices do tetraedro. Dessa forma, o poliedro resultante, o
tetraedro truncado, possui um total de 8 faces.

Figura 8171 Tetraedro (truncando) e tetraedro truncado

Truncando o tetraedro

Tetraedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

Considerandae as formulas de Euler para poliedros,-s&m2A = 3k + 6Fs = 6:4 +
3-4 =36, A =36, onde A representa a area total rfimero de faces triangularess@mumero
de faces hexagonais. Assim, A = 18, e, aplicesela formula de Eulerpa poliedros, calcua
se 0 numero de vértices V da seguinte maneira: M #A 2 =18. V = 12.

Portanto, o tetraedro truncado obtido apresenta 12 vértices, 8 faces e 18 arestas.

Cubo Truncado

O Cubo TruncadoHgura 82) é obtido realizaneke o truncamento tipo 2 no cubo. O
cubo original, composto por 6 faces quadradas, 12 arestas e 8 vértices, apresenta o 3alor
Ao aplicarse o truncamento tipo 2 neste poliedro, obg&né faces octogonais (mantersdoa
quantidade de faces do cubo) e 8 faces triangulares, formadas pelos 8 vértices do cubo. Dessa

maneira, o poliedro resultante, o cubo truncado, apreserdam um total de 14 faces.
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Figura 827 Cubo (truncando) e cubo truncado

Truncando o cubo Cubo Truncado

Fonte: Neves, 2017.

Considerandae as formulas de Euler para poliedros,-s&m2A = 3k + 8= 3-8 +
8:6 = 72, A= 72, onde A representa a quantidade de arestasimero de faces triangulares
e s 0 numero de faces octogonais. Assim, A = 36, e, aplicaado féormulade Euler para
poliedros, calcukse o numero de vértices V da seguinte maneira: M FA 2 =361 14 + 2

= 24.V = 24 Portanto, o cubo truncado obtido possui 24 vértices, 14 faces e 36 arestas.

Octaedro Truncado

O Octaedro Truncaddrigura 83) é obtidaealizandese o truncamento do tipo 2 no
octaedro regular. O octaedro regular € composto por 8 faces triangulares, 12 arestas e 6 vértices,
apresentando o valar = 4. Ao aplicarse o truncamento tip® neste poliedro, obtése 8 faces
hexagonais (mantenése a quantidade de faces do octaedro) e 6 faces quadradas, formadas
pelos 6 vértices do octaedro. Dessa maneira, o poliedro resultante, o octaedro truncado, possui
um total de 14 faces.

Figura 837 Octaedro (truncando) e octaedro truncado

Truncando o octaedro
Octaedro Truncado

Fonte: Neves2017.

Considerandae as formulas de Euler para poliedros,-s8m2A = 4k + 6Fs = 4.6 +
6-8 =72, A=72, onde A representa o total de aresiasnbimero de faces quadradass® F
namero de faces hexagonais. Assim, A = 36, e, aplicaadoférmulale Euler para poliedros,
calculase o numero de vértices V da seguinte maneira: Vi=FA+ 2 = 361 14 + 2 = 24.
V =24,
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Portanto, o octaedro truncado resultante possui 24 vértices, 14 faces e 36 arestas.

Dodecaedro Truncado

O Dodecaedro Truncad@igura 84) € obtido realizanes® o truncamento tipo 2 no
dodecaedro regular. O dodecaedro regular possui 12 faces pentagonais, 30 arestas, 20 vértices
em = 3 Apds o truncamento tipo 2, obtésa 12 faces decagonais regulares (mantendo o
numero de facedo dodecaedro) e 20 faces triangulares equilateras, formadas pelos 20 vértices
do dodecaedro. Isso resulta em um total de 32 faces.

Figura 841 Dodecaedro (truncando) e dodecaedro truncado

Truncando o dodecaedro Dodecaedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

A partir dessa configuracéo, pedecalcular as arestas e vértices consideragdas
formulas de Euler e a relacdo entre as faces: 2= 3PFRo = 3-20 + 10-12 = 180, A= 180.
Logo, A = 90 (total de arestas). Utilizande novamente a formula de Euler, o nimero de
vértices V é dado por: ¥ AT F+2 =90/ 32+ 2=60.V =60.

Portanto, o Dodecaedro Truncado tem 60 vértices, 32 faces e 90 arestas.

Icosaedro Truncado

O Icosaedro Truncadd-igura 85) € obtido realizanes® o truncamento do tipo 2 no
icosaedro regular. O icosaedro regulasqui 20 faces triangulares, 30 arestas, 12 vértioes e
= 5. ApGs o truncamento tipo 2, obt&ga 20 faces hexagonais regulares (com a mesma
guantidade de faces do icosaedro), aléem de 12 faces pentagonais regulares, formadas a partir
dos 12 vértices do icaedro, totalizando 32 faces.
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Figura 857 Icosaedro (truncando) e icosaedro truncado

Truncando o icosaedro Icosaedro Truncado

Fonte: Neves, 2017.

A partir dessa configuracdo, as arestas e 0s vértices sdo calculados utilizando as
formulas de Euler e a relagdo entre as faces: 2/ =+ blFs = 5-12 + 6-20 = 180, A = 180.

Logo, o numero de arestas A= 90. Utilizarstpa formula de Euler, o numero de
vértices V é dado por: V=AF+2 =90/ 32+ 2=60.V =60.

Portanto, o Icosaedro Truncado possui 60 vértices, 32 faces e 90 arestas.

Cuboctaedro truncado

O Cuboctaedro Truncado, ayrande rombicuboctaedro(Figura 87) obténse ao
realizarse um truncamento no cuboctaedro original. Esse poliedro possui 6 faces quadradas, 8
faces triangulares equilateras, 24 arestas, 12 vértives & Quando se aplica o truncamento
tipo 2 nesse poliedro, gerase 6 faces octogonais, 8 faces hexagonais e 12 faces retangulares,
estas ultimas provenientes dos 12 vértices originais, totalizando 26 faces no novo poliedro.

Ao truncarse o cuboctaedro, o pdie resultante ndo é considerado arquimediano, pois
algumas das faces obtidas ndo sdo poligonos regulares, como é o caso dos retangules. Observa
se que qualquer corte realizado em torno de um vértice, de forma perpendicular ao eixo da
piramide associadapfma um retangulo. O maior corte possivel, representado pelo quadrilatero
ABCD(Fi gura 86) , resulta em um r eAd@ongloénte, c o m

gual quer outro corte similar produz ret®©ngu
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Figura 8671 Vista de um cuboctaedro a partir de um dos vértices
A L B

Fonte: Neves, 2017.

Para que o poliedro resultante se torne arquimediano, € necessario realizar um ajuste
que transforme as faces retangulares em quadrados. Apds essa modificacdo, o célculo do
ndmerototal de arestas e vértices pode ser feito como segue: 2A+=6Hs + 8 = 4-12 +
6-8 + 8:6 = 144, o que implica A = 72. A partir disso, o nUmero de vértices € dado porf V = A
F+2=72 26 +2=48.

Figura 871 Cuboctaedro truncado ou grande rombiciboctaedro

Fonte: Neves, 2017.

Assim, o poliedro ajustado atende as propriedades dos sélidos arquimedianos.

Icosidodecaedro Truncado

O icosidodecaedro apresenta 20 faces triangulares equilateras, 12 faces pentagonais
regulares, 60 arestas, 30 vértices © 4. Realizandese o truncamento do tipo 2 neste poliedro,
obtémse o icosidodecaedro truncado, também conhecido como grande roduduieoaedro
(Figura 88). Esse poliedro resultante possui 20 faces hexagonais regulares, 12 faces decagonais
regulares e 30 faces retangulares, totalizando 62 faces. Cabe destacar que o truncamento da
icosidodecaedro gera um poliedro que ndo € arquimediasto,que algumas de suas faces,
sendo retangulares, ndo séo poligonos regulares. Contudo, € possivdb gastaque se
transforme em um poliedro arquimediano. Isso pode ser feito convertendo as faces retangulares

em quadrados.
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Figura 881 Icosidode@edro truncado ou grande rombicosidodecaedro

Fonte: Neves, 2017.

Apébs essa modificacdo, o calculo do nimero total de arestas e vértices € dado por: 2A
=4k + 6Fs + 10Ro=4-12 + 6-20 + 10-12 = 36(go, A = 180.

Em seguida, o niumero de vértices psdedeterminado por: V = AF + 2 = 180° 62
+2=120.V = 120.

Assim, o poliedro ajustado passa a satisfazer as caracteristicas dos solidos

arquimedianos.

Rombicuboctaedro

Ao realizar a expansdo no cubo ou no octaedro regular, @énrombicuboctaedro
(Figura 89). Para simplificar a anélise, toseecomo referéncia o cubo, que apresenta 6 faces
qguadradas, 12 arestas, 8 vértices @ 3. O mesmo raciocinio pode ser aplicado ao octaedro.
Durante a expansédo das faces do cubo, as 12 arestas existenées foais 12 quadrados
adicionais. Assim, obtérse um total de 18 quadrados (6 + 12 = 18) e, além disso, surgem 8
tridngulos equilateros correspondentes aos 8 vértices do cubo. No total, o poliedro passa a
possuir 26 faces.

O calculo do namero total de amstE vértices pode ser realizado da seguinte forma:

2A = 3F3 + 4F4 = 3-8 + 4-18 = 9/ go, A = 48. Em seguida, para determinar o nimero de
vértices: V=AI F+2 =48 26 +2=24.V =24.

Figura 891 Expansao das faces do cubo e rombicuboctaedro

Fonte: Neves 2017.
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Portanto, o rombicuboctaedro resultante da expansao apresenta 26 faces, 48 arestas e 24

vértices.

Rombicosidodecaedro (ou pequeno rombicosidodecaedro)

Ao realizarse a expansao no dodecaedro regular ou no icosaedro regularsebiém
rombicosidodecaedro (também conhecido como pequeno rombicosidodec&aging 90).
Para simplificar o raciocinio, considese o dodecaedro regular, que apresenta 12 faces
pentagonais regulares, 30 arestas, 20 vértiams=e3. O mesmo tipo de analise poder
aplicado ao icosaedro regular. Durante a expansao das faces do dodecaedro, as suas 30 arestz
originam 30 quadrados, e os 20 vértices geram 20 triangulos equilateros adicionais. Dessa
forma, o poliedro resultante passa a apresentar 12 faces perdagguokires (correspondentes
as do dodecaedro original), 30 faces quadradas e 20 faces triangulares, totalizando 62 faces.
Para determinase o numero total de arestas e vértices do rombicosidodecaedro, utiliza
se o0 seqguinte calculo: 2A = 3F3 + 4F4 + 5F3x20 + 430 + 5-12 = 24(pgo,A = 120. Em

seguida, calculandse o0 numero de veértices: V =iAF + 2 = 120° 62 + 2 =60. V = 60.

Figura 907 Rombicosidodecaedro ou rombicosidodecaedro

Fonte: Neves, 2017.

Portanto, o rombicosidodecaedesultante da expansao apresenta 62 faces, 120 arestas

e 60 vértices.

Cubo snub (ou cuboctaedro snub)

Realizandese a snubificagdo no cubo ou no octaedro regular, ek¢éoncubo snub
(também conhecido como cuboctaedro snkigufa 91). Para facilitar o raciocinio, considere
se o cubo, que possui 6 faces quadradas, 12 arestas, 8 vémic8sEsse mesmo processo
poderia ser realizado utilizando o octaedro regular. Com a snubificacdo do cubo, surgem 24
triangulos equilaterogjue ocupam o0s espacos vazios formados entre as arestas afastadas do

cubo, e 8 triangulos equilateros adicionais, que se originam dos vértices (uma wez3jjue
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Além disso, as 6 faces quadradas originais permanecem. Como resultado, o poliedro passa a ter
um total de 38 faces, sendo 32 triangulos equilateros e 6 quadrados.

O célculo do numero de arestas (A) e veértices (V) é feito da seguinte maneira: 2A = 3F3
+4F4 =3-32 + 4.6 = 120pgo, A = 60. Para o numero de vértices, utdsg V = Ai F + 2 =
607 38+2=24.V =24,

Figura 917 Cubo snub ou cuboctaedro snub

Fonte: Neves, 2017.

Assim, o cubo snub possui 38 faces (32 triangulos equilateros e 6 quadrados), 60 arestas
e 24 vértices.

Dodecaedro snub (ou icosidoctaedro snub)

Realizandese asnubificacdo no dodecaedro regular ou no icosaedro regular,-ebtém
o dodecaedro snub (também denominado icosidodecaedro Biguya (92). Para simplificar
o raciocinio, tomee o dodecaedro como base, o qual possui 12 faces pentagonais regulares,
= 3. O mesmo procedimento pode ser aplicado ao icosaedro. Com a snubificacdo do
dodecaedro, sao formados 60 tridngulos equilateros que ocupam 0s espacos vazios resultantes
da separacdo das arestas do dodecaedro, além de 20 triangulos equilateros adieidasis ger
nos vérticesri = 3). As 12 faces pentagonais regulares originais permanecem inalteradas. O
poliedro final, portanto, possui um total de 92 faces, sendo 80 triangulos equilateros e 12
pentagonos regulares.

Os calculos referentes ao numero de aregta® (vértices (V) séo realizados como
segue: 2A = 3F3 + 5F5 = 3-80 + 5-12 = 3@@0, A=150. Para o numero de vértices: V ¥ A
F+2=150 92+ 2=60.V =60.



Figura 927 Dodecaedro snub ou icosidodecaedro snub

Fonte: Neves, 2017.
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Assim, o dodecaedro snub apresenta 92 faces (80 triangulos equilateros e 12 pentagonos

regulares), 150 arestas e 60 vértices.

ObservacaoAo realizarse o Truncamento tipo 1 no tetraedro regular, olséro Octaedro

Regular. Com a Snubificacdo do tetraedgular, obtérse o Icosaedro Regular. Ja com a

Expansao do tetraedro regular, resulta o Cuboctaedro.

No quadro seguinte, sdo apresentadas informacfes consideradas relevantes sobre os

treze poliedros de Arquimedes. O quadro foi organizado da seguinteéan®mngeneiramente,

foram listados os poliedros obtidos coroante tipo 1 (2 poliedros). Em seguida, os poliedros

formados com acorte tipo 2 (7 poliedros). Apds, os poliedros obtidos mxpansao(2

poliedros). Por fim, os poliedros derivados palabificacdo(2 poliedros).

Quadro 6 - Caracteristicas dos treze poliedros de Arquimedes

n | nome do poliedro F |V A 'm As Faces

1 | Cuboctaedro 14| 12 | 24 | 4 8T e 6Q

2 | Icosidodecaedro 32| 30 | 60 | 4 20T e 12P

3 | Tetraedro Truncado 8 | 12 | 18 | 3 4T e 4H

4 | Cubo Truncado 14| 24 | 36 | 3 8T e 60

5 | Octaedro Truncado 14 | 24 | 36 | 3 6Q e 8H

6 | Dodecaedro Truncado 321 60 | 90 | 3 20T e 12D

7 | Icosaedro Truncado 32| 60 | 90 | 3 12P e 20H

8 | Cuboctaedro Truncado 26 | 48 | 72 | 3 12Q, 8H e 60

9 | Icosidodecaedro Truncado(ou grande | 62 | 120 | 180 | 3 | 30Q, 20H e 12D
rombicosidodecaedro)

10 | Rombicuboctaedro 26 | 24 | 48 | 4 8T e 18Q

11 | Rombicosidodecaedro(ou pequeno | 62 | 60 | 120 | 4 | 20T, 30Q e 12P
rombicosidodecaedro)

12 | Cubosnub(ou cuboctaedro snub) 38| 24 | 60 32T e 6Q

13 | Dodecaedrosnub(ou icosidodecaedro | 92 | 60 | 150 80T e 12P
snub)

Fonte: Neves, 2017.
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4 CONSTRUCAO DE HABILIDADES EM PERCEPCAO ESPACIAL

A teoria de van Hiele representa uma contribuicdo inestimavel para a educacao
matematica, fornecendo um arcabouco robusto que permite a compreensdo profunda dos
processos de ensino e aprendizagem da geometria. Essa teoria ndo apenas sistematiza :
evolucaodo raciocinio geométrico, mas também se mostra essencial na formacao de préticas
pedagodgicas que favorecem o desenvolvimento de habilidades criticas nos alunos. Sua
adaptabilidade aos diversos contextos de ensino a torna uma ferramenta relevante para
educalores que buscam enriquecer suas abordagens na disciplina. Além disso, ao enfatizar a
importancia dos diferentes niveis de raciocinio, a teoria estimula o pensamento critico e a
capacidade de analise, fundamentais para um aprendizado eficaz. A teani&idevé crucial
para a formacao de conceitos geométricos soélidos, permitindo que os alunos desenvolvam uma
compreensao integrada e significativa da geometria. Foi desenvolvida em 1957, na dissertacao
de doutorado do casal holandés Dina van Hiele e RiarrdHiele (De Oliveira ; Cristovéao,

2022). O desenvolvimento do presente Capitulo desta dissertacao-basesuabordagens e
metodologias propostas por De Oliveira e Cristovao (2022), conforme desci@eamnetria
Espacial nas Questbes do Enem: umaliaaaa partir dos niveis de van Hiele

O Modelo de van Hiele é amplamente reconhecido por descrever os estagios de
desenvolvimento do pensamento geométrico, sendo baseado em estudos de Dina-van Hiele
Geldof e Pierre van Hiele. Dina trouxe uma valiegperiéncia em sala de aula, ao aplicar
praticas de ensino voltadas para a Geometria, enquanto Pierre elaborou um modelo te6rico com
0 objetivo de explicar as dificuldades encontradas pelos alunos no aprendizado dessa éarea.
Embora Dina tenha falecido logpds concluir seu doutorado, Pierre continuou a desenvolver
e consolidar a teoria que passou a ser conhecida como Modelo de van Hiele (De Villiers, 2010;
Silva e Candido, 2007).

Essa teoria prop0e cinco niveis distintos de pensamento geométrico quentaprese
evolucéo cognitiva do aluno ao longo de seu aprendizado: visualiza¢do (ou reconhecimento),

analise, ordenacao, deducdao e rigor (Mason, 1997):

u Nivel 17 Visualizagdo ou ReconhecimentoOs alunos identificam formas geomeétricas
por meio da percepcaorsorial, porém, sem compreender suas propriedades ou relacdes
entre as figuras. Descrevem objetos usando vocabulario basico, muitas vezes inadequado

do ponto de vista matematico.
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i Nivel 21 Analise: Nesta fase, os alunos comegam a reconhecer alguo@asedades das
figuras geométricas, desenvolvendo um vocabulario mais apropriado. Contudo, eles ainda

nao conseguem estabelecer relacdes entre as propriedades ou entre diferentes figuras.

i Nivel 37 Ordenacda Neste nivel, o aluno demonstra habilidadeslelducdo informal,
identificando propriedades e organizafado de maneira l6gica. Ele j& € capaz de
compreender pequenas demonstracfes e de elaborar deducdes simples, mas ainda nac

consegue formular demonstracdes rigorosas.

i Nivel 471 Deducdo Os estudantesdo capazes de distinguir definicdes, postulados e
teoremas, compreendendo o significado de cada um. Eles desenvolvem a habilidade de
formular demonstracfes formais e utilizar diferentes abordagens para alcancar conclusdes,

além de utilizar um vocabularioais preciso.

i Nivel 57 Rigor: No estagio mais avancado, o aluno € capaz de entender e trabalhar com
diferentes sistemas axiométicos, incluindo geometrias ndo euclidianas. Ele também
consegue relacionar e comparar sistemas, demonstrando uma compreefnsita
abstrata das estruturas geométricas.

Esses niveis proporcionam uma visdo mais detalhada sobre o processo de aprendizado
da Geometria, permitindo que professores reflitam sobre os métodos de ensino e ajustem suas
abordagens de acordo com o nivejritivo de seus alunos. Como apontado por De Villiers
(2010) e Silva e Candido (2007), a teoria de van Hiele revela quatro importantes propriedades
sobre o aprendizado geométrico, que podem orientar praticas pedagdgicas mais eficazes.

A Teoria de van Hielestabelece quatro propriedades fundamentais que orientam o
processo de desenvolvimento do pensamento geométrico. A primeira delaeéagdodos
niveis, que determina que cada aluno deve dominar completamente um nivel antes de progredir
para o préximolsso significa que o entendimento de um novo nivel sé é possivel apés a
assimilacdo completa do nivel anterior. A segunda propriedade detitapaagem prépria
de cada nivel ou seja, conforme os alunos avangcam nos niveis de pensamento geometrico, a
terminologia e os conceitos que utilizam também se tornam mais sofisticados. Assim, é
essencial que o professor identifique o nivel em que o aluno se encontra para adequar seu
discurso e promover o progresso continuo.

A terceira propriedade, conhecida colmealidade, indica que o aluno pode exibir
niveis diferentes de compreensdo em conteddos variados, mas, ao atingir um nivel em
determinado conteldo, tera maior facilidade em alehn@m outros. Por fim, a quarta
propriedade referse acontinuidade entre & niveis, evidenciando que o progresso do aluno
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ocorre de forma gradual e continua, com uma fase de transicdo que marca a passagem entre un
nivel e outro (Silva; Candido, 2007; Gutiérrez, 1992).

Entretanto, € importante mencionar que a maior parte dasigges@aseadas na Teoria
de van Hiele concentigse no estudo da Geometria Plana. Isso cria a necessidade de se recorrer
a outros tedricos para estabelecer paralelos com a Geometria Espacial. Nesse contexto, o tedrico
francésParzyszdesenvolveu uma teoriaspirada no modelo de van Hiele, categorizando a

Geometria em quatro grupos distintos, conforme exposto por Parzysz (2006) e Oliveira (2016):

iU GOT Geometria Concreta Nesta fase, os aspectos fisicos dos objetos, como cor, material
e textura, ainda sdo ceiderados importantes, embora tecnicamente essa etapa nao
constitua uma geometria formal.

i Gl T Geometria Espacegrafica: Os objetos fisicos passam a ser representados
graficamente, utilizando ferramentas geométricas como régua e compasso. A resolucao de

problemas se da principalmente por meio de percepg¢des visuais e representacoes.

u G271 Geometria Protoaxiomatica Nesta etapa, os alunos jA compreendem conceitos
tedricos, como teoremas e definicbes basicas (ponto, reta, segmento etc.). Embora ainda
utilizem representacdes gréaficas para apoiar a compreensao, as validacfes dos conceitos sao

de natureza teorica.

U G3 1 Geometria Axiomatica Aqui, 0s objetos geométricos assumem um carater
puramente teodrico, distanciande da realidade fisica. A validacdo e constougle
conhecimento ocorre por meio de deduc¢Bes rigorosas, fundamentadas em axiomas e

teoremas.

A teoria de Parzysz amplia as reflexbes sobre o ensino da Geometria Espacial,
oferecendo uma perspectiva mais aprofundada sobre como os alunos interagenrentedife
niveis de abstracdo geométrica ao longo de seu aprendizado.

Essas classificacdes tém como objetivo facilitar a identificacéo do tipo de questdo e a
natureza de suas validacdes. Ao orgarsesas questdes de acordo com esses grupos, é possivel
compeender o tipo de raciocinio geométrico que esta sendo exigido do aluno e como ele deve
proceder para justificar suas respostas. No entanto, para realizar a correspondéncia entre os
diferentes grupos propostos por Parzysz e os Niveis de Pensamento Ge@stztbelecidos
por van Hiele, utilizese um instrumento especifico que estrutura essas informagdes em um

quadro comparativo, com tais correspondéncias. O Quadro 7, a apgesenta um paralelo
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entre as duas teorias, permitindo estabelecer conexdes elatentificar em qual nivel de van
Hiele se encontra cada tipo de questdo geomeétrica.

A inclusdo desse quadro possibilita uma analise mais sistematica, ajudando a classificar
as tarefas e exercicios de acordo com os estagios de desenvolvimento cbgaitivm. Dessa
forma, o uso desse instrumento se torna essencial para uma abordagem didatica mais precisa,
que respeite 0 processo gradual e hierarquico de aquisicdo de conhecimentos proposto pela

Teoria de van Hiele.

Quadro 7 - Correspondéncias entre aseorias de van Hiele e Parzysz

Nivel Van Hiele Parzysz Grupo Geométrico
1 Visualizacéo Concreto 0
2 Andlise EspaceGrafico 1
3 Ordenacdo | Protoaxiomaticd 2
4 Deducéao Axiomatico 3

Fonte: O autor, 2025.

Assim, ao analisase o contetdo de cadaestao geométrica, torsa viavel identificar
a gue nivel de pensamento geométrico, segundo a Teoria de Van Hiele, ou a qual grupo
geomeétrico, de acordo com a classificacdo de Parzysz, tal questao se refere. Esse processo de
categorizacao possibilita unaaliagdo mais precisa das habilidades cognitivas exigidas em
cada tarefa, bem como a adequacao das estratégias de ensino para favorecer o desenvolviment
gradual do pensamento geométrico dos alunos. A compreensao dessas relacdes é relevante par
a aplicgdo pedagogica, permitindo que o professor adapte suas abordagens didaticas de forma
a atender melhor as necessidades de aprendizagem dos estudantes, segundo Gutiérrez (1992).

O pesquisador Gutierrez (1992) ampliou o0s niveis propostos por van Hielegrdtend
os para além das figuras planas. Segundo Gutierrez, a teoria mantém os niveis e serve como um
arcabouco para compreender os processos de aprendizagem da geometria espacial, abrangend
tanto a aquisicdo de habilidades praticas quanto a compreensdaatetaslacbes entre
conceitos. No nivel de visualizacao, integreendiversas habilidades, tais como a capacidade
de reconhecer um objeto independentemente de suas caracteristicasdvisiaiso cor,
tamanho, textura ou posicéo, a produgéo de imagens mas, a comparacao e a relacdo entre
objetos, identificando semelhancas e diferencas, além da memorizacdo de um objeto e suas
caracteristicas, mesmo quando este € rotacionado ou parcialmente oculto.

Gutierrez (1996) enfatiza ainda a importancia de readiieidades que possibilitem a

observacdo das conexdes entre as dimensdes bidimensional e tridimensional. Os niveis



112

estabelecidos tanto na teoria de van Hiele quanto na adaptacao proposta por Gutiérrez (1992)
configuramse como um guia de aprendizagenmanstrumento de avaliacdo das competéncias
dos alunos nas areas de geometria plana e espacial.

Neste contexto, o papel do professor é crucial, pois cabe a ele definir tarefas adequadas
que possibilitem aos alunos avancar para niveis superiores de iagjecimeétrico.

Para Gutiérrez (1996), a nogdo de visualizacao espacial se revela como um fenémeno
diversificado e de grande abrangéncia, cuja interpretacdo pode variar substancialmente de
acordo com a perspectiva adotada. Dentro do ambito da Educacaoakitzderste conceito
esta intimamente relacionado a formacéo e a aplicacdo de representacbes mentais que dizem
respeito a informac¢des matematicas (Sibemberg, 2019). Nesse contexto, é viavel categorizar 0s
diversos componentes que constituem a visualizagsipacial em quatro elementos
fundamentais: imagens mentais, representacfes externas, o processo de visualizacdo e as
habilidades de visualizacdo (Gutiérrez, 1996).

Segundo Gutiérrez (1996), a imagem mental se configura como o elemento primordial
queoestdant e deve desenvolver para ser capaz
geomeétricos (grifalo autoj, visandese, assim, a aquisicao de uma proficiéncia substancial em
vi suali za-«0 espacial 0o p(ogig.t i ®rrez, 1996, p.

Presmeg1986) apresenta diferentes categorias de imagens mentais, destacando que a
imagem concreta representa a forma mais simples de representacdo mental, frequentemente
utilizada para ilustrar poliedros. Em contrapartida, a imagem dinamica envolve a concepc¢ao de
um movimento mental de um determinado objeto, permiseloisualizar esse objeto em
diversas orientacdes. Por outro lado, a imagem cinestésica € caracterizada pelo movimento de
um objeto, utilizando partes do corpo, como as maos ou a cabeca.

Arepreserd - « 0 externa, por sua vez, ® defini
verbal ou grafica de conceitos ou caracteristicas, incluindo fotografias, ilustracdes, diagramas,
entre outros, que contribuem para a formagéo ou transformacéao de imagens npantais e
racioc?2ni o Vvi sua-Lotradu@gmoprig®r r ez, 1996, p. 9

O processo de visualizacdo se desdobra em dois processos interconectados: o primeiro
consiste na conversao de dados abstratos e nao figurativos em imagens visuais, além da
transformacdode uma imagem mental em outra, 0 que Gutiérrez denomina como
processamento visual (Gutiérrez, 1996, p.26). O segundo envolve a interpretacdo de
i nf orma-»es figurativas, compreendendo i o
representacdes espaciais, coms representacdes no plano ou as imagens mentais de poliedros,

com o intuito de extrair dados delaso (Guti
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Por fim, a ultima componente do ato de visualizacdo rekeras habilidades de
vi suali za-«0, sendo moamentodessaphaldidgades zda esggentiaie o
para o °xito de todo o processo de visual
contexto, € crucial que o aluno selecione a habilidade de visualizacdo mais apropriada, de
acordo com a natureza do desdfie esta sendo enfrentado. As habilidades de visualizacao
delineadas por Gutiérrez (1996) sédo as seguintes:

u Percepcéo figurafundo: Nesta habilidade, espesa que o individuo tenha a capacidade
de distinguir um objeto especifico dentro de um contextmViwais complexo, isolando

o de elementos que possam causar confusao.

u  Constancia perceptiva:Relacionase a habilidade de reconhecer que, independentemente
de variacbes em cor, dimensdo, textura ou posicionamento, algumas caracteristicas
essenciais de umbjeto permanecem inalteradas, demonstrando a capacidade do sujeito de
compreender a constancia das propriedades dos objetos em diferentes condi¢cdes de

visualizacao.

i Rotacdo mental:Esta habilidade envolve a capacidade de criar uma imagem mental
dindmicapermitindo que o sujeito visualize mentalmente os movimentos de um objeto em
sua mente, facilitando a interpretacdo de diferentes configuracdes e orientacbes desse
objeto.

u Percepcdo de posicOes espaciai®eferese a capacidade do individuo de estabelecer
relacdes entre um objeto, figura ou imagem mental e a propria posicdo do sujeito,

promovendo uma compreensao mais profunda do espaco em que o objeto esta situado.

u Percepcao de relagbes espacialssta habilidade diz respeito a capacidade do sujeito de
estdelecer conexdes e relacbes entre diferentes objetos, figuras e/ou imagens mentais,

promovendo uma compreensao mais ampla das interacdes espaciais.

u Discriminacdo visual:Relacionase a capacidade de comparar objetos, figuras e/ou
imagens mentais para iddittar semelhancas e diferencas, permitindo ao sujeito realizar
analises mais aprofundadas e detalhadas entre as representacdes visuais que observe
(Gutiérrez, 1996).

O diagrama apresentado na Figura 93, elaborado por Gutiérrez (1996), ilustra o processo
ideal para a resolucdo de uma tarefa que requer a utilizacao da visualizacdo geométrica. Neste

contexto, inicialmente, a tarefa é interpretada por meio de representacfes externas, o que resulta
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na formacéo da primeira imagem mental. A partir dessa imaga@no engajagse em um
raciocinio visual que, dependendo da natureza da tarefa ou das habilidades do estudante, pode
levar a geracdo de novas imagens mentais e representacdes externas antes que uma respos

definitiva seja alcancada (Gutiérrez, 1996).
Figura 9371 Principais elementos de visualiza¢do na solucdo de uma tarefa matematica

Interpretacdo de
Imagens Mentais

+ Habilidades

Imagem
mental

Representacao
externa

Representacdo
externa

Interpretacdo Visual

da Informacao +
Habilidades

Fonte: Lemmertz, 2018pudGutiérrez (1996).

Na secdo subsequente, bussmé aprofundar a compreensdo acerca de como 0S
recursos tecnoldgicos, especialmente a geoandtnamica, podem auxiliar tanto professores
guanto alunos no processo de aprendizagem da geometria, enfatizando algumas das

potencialidades que tais recursos podem oferecer ao ambiente educacional.
4.1 Geometria Dindmica

Os recursos tecnoldgicdesempenham um papel crucial no processo de aprendizagem,
proporcionando ao professor oportunidades para interpretar, refletir e criar métodos de ensino
inovadores, de acordo com Santos e Moita (2016). Essas ferramentas possibilitam uma pratica
pedagogicalindmica e produtiva, permitindo uma reinvencao do préprio ato de educar. Nesse
sentido, ao utilizase a geometria dinamica 3D oferecida pelo software GeoGebra, que sera
detalhada em secdo posterior deste capitulo, visluggbnama maior integracdo entae
tecnologia e o aprendizado. Espseaque, com esse recurso, 0s alunos possam desenvolver
uma compreensdo mais profunda acerca da projecao ortogonal e aprimorem suas habilidades
de visualizacdo de diferentes objetos geométricos em uma variedade desituac

Ainda nesse contexto, verifice que,
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fiO desenvolvimento de sistemas dindmicos voltados para a aprendizagem de
Matematica tem possibilitado novas formas de tratamento para problemas, pela
possibilidade de tornar acessiveis e manipulaveis objet@snatitos que até entédo
precisavam ser tratados de maneira estatica e alis(Nadare; Basso, 2016, p.2)

Dessa forma, os recursos oferecidos pela geometria dinamica 3D podem contribuir
significativamente para o desenvolvimento do raciocinio espaciahldoss, promovendo
formas de pensamento que vao além das limitacbes impostas pelo uso tradicional de papel e
lapis. O uso de atividades em ambientes dindmicos estimula ndo apenas a participacao ativa dos
alunos, mas também favorece a autonomia intelegeaahitindo que eles valorizem mais sua
propria capacidade de resolucdo de problemas.

Visando ilustrar essa contribuicdo, NotaBasso (2016) propuseram um problema de
geometria espacial (Figura 94) para um grupo de alunos de Mestrado Profissiomab®bse
se gue, ao tentar resolver o problema utilizando apenas ferramentas tradicionais como papel e
lapis, muitos estudantes cometeram erros, uma vez que "construiram uma imagem
representativaquivocada dos sélidos destacados" (Ngt&a&sso, 2016, p.4).

Figura 94 - Questdo do Exame Nacional do Ensino Médio, 2014

1. (ENEM 2011 - Questéao 144)

Uma industria fabrica brindes promocionais em forma de piramide. A piramide € obtida a partir
de quatro cortes em um solido que tem a forma de um cubo. No esquema, estéo indicados o
sélido original e a piramide obtida a partir dele
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Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide s@o os mesmos. O ponto O é central na face
superior do cubo. Os quatro cortes saem de O em direcdo as arestas 45 BC, 4B e CD,
nessa ordem. Apds os cortes, séo descartados quatro solidos

Os formatos dos solidos descartados séo
(A) todos iguais

(B) todos diferentes

(C) trés iguais e um diferente

(D) apenas dois iguais

(E) iguais dois a dois

Fonte: Notare Basso, 2016.

Os estudantes foram incentivados a utilizar o GeoGebra 3D para representar a situacéo
problema, explorando as suas capacidades dindmicas, apds serem obtidesdtsisst As
Figuras 95 e 96 exemplificam possibilidades de solu¢gbes apresentadas por; Beatsse
(2016) que mostram como o uso do GeoGebra possibilita a construcédo de objetos dinamicos

analogos (utilizandse de isomorfismo) a realidade do problema.
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Figura 957 Solucao do estudante A, com movimento de rotacao

Fonte: Notare Basso, 2016.

Figura 9671 Solugdo do estudante B, com movimento de translacdo

Fonte: Notare Basso, 2016.

Ja em 1996, Gutiérrez ressaltava a importancia do uso de ferramergasmetria
dindmica como forma de potencializar o ensino de geometria, prevendo que as salas de aula do

futuro seriam equipadas com tecnologia avancada. Gutiérrez afirmava sobre as aulas futuras:

"[...] podemos imaginar salas de aula cheiasateputadores, muitos CDs em uma
prateleira, e um grande armario contendo muitos aparatos e objetos manipulaveis"
(Gutiérrez, 1996, p.33).

Gutiérrez conjecturava que, ao ensinar sobre sélidos geométricos, como piramides ou
cubos, os professores deveriamnpiér que os alunos manuseassem 0s objetos por alguns
minutos e, em seguida, explorassem suas representacfes dindmicas nas telas de seus
computadores, promovendo discussdes sobre as propriedades que descobrissem.

Tal visdo de Gutiérrez ja indicava, no dégoassado, a necessidade de transcesaler
a pratica educacional centrada exclusivamente em livros didaticos, que, embora importantes,
nao proporcionam a experiéncia completa necessaria e suficiente para o aprendizado da
geometria espacial. Os livros adeem roteiros organizados dos conteudos, permitindo que os
alunos sigam seu proprio ritmo, mesmo sem a mediagdo constante do professor. Entretanto,
como Gutiérrez (1996) argumenta, o uso exclusivo de livros apresenta limitagdes, uma vez que
as representae8 de solidos geométricos, apesar de coloridas e detalhadas, ndo conseguem
captar plenamente as propriedades tridimensionais dos objetos. A estatica dessas representacde
impede que o aluno tenha a experiéncia de manipular o solido de forma a compngghder s

multiplas facetas.
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Gutiérrez (1996) também salientava que, até aquele momento, o contato dos alunos com
abordagens dinamicas restring® ao manuseio de sdlidos fisicos, 0 que apresentava
limitacBes. Os alunos frequentemente realizavam movimentaesdpsuperficiais, reduzindo
0 objeto as representacdes convencionais, sem explorar todo o potencial da abordagem
dindmica. Ele concluia que essa pratica, assim como o uso exclusivo de livros didaticos, tende
a gerar imagens estaticas nas mentes dosaestsd Para reforgae a importancia dos
softwares de geometria dinamica, Gutiérrez (1996) traz exemplos de representacbes de
piramides, frequentemente utilizadas em livros didaticos (Figura 97). Ele argumenta que, com
o0 auxilio de um computador, um alupaderia reconhecer com mais facilidade que as imagens

representadas na Figura 98 também sédo diferentes perspectivas de uma piramide.

Figura 977 Representagdes convencionais de uma piramide

i AN

Fonte: Gutiérrez (1996).

Figura 9871 Representagcdes ndoonvencionais de uma piramide

OP AR

Fonte: Gutiérrez (1996).

Visando aprofundase a compreenséo sobre como a geometria dinamica pode auxiliar
na analise e interpretacao de representacdes bidimensionais de objetos tridimensionais, a sec¢ac

seguinte abordamestudos de Gutiérrez que discutem esse tema em detalhes.
4.2 Representacdes bidimensionais de objetos tridimensionais

Na secéo anterior, foi mencionado como os livros didaticos, embora bastante valiosos,
apresentam limitacdes significativas quando o foa aprendizado da geometria espacial,
especialmente no que tange a visualizagcdo e compreensao de objetos tridimensionais, segundc
Gutiérrez (1996). Contrapondé® a isso, a geometria dinamica surge como um recurso
poderoso para amplificar a compreensaoalosos em diversos temas da geometria espacial.

Uma dessas vantagens é a capacidade de construir, transformar e analisar representacoe:s
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bidimensionais de objetos tridimensionais. Uma dessas representacdes €, notadamente, a
projecéo ortogonal.

Em seu trabdao, Gutiérrez (1996) apresenta um exemplo ilustrativo que evidencia as
limitacGes das representacdes bidimensionais no contexto da geometria espacial. Ao observar
o primeiro desenho da Figura-89a interpretacdo pode variar de acordo com o observador: a
Figura 99b, por exemplo, pode ser entendida como um quadrado externo representando a face
frontal de um cubo; ja a Figura-89vista mais de perto, pode sugerir a face de um tronco de
piramide; enquanto a Figura -‘@9pode ser interpretada como uma madgdwonde a parte

hachurada constitui o contorno e a area branca o quadro central, dentre outras possibilidades.

Figura 9971 Possibilidades de representacdes de um mesmo objeto

-a- -b- -C- -d-

Fonte: Gutiérrez (1996).

A partir dessa andlise, conforme descrito@atiérrez (1996), percels® que uma das
formas mais frequentes de representar um objeto tridimensional no plano é por meio da projecéo
ortogonal. No entanto, a partir dessa representacao planas¢oim@ossivel determinar com
precisdo qual era o sélidadimensional original. Como exemplo, pese observar a Figura
100, onde se apresentam duas projecdes ortogonais de um cilindro: uma delas resulta em um
retdngulo, enquanto a outra se traduz em um circulo. Essa ambiguidade ilustra a necessidade de
ferramentas como a geometria dinamica para acessar e compreender a totalidade do objeto

tridimensional representado.

Figura 1007 Representacdes Ortogonais de Um Cilindro

Fonte: Colégio Web, 2025.
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Em suas investigagfes, Gutiérrez (1996) explora diferdotesas de visualizagdes
espaciais e busca analisar, bem como categorizar, o nivel de dificuldade que os alunos
enfrentam ao tentar interpretar as projecées de um conjunto de cubos e deduzir como esse
conjunto esta estruturado no espaco tridimensionalldRarente, ele também se preocupa
com a capacidade dos alunos de, ao manipular o conjunto tridimensional, identificar e criar suas
respectivas proje¢des ortogonais. Na Figura 101, obseruan exemplo concreto desse tipo

de tarefa apresentado em seu astud

Figura 1017 Representacdes ortogonais de um conjunto de cubos
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Fonte: Gutiérrez, 1996.

Objetivando avaliar as habilidades dos estudantes, Gutiérrez estava especialmente
interessado em dois aspectos fundamentais: "Os estudantes precisam apresetgnaa de
representacdes de sélidos dados e, igualmente, a construir os sélidos a partir de representacde:
fornecidas (como, por exemplo, projecdes ortogonais)" (Gutiérrez, 1996, p.36). As tarefas
propostas seguiam em duas direcdes: oferecer aos alue@ntit representacdes planas de
um conjunto de cubos e solicitar que eles reconstruissem os solidos a partir dessas
representacdes, ou, inversamente, fornecer um conjunto de cubos e pedir que desenhassem sua
respectivas projecdes no plano.

Nos resultadoglesse estudo, especificamente em relagdo as tarefas relacionadas a
projecdo ortogonal, Gutiérrez (1996) constatou que os alunos que apresentaram maior
dificuldade em realizar as proje¢cdes ortogonais de um conjunto de cubos tinham problemas em
distinguir eisolar as faces visiveis das faces ocultas, localizadas em outros planos. A Figura
102 ilustra bem essa dificuldade. Gutiérrez observou que esses alunos careciam de uma
habilidade essencial conhecida como "“figgreund" (figurafundo), que € descrita cania
capacidade de identificar uma figura especifica, isolandi® um fundo complexo” (Gutiérrez,

1996, p.26), habilidade essa ja discutida em sec¢des anteriores.
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Figura 102- O conjunto de cubos (a), a representacéo desejada (b) e o desenho do
estudante €)

-a- -b- -C-
Fonte: Gutiérrez (1996).

Nas préximas secoes, serdo explorados, além dos conceitos acerca de Visualizacéo
Geométrica, a utilizacdo de softwares de visualizacdo tridimensional, em particular o
GeoGebra, software escolhido como recurso tecnolégiceeraeutilizado como suporte nas
atividades praticas desta pesquisa, abordando como ele contribuira para o desenvolvimento

deste estudo.
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5 VISUALIZACAO GEOMETRICA

A visualizagdo geométrica desempenha um papel fundamental no entendimento dos
conceitos dgeometria, especialmente no que diz respeito a percep¢ao e manipulacéao de formas
no espaco. Ao longo da educacdo matematica, o desenvolvimento da capacidade de visualizar
objetos tridimensionais, suas relacbes espaciais e as transformagdes que poderoatorre
eles é um aspecto crucial na formacdo do pensamento geométrico. A habilidade de gerar
imagens mentais e de maniplad mentalmente € essencial para resolver problemas e
compreender as propriedades dos solidos, das projecdes e das figuras ge@néieas.

Esse processo nédo se limita apenas a observacao passiva das formas, mas envolve a capacidac
de pensar e operar com essas imagens, muitas vezes em diferentes dimensoes.

A visualizacdo geométrica vai além da simples representacao visobjales; ela
envolve um raciocinio espacial que permite ao individuo perceber como as figuras se
relacionam no espago, como podem ser transformadas ou manipuladas, e como suas
propriedades podem ser exploradas. A habilidade de visualizar geometria dexrebosz
esta ligada ao desenvolvimento de competéncias cognitivas que, ao longo da trajetoria
educacional, ajudam o estudante a construir uma compreensao mais profunda e abstrata dos
conceitos matematicos. Assim, a visualizacdo geométrica € uma feagudatosa no ensino
de geometria, pois facilita a compreensdo de conceitos complexos, promovendo uma

aprendizagem mais significativa e duradoura.
5.1 Visualizacéo

Sabesnn@doqgue a Geometria, segundo Ferreira

fia ci °ncia qfuer mansvestagadiamens »®osfuthos se
ramo da matem8tica que estuda as for mas,
ouframo da matem8tica que estuda a exte
(geometria Pl anmet rei ad oo sedpa-os) (geo

Entendese que a geometria pode proporcionar ao estudante o desenvolvimento de
habilidades baseadas na observacdo e na experiéncia. Nesse sentido, compaeilllando

entendimento de Ferreira (2010, p. 26), €

(...) necessério investg diferentes formas de trabalhar a geometria para atingir um
dos principais objetivos educacionais dessa disciplina: a capacidade de abstracédo
espacial a partir de projecBes nos espacos unidimensional, bidimensional e
tridimensional. Tal competéncia seciamenta com atividades que possibilitam o
desenvolvimento da habilidade de visualizacdo para a formacdo do pensamento
geomeétrico.
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Segundo a teoria de Van Hiele, que propde cinco niveis distintos de pensamento
geométrico representando a evolucdo cognitiva do aluno ao longo de seu aprendizado
[visualizacdo (ou reconhecimento), analise, ordenacdo, deducéo e rigegnML997)no
primeiro estagio, denominado nivel de visualizacdo, os alunos reconhecem as figuras
geomeétricas pelas suas aparéncias e ndo por suas propriedades ou caracteristicas proprias. Pc
exemplo, quando o estudante identifica um quadrado ou unguédd mas n&o considera o
guadrado como retangulo, tendo em vista que possuem aparéncias distintas.

A palavravisualizacdcé empregada por varios autores baseaedem semelhancas e
diferencas observadas nos diversos significados desta palavra nas lith@gs.
Referenciandee nas definicbes de visualizacdo pesquisadas neste trabalho, -entejde
esta € uma habilidade que esta intimamente atrelada a capacidade de gerar uma imagem mental
provocar transformacdes com o objeto da imagem, além derganalteracdes e modificacdes
sofridas por ele. Entre algumas das definicdes encontradasysuaiezacao destacase a de
Frota e Couy (2009, p.4), na qual

fivi sualizar ® um processo de criar e/ ou
por suavez podem desencadear novas ideias e imagens. Nessa perspectiva, a
visualizagdo € parte do conjunto de processos de fazer Mateméatica, ao lado da
intuicdo, criagdo, abstracdo, formalizagdo, comunicagéo, entre outros, podendo ao
mesmo tempo impulsionarodes vol vi ment o de tais proces

Johann Heinrich Pestalozzi, educador suico do século XIX, enfatizou que a visualizagdo
desempenha um papel fundamental na educacédo e no desenvolvimento cognitivo. Para ele, o
aprendizado deveria ser baseado na observag#ém aontato direto com o0s objetos, pois
acreditava que o conhecimento comeca com a experiéncia sensorial. Pestalozzi defendia que a
visualizagdoera essencial para que as criancas desenvolvessem uma compreensao concreta e
verdadeira do mundo, antes de sefiatroduzidas a conceitos abstratos. Ele considerava a
observacéo visuatomo a "base absoluta da cogni¢c&o”, argumentando que os alunos deveriam
primeiro aprender atraves de seus sentidos, especialmente a visdo, antes de serem expostos
conceitos tedric®ou abstratos. Dessa forma, a visualizacdo se tornava um método central para
promover a compreensdo e a internalizagdo de informacdes (Pestalozzi, 1894). Pestalozzi
influenciou profundamente a pedagogia moderna, inspirando métodos de ensino que enfatizam
a aprendizagem pratica e visual, promovendo um ambiente onde os estudantes podem observar,
experimentar e aprender com base em suas percepc¢des sensoriais.

Embora, segundo Gutiérrez (1996), Pestalozzi tenha sobrevalorizado a visualizagdo ao
considerda a kase central da cognicéo, € inegavel que a visualizacdo desempenha um papel

essencial nesse processo. Ao adentrar o campo da visualizagéo, surgem de imediato diversos
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conceitos, como raciocinio visual, imaginacdo, pensamento espacial, imagens, imagens
mentas, visuais e espaciais, entre outros. Uma busca em bases de dados eletronicas por artigos
com os termos "visualizacdo", "habilidade espacial” ou "imagem mental" revela que a maior
parte desses estudos esta publicada em periédicos de psicologia, semdaraiadcontros

em revistas voltadas a educacao matemética.

Ha, entretanto, uma quantidade significativa de publica¢cdes que discutem os diferentes
estagios de desenvolvimento cognitivo (da infancia a fase adulta), assim como a relacédo da
visualizacdo om atividades como desenho, escrita ou fala, além da manipulacdo de objetos
tridimensionais. Esses temas estdo associados a campos como a psicologia, matematica ou
educacdo matematica. Curiosamente, também hé trabalhos que relacionam a visualizacdo a
areasnesperadas como engenharia, arte, medicina, economia, quimica e até mesmo direcéo de
automoveis.

De acordo com Gutiérrez (1996), o campo da visualizacdo € muito vasto, teseando
tarefa invidvel tentar englobd completamente. Profissionais de difeesntireas podem
atribuir significados diversos a termos aparentemente semelhantes. Psicologos ha muito
reconhecem a relevancia da visualizacdo, tendo elaborado teorias consistentes e ferramentas
para observacgéo e teste. Assim sendo, a visualizacao é furidbpaea um leque mais amplo
de atividades do que geralmente se imagina, embora cada area se concentre em habilidades e
contextos especificos que dialogam com seus respectivos problemas de pesquisa.

Ainda segundo Gutiérrez (1996), ndo ha consenso sdbrmmologia adequada para
essa area. Por exemplo, um autor pode utilizar o termo "visualiza¢do" enquanto outro prefere
"pensamento espacial”, ainda que ambos estejam se referindo ao mesmo conceito. A0 mesmo
tempo, um termo como "imagem visual" pode tderdntes interpretacbes dependendo de
guem o utiliza. Essa variedade terminoldgica reflete, em parte, a amplitude de areas em que a
visualizacao € relevante e a diversidade de especialistas interessados no tema. A primeira se¢ac
deste artigo se dedica alidétar o campo de estudo e a esclarecer os termos que serdo
utilizados, baseandse em um arcabouco tedrico que integra contribuicdes de pesquisadores
como Bishop (1983), Hoffer (1977), Presmeg (1986), e Yakimanskaya (1991), os quais
delinearam distintoaspectos da visualizacao.

Embora a afirmacéo de Pestalozzi tenha sido feita ha mais de um século e meio, apenas
recentemente a visualizacédo passou a ser amplamente reconhecida por educadores matematicos
Nos ultimos anos, houve uma crescente énfase nasiwdade de incorporar mais elementos
visuais no ensino de matematica, em especial nos niveis médio e superior. No campo da

pesquisa, ha um volume crescente de estudos experimentais que mostram, em sua maioria, que
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0 uso de representacdes visuais facilt@@preensao dos conceitos a serem ensinados, ainda
que, em alguns casos, também possa gerar obsticulos. Em termos de desenvolvimento
curricular, ha um aumento no nimero de professores e autores de livros didaticos que tém se
atentado ao uso de ilustracpdmgramas e imagens no ensino de matematica.

A geometria, por ser um dominio em que a visualizagédo é naturalmente presente, pode
ser vista como a raiz do uso de elementos visuais na matematica. Contudo, uma analise dos
estudos recentes sobre visualizagdeducacdo matematica revela que muitos se concentram
no ensino de calculo ou algebra, enquanto poucos abordam a geometria espacial. Essa
distribuicdo é compreensivel, visto que a visualizacdo sempre foi considerada essencial no
ensino de geometria, coexcecao do periodo da "matemética moderna". Apenas recentemente
a visualizacdo ganhou reconhecimento similar em outras areas da matematica. A revolucéo
tecnoldgica da ultima década, marcada pela popularizacdo dos computadores e de ferramentas
multimidia, driu novas possibilidades para a forma como a geometria espacial pode ser
ensinada. Essas oportunidades demandam uma andlise cuidadosa para que sejam efetivament
implementadas nas salas de aula, Gutiérrez (1996).

Entre essas novas ferramentas, destaspnogramas de computador que permitem a
visualizagao tridimensional de objetos espaciais, possibilitando a manipulagdo dindmica desses
objetos, por meio de rotagdes, translacdes, ampliacdes ou seccionamentos. Apesar da dimensac
tridimensional dos objetosepresentados na tela, essas representacdes continuam sendo
imagens planas de objetos espaciais, o que significa que algumas dificuldades tipicas
enfrentadas pelos alunos ao interpretar desenhos bidimensionais de sélidos também surgem no

ambiente computaanal.
5.2 Alguns Conceitos acerca de Visualizagdo Geométrica

Um dos significados de "imagem mental”, na psicologia cognitiva, € o de uma quase
imagem criada na mente a partir da memdéria, sem nenhum suporte fisico. Tal conceito é
apoiado por Kosslyn (1980)enis (1989), entre outros.

Segundo Kosslyn (1980), em sua teoria das imagens mentais, a visualizacdo estabelece
se com base em dois componentes principais: uma representacao superficial (entidade quase
pictorica) presente na memoria ativa, e uma reptag@o profunda (informacgéo armazenada
na memoria de longo prazo), da qual a representacéo superficial é derivada. Pylyshyn (2003),
além de alguns outros cientistas cognitivos, posiesende maneira contraria a esse conceito
de imagem mental devido as rtad falhas observadas por eles na metafora da imagem na mente

e a necessidade que sentem de uma definicdo mais robusta e formal.
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Minsky e Papert (1969) também se posicionam de forma paralela a Pylyshyn,
manifestando certo ceticismo em relacdo ao papetrdagens mentais no raciocinio humano,
argumentando que, embora possamos ter a sensacao subjetiva de visualizar imagens
internamente, o pensamento ndo depende delas, mas sim de representacfes simbdlicas
abstratas. Eles acreditavam que a cogni¢cdo humaim,csso a inteligéncia artificial, poderia
ser mais bem explicada pela manipulacéo de simbolos e estruturas légicas, em vez de imagens
mentais vividas. Criticaram as redes neurais da €época, que eram incapazes de resolver
problemas complexos, sugerindo queraciocinio visual ndo poderia ser representado de
maneira eficiente por meio de imagens mentais diretas. Minsky (1988), ampliou essa visao ao
propor que a mente funciona como uma sociedade de agentes, onde 0 pensamento é resultadc
da colaboracdo de vasigpartes da mente, algumas das quais podem estar envolvidas com
processos que chamamos de "imagens mentais”, mas sem equivaléncia com as imagens
externas que percebemos.

Pesquisadores, independentemente de seu posicionamento em relacdo a visualizacao,
interessarrse pelas formas com que as imagens mentais sdo formadas e memorizadas nas
mentes das pessoas. Comprovando tais interesses, varios testes sdo elaborados no intuito de
avaliar as habilidades dos alunos na formacao de imagens mentais, sem que ts@yacaisoi
de materiais escreventes ou tecnoldgicos no desenvolvimento das respostas (Zimmermann,
Cunningham 1991, p.3). Um razoavel detalhamento de alguns dos principais casos classicos de
testes usados por psicologos enceser@m Denis (1989) e Clemsiifl981).

Os significados atribuidos por Kosslyn ou Pylyshyn aos termos "visualizac&o",
“imagens mentais", etc. ndo sdo compartilhados por muitos psicélogos educacionais, nem por
matematicos, professores de matematica ou educadores matematicos. Estes dandecsses
termos um significado mais simples e geral: uma "imagem mental" € uma representacdo mental
de um conceito ou propriedade matematica que contém informagBes baseadas em elementos
pictoricos, graficos ou diagramaticos. "Visualizacdo", ou paesto visual, € o tipo de
raciocinio baseado no uso de imagens mentais.

Uma das principais razdes para tal desacordo é que, em matematica, o uso de desenhos,
figuras, diagramas ou representacdes computacionais faz parte da atividade cotidiana nas salas
de aula. Em oposicdo a abordagem dos psicélogos cognitivos, os educadores matematicos
consideram que as imagens mentais e as representacdes externas (ou seja, ndo mentais) devel
interagir para alcancar uma melhor compreensao e resolver problemas. A \g&oaéza
contexto em que essa interacao acontece (Zimmermann, Cunningham 1991, p. 3). Além disso,

muitas imagens mentais usadas em matematica ndo tém uma base pictorica, uma vez que Sac
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baseadas em diagramas, outras formas visuais de representacdo descounca&ié mesmo
informacdes textuais ou simbolicas.

Dentro da educacdo matematica, podemos encontrar varios trabalhos tedricos
interessantes sobre visualizacdo. Embora tenham elementos em comum, eles ndo foram
expressos como partes de um unico corpodeddm dos objetivos da pesquisa que esta sendo
realizada € definir um arcabouco que integre essas pecas e fornecer suporte experimental para
a organizacao tedrica geral resultante.

Para Yakimanskaya (1991), uma "imagem espacial" é criada a partir dgaogni
sensorial das relacdes espaciais e pode ser expressa em uma variedade de formas verbais o
graficas, incluindo diagramas, imagens, desenhos, esbogos etc., portanto, ela enfatiza a
interacdo mencionada entre imagens espaciais e representacdes eftémadisso, as
imagens espaciais devem ser dinamicas, flexiveis e operacionais. Ela descreve o "pensamento
espacial* como uma forma de atividade mental que possibilita criar imagens espaciais e
manipulalas durante a resolucdo de varios problemas pragcasoricos, incluindse
operacdes verbais e conceituais, e varios eventos perceptuais necessarios para formar imagen:
mentais. Yakimanskaya, portanto, considera que as imagens sao as unidades operativas basica:
do pensamento espacial, e 0s objetos geaugtsdo o material basico usado para criar e
manipular imagens espaciais.

J§8 Clements (1982, p. 36) considera que
mente é valido na educacdo matematica. Lean e Clements (198168) 26dguindo as teorias
psicd - gi cas dominantes da ®poca, def i nem: A |
atividade mental correspondente a percepcdo de um objeto, mas quando o objeto ndo esta
apresentado ao -rg«o dos sentidos. Al magi na

como uma I magem na Vi s«o interna". AHabi | i
imagens mentais e manipular essas imagens na mente.

Por outro | ado, Presmeg (1986, p. 42) p
esquema mental que representarimicdes visuais ou espaciais, com ou sem a presenca de
um objeto ou outra representacgéo externa. Assim como na definicdo de Yakimanskaya, Presmeg
deseja incluir dentro do conceito de imagem visual todas aquelas imagens que tém um suporte
gréfico diferentale uma imagem na mente. Ela reconhece que essa definicdo é mais ampla do
gue a maioria das definicdes anteriores, em particular a proposta por Lean, Clements (1981) e
Clements (1982). Na mesma | inha, Dreybsaus (1

de imagens mentais com um forte componente visual.
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Essas amplas definicdes de imagens mentais permitem a possibilidade de haver vérios
tipos de imagens. Presmeg (1986) relata os resultados de uma pesquisa que busca estabelece
diferentes tipos de imagenisuais. Segundo Gutiérrez (1996), Presmeg classifica as definicdes

imagens observadas em seus alunos séo classificadas como:

i Imagens concretas e pictoricas: O tipo de imagens de "imagem na mente" referidas por

outros autores.

i Imagens de padrdo: Imageqse representam relacdes matematicas abstratas de forma
visual.

t l magens de f-rmulas: Al guns alunos conseg

ela aparecia escrita no quaghregro ou no livro didatico.

U Imagens cinestésicas: Aqueles que séo criadosforanados ou comunicados com a ajuda

de movimentos fisicos.
U Imagens dindmicas: Aqueles que tém movimento na mente.

Bishop (1983, p. 177), analisando o problema da visualizagdo de um ponto de vista

diferente, reconhece duas habilidades na visualizacéo:

it O Aprocessamento visual o de informa-»es (
relacdes abstratas e dados néo figurativos em termos visuais, a manipulacéo e extrapolacao
de imagens visuais e a transformacéo de uma imagem visual em outra.

u A Ai nttae-r«por e d e i nforma-»es figurativaso
conheci mento das conven-»es Vvisuais e do
geom®tricos, grs8ficos, tabelas e diagr ama:
de imagns visuais, sejam mentais ou fisicas, para obter delas quaisquer informacgdes

relevantes que possam ajudar a resolver um problema.

Bishop apresenta IFl e VP como habilidades das pessoas, mas, como definidas, elas se
encaixam melhor na categoria de processeerem realizados. A descricdo de uma habilidade
deve incluir informacdes sobre a maneira como pode ser realizada ou as competéncias a serem
utilizadas. A descricdo de um processo deve incluir informacgdes sobre a acao a ser feita, mas é
independente denaneira de realizia em um caso especifico. Por exemplo, o processo de
rotacdo de uma imagem mental, que € parte do processo IFl, consiste em converter a imagem
inicial em outra que apresenta o0 mesmo objeto visto enquanto a rotacao ocorre ou apos ela ter

sido completada. A maneira como essa rotacdo mental é realizada, ou seja, a habilidade a ser
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usada, depende da dimensao da rotag&o (no plano ou no espaco), da posi¢cao do centro ou eixc
de rotacdo em relacao a figura (interior ou exterior), da posicaxadeirotacdo em relacéo
ao sujeito (vertical, horizontal ou ortogonal ao plano de visdo), e das habilidades adquiridas
pelo sujeito. Podse observar a presenca de uma variedade de habilidades ao propor varios
problemas a diferentes alunos.

Yakimanskayal991, p. 101) descreve dois niveis de atividade no pensamento espacial:
a criacdo de imagens mentais e sua manipulacdo ou uso, como dois processos intimamente
inter-relacionadosA semelhanca desses processos com VP e IFI é evidente. Por outro lado,

Kosslyn (1980) identifica quatro processos aplicaveis a visualizacdo e as imagens mentais:

i Gerar uma imagem mental a partir de algumas informacdes dadas;

U Inspecionar uma imagem mental para observar sua posicdo ou a presenca de partes ou
elementos;

u  Transformauma imagem mental girando, traduzindo, escalonando ou decorrgpndo

u Usar umaimagem mental para responder perguntas.

As transformacdes investigadas por Kosslyn sdo apenas parte daquelas realizadas com
imagens mentais em mateméatica. Por exemplo, é bastante comum deformar figuras para
resolver problemas de geometria. Como exemplo, quando os alunos estéo aprendendo relacdes
entre quadrilateros, eles podem imaginar um retangulo diminuindo para se tornar um quadrado
e depois novamente um retangulo. Embora o conceito de imagem mental de Kosslyn seja
diferente do dos educadores de matematica mencionados, exceto Clementsmpooesso
gue ele define é equivalente ao processo VP, e os trés outros sdo partes do processo IFI mais
geral. Podese perceber, entdo, que Kosslyn, Yakimanskaya e Bishop se referem aos mesmos
processos de visualizagdo, com a unica diferenca sendo oeelelo de Kosslyn € mais
detalhado do que os outros dois.

5.3 Potencial dos softwares de Geometria Dinamica

Segundo Mota, Pinto e Ferreira (2019, p. 192)

Os softwares de Geometria Dindmica proporcionam novas possibilidades de
exploracdo experimentacdo de estratégias didaticas a partir do movimento produzido
em construcdes geométricas. Essa estrutura dinAmica proporciona a visualizacdo das
construcdes, de seus elementos e propriedades, tanto no espaco bidimensional quanto
no tridimensional Os softwares graficos para ensino e aprendizagem de Matematica
possibilitam a visualizacéo das distintas representacdes de um objeto simultaneamente
e, por conseguinte, a transi¢do entre as multiplas representagdes.
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Dada a quantidade e a qualidade daslptos tecnoldgicos disponiveis destinados ao
ensino e a aprendizagem de matematica, tanto para computadores (GeoGebra, MATLAB,
Wolfram Mathematica, Maple, Desmos), quanto para smartfones ou tablets (Photomath,
MalMath, Cymath, Mathway, GeoGebra GraphingldDlator), percebee a significativa
evolugdo na utilizagdo de tais recursos. Diversos educadores, estudiosos e especialistas em
tecnologia colaboram na criacédo de softwares de cédigo aberto, bem como no aprimoramento
de novas ferramentas que visam tdosmais atrativos, eficientes e funcionais para aplicacao
no ambiente educacional.

Conforme destacado por Melo e Fireman (2016, p. 14) em sua prética de ensino:

f a utiliza-«o de softwares rel aseiaonado
capacidade de a noaia executar os mais diversos contelldos matematicos de forma
dindmica, fazendo com que o aluno enxergue o conteldo sob diversos angulos,
agucando seu espirito de observacao e de pesquisa. (...) No entanto, € preciso que sua

a escolha pelo docente sejsuktado de um planejamento didatjipedagogico,

analisado com cuidado para que se possa atingir aos objetivos de aprendizagem de
determinado conte%do matem8tico. 0

As criancas ndo se limitam a manusear controles remotos; elas também enviam
mensagens, criam diferentes cbédigos e interagem constantemente com o ambiente digital,
realizando agdes como buscar, baixar, clicar, arrastar, maximizar e minimizar, segundo observ
Bairral (2012, p. 18.6). Diante disso, as escolas precisam se adaptar a esse novo cenario,
incorporando tecnologias modernas para aprimorar a relacdo entre ensino e aprendizagem. A
educacdo matematica em ambientes tecnologicos requer acfes que enfadeam
experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair e demonstrar o conhecimento
adquirido.

Os desafios enfrentados na realizacdo da integracdo da informatica e aplicacdo de
recursos tecnoldgicos sdo impulsionados por diversoe$agstruturais e pedagogicos, como
a dificuldade de acesso a ferramentas como computadores, calculadoras, internet e softwares,
além das barreiras na criacdo de recursos pedagdgicos, como sequéncias didaticas,
desenvolvimento ou adaptacdo de atividademleguacao curricular. Borket al (2014)
discutem o uso das tecnologias na Educacdo Matemética no Brasil, propondo tal integragédo da
informatica e recursos tecnolégicos no ensino de Matematica e ressaltando a complexidade de
tal implementacéo.

Nesse cen#o, € essencial que os educadores implementem abordagens metodoldgicas
que integrem as novas tecnologias, visando promover uma interacdo mais rica e o
aproveitamento das diversas oportunidades que essas ferramentas oferecem. Essa estratégi

busca a assinatao de novos conhecimentos, habilidades e atitudes em consonancia com as
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exigéncias do ambiente digital contemporaneo. O uso de recursos tecnolégicos no ensino de
Matematica facilita uma visualizagdo mais efetiva dos conceitos por parte dos alunos,
contribuindo assim para uma compreensdo mais aprofundada dos significados (Godino;
Batanero; Font, 2007). Com base nisso, 0s alunos podem desenvolver a competéncia de resolver
uma variedade de problemas que envolvem tais conceitos, empregando diferentes

represetacdes, conforme enfatiza Duval (2012, p. 270):

A® essencial, na atividade mat em8ti ca,
representacao semidtica (figuras, graficos, escrituras simbdlicas, linguagem natural
etc.) no decorrer de um mesmo passo, poderlescoi registro no lugar de outro.

[...] O recurso a muitos registros parece mesmo uma condicdo necessdria para que 0s
objetos mateméticos ndo sejam confundidos com suas representacdes e que possam
também ser reconhecidos em cada uma de suas representacdes
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6 O USO DE UMA FERRAMENTA DIGITAL NO ENSINO DE GEOMETRIA
ESPACIAL: O GEOGEBRA

O ensino da Geometria no Ensino Médio enfrenta o desafio de conectar conceitos
abstratos a aplicacfes préticas e a realidade dos estudanteaxésst®, 0 GeoGebra, um
software dindmico e interativo, desempenha um papel fundamental ao enriquecer o processo de
ensineaprendizagem. Essa ferramenta possibilita a exploracéo visual e a manipulacéo direta
de figuras geométricas, promovendo maior coensao e engajamento dos estudantes.

Uma das principais contribuicdes do GeoGebra € sua capacidade de dinamizar a
construcdo de figuras geométricas e a andlise de suas propriedades. Ao permitir que o0s
estudantes alterem parametros e observem as transfesmagd tempo real, o software
fomenta a experimentacéo e o raciocinio dedutivo, habilidades essenciais para o aprendizado
da Geometria. Por exemplo, a exploracdo de conceitos como congruéncia, semelhanca e
relagBes métricas em tridngulos pode ser realidadarma interativa, tornando o aprendizado
mais acessivel e significativo.

Além disso, o GeoGebra viabiliza o estudo de solidos geométricos em um ambiente
tridimensional, superando as limitacdes de representacdes estaticas no plano. Os estudantes
podem rdacionar e manipular sélidos, visualizar sec¢des transversais e compreender
propriedades volumétricas e de area de forma mais concreta. Essa abordagem contribui para a
superacao de dificuldades comuns no aprendizado da Geometria Espacial, favorecendo a
congrucao de uma visao tridimensional.

Outro ponto de destaque € o potencial do GeoGebra para integrar Geometria com outras
areas da Matematica, como Algebra e Caélculo. O software permite que fungdes sejam
visualizadas em conjunto com figuras geométritas|itando a compreensédo de conceitos
como areas delimitadas por curvas ou volumes de solidos de revolugdo. Essa
interdisciplinaridade reforga a importancia da Matematica como um campo unificado de
conhecimento.

Além disso, o0 GeoGebra incentiva o uso ddadologias ativas, como a resolugéo de
problemas e o aprendizado baseado em projetos. Por meio do software, os estudantes podem
criar e explorar modelos geométricos relacionados ao cotidiano, promovendo o
desenvolvimento do pensamento critico e da aut@oRrofessores, por sua vez, podem
diversificar suas praticas pedagogicas, utilizando a ferramenta para demonstrar conceitos,

propor atividades investigativas e avaliar a compreensao dos alunos.
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Em suma, o GeoGebra transforma o ensino da Geometria nooENEdio ao
proporcionar um ambiente dinamico, interativo e interdisciplinar. Sua utilizagdo promove nao
apenas a compreensdo dos conceitos geométricos, mas também o desenvolvimento de
competéncias como o pensamento légico, a criatividade e a capacidadelder problemas.

Essa ferramenta, portanto, € uma aliada indispensavel para a construcdo de um ensino de

Mateméatica mais atrativo e eficaz.
6.1 Competéncias e Habilidades do Discente no Contexto Atual
6.1.1 Competéncias e Habilidades Profissionais

A educacdo estad em um processo continuo de transformacéo, o que implica constante
reconfiguragéo do papel do docente. Com o avango acelerado das tecnologias e a crescente
globalizacdo, é oportuno que o educador seja capaz de adquirir competéncias e habilidades
especificas para atender de maneira eficaz as demandas dos alunos e da sociedade.

Inicialmente, a alfabetizagéo digital surge como uma competéncia fundamental ao
desenvolvimento dos educadores, dado que se trata de uma habilidade indispenséavel para a
préica pedagdgica no contexto contemporaneo, caracterizado por uma imersao crescente nas
tecnologias da informacdo e comunicacdo. A evolugdo tecnologica tem impactado
significativamente as formas de aprendizagem, exigindo que os professores compreendam essas
transformacdes. Assim, é apropriado que os docentes possuam proficiéncia tecnoldgica e sejam
capazes de utilizar as tecnologias da informagéo e comunicagéo (TIC) para potencializar o
processo de aprendizagem dos alunos. Isso engloba o uso de ferranrantesdes sociais e
plataformas de ensino onlin€dstalunioret al, 2023).

Outra competéncia importante é a capacidade de ad&pdarmudancas. Com a rapida
evolucéo da tecnologia e as mudancgas na sociedade, é conveniente que 0s professores estejar
prontos para mudar e se adaptar. Os professores precisam ser capazes de "mudar de forme
constante e continua" para atender as necessidades dos alunos e da sGuistildaipret
al., 2023).

Mais uma competéncia de relevéncia crucial para os docentesudo consiste na
capacidade de ensinar habilidades associadas ao pensamento computacional e & programacac
Considerando o papel cada vez mais premente da tecnologia na sociedade contemporanea, tais
habilidades tornarse progressivamente indispensavéls. educadores devem reconhecer a

importancia do pensamento computacional e da programacao no contexto educacional, além de
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estarem devidamente preparados para incorporar essas competéncias no processe de ensina
aprendizagem em sala de aula (Queiroz, 2018).

Ademais, a capacidade de inovar e ser criativo teeneada vez mais essencial para os
educadores do futuro. E fundamental que os docentes possuam a habilidade de aplicar a
criatividade no desenvolvimento de métodos de ensino inovadores, além de peomover
aprimoramento das habilidades criativas nos alunos. Isso envolve, por exemplo, a incorporagéo
de tecnologias avancadas, como jogos educacionais, simulacdes, realidade aumentada e virtual,
entre outrasqostaJunioret al,, 2023).

De acordo com Mishra Koehler (2006), é fundamental que o docente esteja capacitado
para utilizar, de maneira eficaz, as tecnologias disponiveis, além de desenvolver habilidades
relacionadas ao pensamento critico e criativo. Ademais, o professor deve ser capaz de lidar com
a diversidade cultural presente entre os alunos e estruturar ambientes de aprendizagem
colaborativos. Nesse contexto, tos® indispensavel que os educadores aprimorem suas
competéncias digitais, compreendam a tecnologia como um instrumento pedagogiteme ado
abordagens inovadoras e flexiveis no processo de ensino.

Com base nessas consideracdes, evidaeciaa necessidade de o professor
contemporaneo dominar um conjunto abrangente de competéncias e habilidades especificas.
Para assegurar uma formacéo doeealinhada as demandas do cenario atual, é essencial que
as instituices de ensino e as politicas publicas invistam em programas de formacéo inicial e
continuada que priorizem o desenvolvimento integral do educador, bem como o fortalecimento

de suas comp@ncias profissionais.
6.1.2 Competéncias e Habilidades Pedagogicas

A sociedade contemporanea tem vivenciado transformagbes profundas, as quais
impactam diretamente os processos educativos e impdem a necessidade de novos saberes
competéncias aos profisa@is da area (Castells, 2001). Nesse cenério,-smmadispensavel
que os professores desenvolvam competéncias pedagogicas que viabilizem a adocdo de
metodologias ativas, fomentando tanto a autonomia no aprendizado quanto a construcéo
colaborativa do cdmecimento.

Entre as competéncias fundamentais do educador, dsstaceapacidade de planejar,
elaborar e implementar projetos pedagogicos inovadores, que estejam em consonancia com as
demandas e expectativas dos estudantes. E igualmente crucial quermtssidesenvolvam

estratégias pedagodgicas capazes de promover a compreensdao dos conteudos de maneir:
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significativa, além de estimular o engajamento dos alunos no processo educativo (Moran,
2012).

Adicionalmente, cabe ao professor criar oportunidadesréadipagem que favorecam
o desenvolvimento do pensamento critico e da criatividade nos discentes, assegurando uma
experiéncia educativa relevante e contextualizada. A integracdo critica e reflexiva de
tecnologias as praticas pedagodgicas € outro aspectesomdivel, uma vez que tais
ferramentas tém o potencial de ampliar e qualificar o aprendizado dos alunos (Kenski, 2012).

A capacidade de adaptacdo as inovacdes e transformacfes no campo educacional
desponta como uma habilidade indispensavel ao profasianeducacéo, que deve buscar o
constante aprimoramento de suas préticas. Paralelamente, é fundamental a habilidade de
trabalhar colaborativamente, articularsicom outros educadores e profissionais de diferentes
areas, de modo a desenvolver projetasteatégias pedagodgicas criativas e eficagesta
Junioret al, 2023).

Compreender que o aprendizado esta intrinsecamente relacionado ao significado
atribuido pelo aluno aos contetudos explorados também € essencial. Nesse sentido, a educacac
significativa, que considera as vivéncias e o cotidiano do estudante, denrsenstraa
abordagem promissora para tornar o processo de ensino mais dinamico e relevante. Conforme
argumentado por Costa Junier al (2022), a educacao vai além dos limites fisicos das
instituicbes de ensino, envolvendo o desenvolvimento de aprendizagens contextualizadas e
significativas.

A teoria da aprendizagem significativa de Ausubel corrobora essa perspectiva, ao
destacar que o aprendizado ocorre de maneira mais efetiva quando ordwsmentos sao
relacionados aos saberes prévios dos alunos. Essa abordagem valoriza tanto a compreensac
guanto as experiéncias em diversos contextos, integrando o cotidiano a sala de aula como forma
de construir significados reais e aplicaveis a vidaedtisdantes (Costa Jungtral, 2023).

Assim, diante do volume crescente de informacgfes a que os estudantes sdo expostos,
cabe a educacéo criar condicbes pedagogicas que nao apenas acompanhem essa realidade, m.
que a utilizem como um aliado no processcedsineaprendizagem. E necessario, portanto,
gue préticas educativas considerem o uso regular das experiéncias e saberes prévios dos aluno:
como fundamentos para a aquisicdo de novos conhecimentos, potencializando o processo de

construcao e reconstrucée saberes (Costa Junairal, 2022).
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6.1.3 Competéncias e Habilidades Técnicas e Tecnoldgicas

Nos ultimos anos, a evolucgédo tecnoldgica tem transformado de maneira significativa os
modos de comunicacgdo, producédo e acesso a informacao. Nesse cenacaga@oeenquanto
campo essencial para o desenvolvimento humano, também deve se adaptar, integrando novas
ferramentas que aprimorem o processo de ensino e aprendizagem. A tecnologia, por sua vez,
configurase como um recurso de grande potencial pedagégisdedque o professor esteja
apto a utilizala de forma eficiente e alinhada as demandas educacionais contemporaneas.

As competéncias técnicas, que incluem conhecimentos em informatica, software e
hardware, apresentase como imprescindiveis para que o essbr integre a tecnologia ao
ambiente educacional. De acordo com Mishra e Koehler (2006), tais competéncias abrangem
desde o dominio basico de ferramentas de edicdo de textos e apresentacdes até a habilidade d
elaborar projetos educacionais que combireeratilizacdo de recursos tecnolégicos com
praticas pedagdgicas inovadoras.

A alfabetizacdo digital dos professores também ocupa posi¢cao central nesse contexto.
Conforme orientacées da Unesco (2009), essa habilidade é uma das metas prioritarias nos
programas de formacéo docente, sendo necessaria para garantir que os professores estejan
aptos a implementar praticas educacionais que utilizem a tecnologia de forma significativa.
Dessa forma, com base na proposta de alfabetizacdo em tecnologia eataattb digital,
0s primeiros passos no desenvolvimento das competéncias docentes voltadas para a integracac
tecnoldgica envolvem o dominio inicial de habilidades digitais. Nesse sentido, é essencial que
os professores sejam capazes de selecionar erammasos tecnoldégicos como tutoriais
educacionais, jogos interativos, atividades préaticas e contetdos disponiveis na web, seja em
laboratérios de informética, seja em salas de aula com estrutura mais limitada. Tais ferramentas
devem ser utilizadas de n&ra a complementar os objetivos estabelecidos no curriculo,
alinhandeas as estratégias avaliativas, ao planejamento de unidades tematicas e as
metodologias de ensino adotadas. Além disso, os professores precisam dominar o0 uso das
tecnologias de informag& comunicacéao (TIC) para gerenciar dados relacionados ao ambiente
escolar e, também, para aprimorar continuamente sua formacéo e desenvolvimento profissional
(Unesco, 2009).

Além dos conhecimentos técnicos, € essencial que os educadores desenvolvam
habiidades especificas voltadas ao uso de tecnologias educacionais, como plataformas virtuais
de aprendizagem e jogos pedagdgicos. A aplicacdo dessas ferramentas contribui para o
engajamento dos estudantes, ao tornar as praticas educativas mais dinamarasivasnt
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Contudo, como ressalta Castells (2001), a tecnologia ndo deve ser compreendida como uma
solugdo universal para os desafios educacionais, mas como um instrumento que, quando
empregado de forma criativa e inovadora, auxilia na concretizacéo dieasbpedagdgicos
especificos.

Ademais, o professor do futuro deve incorporar em sua pratica habilidades
socioemocionais que o capacitem a enfrentar os desafios de uma sociedade cada vez mais
complexa e diversificada. Fullan (2010) destaca que a empatigbmracao e a lideranca sao
competéncias fundamentais para que o docente crie um ambiente educacional inclusivo, que
valorize a diversidade e promova a integracdo de diferentes perspectivas.

A atualizacdo constante do professor, fundamentada em umactmroontinuada que
contemple tanto aspectos técnicos quanto pedagdgicos e socioemocionais, é essencial para que
ele atenda as demandas da contemporaneidade. Assimsdonegessario que a formacao
docente inclua ndo apenas o dominio de novas tecnglogiatambém a promocéao de valores
como incluséao, diversidade e adaptabilidade.

Portanto, a formacédo de professores deve ser compreendida como um processo
abrangente, que va além do ensino de conteudos técnicos e abarque o desenvolvimento de
competénciasug considerem as mudancgas culturais, sociais e tecnolégicas da sociedade atual.
Ao articular tais competéncias, sera possivel formar educadores capazes de atuar de maneira

eficaz, criativa e ética frente aos desafios impostos pela contemporaneidade.

6.2 Ouso do GeoGebra no Ensino de Geometria Espacial

O GeoGebra é um software de matemética dindmica, desenvolvido por Markus
Hohenwarter em 2001, que se caracteriza pela integracdo de algebra, geometria e célculo,
oferecendo uma plataforma de ensino e apreg@m que pode ser aplicada a todos 0s niveis
educacionais, do ensino fundamental ao superior. O nome do software resulta da fusdo das
palavras "geometria” e "algebra”, refletindo a proposta central do programa de interligar essas
duas disciplinas, com atuito de proporcionar uma abordagem mais dinamica e interativa para
0 estudo da matematica. A utilizacdo dessa ferramenta no processo de ensino pode contribuir
significativamente para a melhoria da aprendizagem dos alunos, pois permite que o ensino da
makematica se torne mais fluido e dindmico, promovendo, dessa forma, a participacéo ativa dos
alunos e estimulandos a desenvolverem suas proprias estratégias de resolucao de problemas
geomeétricos. O uso do GeoGebra, portanto, visa engajar os estudant@sidos mais

protagonistas em sua jornada de aprendizagem (Alexandre Junior, 2022).
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Santos e Moita (2016) destacam que 0s recursos tecnologicos desempenham um papel
fundamental no processo educacional, uma vez que possibilitam ao professor uma abordagem
mais flexivel e interativa, além de oferecerem ferramentas que facilitam a criacdo e a
implementacdo de novas praticas pedagodgicas. Essas praticas, por sua vez, podem tornar o
processo de ensino mais produtivo e dinamico, permitindo que os educadoreslegsfioem
reinvencam o ato de ensinar, com a utilizacdo de tecnologias que promovem o envolvimento
dos alunos de maneira mais significativa.

O GeoGebra se destaca por sua capacidade de manipular diversas variaveis
matematicas, como nameros, pontos e vet@@sn de permitir a combinacdo de funcbes
algébricas e a determinacéo de raizes e pontos de extremidade de uma funcdo. Uma das grande
vantagens dessa ferramenta reside na possibilidade de demonstrar, de maneira clara e didatica
a interacdo entre a algelmaa geometria. O software possibilita ao usuario visualizar, criar e
animar objetos geométricos em um ambiente tridimensional, proporcionando uma compreensao
mais profunda das inteelacdes existentes entre 0s conceitos matematicos. Esse recurso torna
0 GeoGebra uma ferramenta poderosa para a constru¢do de um entendimento mais integrado e
visual dos conteudos abordados em sala de aula. Além disso, 0 GeoGebra permite que o
professor crie um ambiente de ensino mais ativo e interativo, no qual os alunos pode
manipular figuras geométricas em trés dimensodes, explorar as propriedades dessas figuras de
maneira visual e intuitiva e realizar comparacdes entre diferentes aspectos geométricos. Esse
tipo de interacéo torna o processo de aprendizagem mais envolfacititaea assimilacao de
conceitos complexos de geometria, que muitas vezes sao dificeis de compreender apenas por
meio de métodos tradicionais, como o uso de quadros e papel (Alexandre Junior, 2022).

Outro ponto relevante € o fato de que o GeoGebrasottmare gratuito, 0 que o torna
acessivel a um publico amplo. Ele pode ser utilizado tanto em computadores quanto em
dispositivos méveis, o qgue amplia suas possibilidades de uso e facilita seu acesso. A interface
do software, embora rica em funcionalidad é projetada para ser intuitiva e acessivel,
permitindo que tanto professores quanto alunos possam -ldildé maneira eficaz, sem
necessidade de um treinamento complexo.

Neste trabal ho, f ol utilizada o 0GBwao Gebr
para o sistema operacional MacOS (Macintosh). Além da versao classica, ha também
di spon2veis para MacOS: NfnGeoGebi &eoGehrg), Cal
GeoGebra Graphing Calculator (Calculadora Grafic&eoGebra), GeoGebra Geometry,
Grafico 3D, Geometria e Calculadora Gréfica. Ha também disponivel no site oficial a versao

para o sistema Windows. Para os objetivos deste estudo, foi dada prioridade ao uso da opcéo
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"Calculadora 3D", devido a sua aplicabilidade no contexto daoeagdlo de conceitos
geomeétricos tridimensionais.

Além disso, o GeoGebra oferece uma série de manuais detalhados que explicam o
funcionamento de cada uma de suas ferramentas e funcionalidades. Esses manuais estac
disponiveis no site oficial do softwat&tps://www.geogebra.orgé servem como um recurso
valioso para aqueles que desejam explorar o software de maneira mais aprofundada, seja do

ponto de vista técnico, seja no que tange a sua aplicacdo pedagogica.


https://www.geogebra.org/
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7 ATIVIDADES COM O USO DO GEOGEBRA

Este capitulo apresenta as atividades desenvolvidas nesta pesquisa, voltadas para a
exploracdo de conceitos fundamentais da Geometria Espacial, com énfase em projecdo
ortogonal, sélidos de revolugcaddrancamento de soélido® produto pedagdgico desenvolvido
€ ume-bookde atividades criado na plataforma GeoGebigufa 103) que tem como objetivo
fornecer um conjunto de atividades que auxiliem os professores na ministracdo dos contetdos
programaticos ,ealém disso, que permitam aos alunos uma melhor compreenséo dos assuntos,
favorecendo a visualizacao tridimensional dos conceitos abordados. Resspltaa pesquisa
nao foi testadaem ambiente escolar. O acesso aboek pode ser feito pelo endereco

https://www.geogebra.org/m/twkxutg5

Fonte: O autor. 2025.

As atividades foram elaboradas considerando as diretrizes curriculares previstas na
BNCC e as necessidades dos alunos do Ensino Médio. Foram desenvolvidas e selecionadas
atividades que exploram a visualizacdo e compreensédo dos soélidos geométricos sob diferentes
perspectivas.


https://www.geogebra.org/m/twkxutq5
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Inicialmente, serdo trabalhadas as habilidades relacionadasjaésdps ortogonais,
explorando a representagdo bidimensional de objetos tridimensionais e a relagdo entre
diferentes vistas ortogonais. O uso do GeoGebra possibilitara a construcdo e manipulacédo de
sélidos geométricos, permitindo a visualizacdo das giefeem planos distintos e a analise
das variacdes decorrentes da posicéo e orientacdo do objeto. Psetepudesa abordagem
favoreca a compreensao dos principios fundamentais da projecdo ortogonal, auxiliando na
interpretacdo espacial e na transieatre diferentes representacdes geométricas.

Em seguida, serdo explorados os sélidos de revolucédo, considerando a obtencdo de
cilindros, cones, troncos de cones e esferas a partir da rotacdo de figuras planas como
retangulos, triangulos e circulos. O usn@eoGebra possibilitard a visualizacdo do processo
de rotacdo e a anélise de como a mudanca nos elementos geradores altera a forma final do
sélido. Objetivase que este estudo proporcione uma abordagem dinamica, possibilitando o
desenvolvimento das haloifides inerentes a revolugéo de solidos e de visualizagdo geométrica.

Na terceira etapa, serd abordado o truncamento de sélidos, destacando sua aplicacdo na
construcdo de poliedros arquimedianos e na obtencdo de novas formas a partir de sélidos
regulares. ® professores poderdo utilizar o material para demonstrar cortes em poliedros,
analisando a modificacdo das faces, vértices e arestas e estudando as propriedades resultante:
A atividade permitira um aprofundamento no conceito de transformacao geomatricdex
relacdo entre diferentes tipos de solidos.

As atividades foram estruturadas com o objetivo de reforcar a compreensdo dos
conceitos geométricos, explorando propriedades fundamentais como simetria, relacdes
métricas, areas e volumes. Além dissoutdizacdo do GeoGebra proporcionard uma
experiéncia interativa, favorecendo a visualizacdo tridimensional e promovendo um
aprendizado mais significativo.

A insercdo de tecnologias no ensino da Matematica tem demonstrado um impacto
positivo na constru¢do od conhecimento, possibilitando aos alunos uma interacdo mais
dindmica com os conteudos. O uso do GeoGebra, em particular, permitird que os estudantes
experimentem, manipulem e analisem as propriedades geométricas de forma visual e interativa,
facilitando acompreenséo de conceitos muitas vezes abstratos.

Nas proximas secdes, serdo explicitadas cada uma das atividades desenvolvidas,
destacandse os objetivos especificos, a metodologia sugerida para sua aplicacdo e as
principais observacdes que podem seidalsta partir do uso do material.

As atividades desenvolvidas no ambito desta dissertagdo tém como propdsito central

contribuir significativamente para o ensino e a aprendizagem de conceitos fundamentais da
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Geometria Espacial, com énfase nos topicos degqio ortogonal, superficies e sélidos de
revolugdo, bem como truncamento de soélidos. Para alcancar tal finalidade, elborou
material didatico estruturado na forma de um livro de atividades disponibilizado na plataforma
GeoGebra, contendo construcieterativas que fomentam a visualizacdo geométrica. Essas
construcdes incluem tanto modelos elaborados pelo préprio autor quanto outros ja existentes na
plataforma, além de um conjunto de questdes criteriosamente selecionadas, abrangendo tanto
problemas d autoria propria quanto questbes extraidas de exames vestibulares. A
intencionalidade pedagdgica subjacente a essa proposta reside na promocdo de um suporte
efetivo aos docentes, proporcionadles ferramentas que viabilizem uma abordagem didéatica
mais ntuitiva e din@mica desses conceitos espaciais.

Além do suporte oferecido ao professor, o0 material elaborado busca atender, de maneira
igualmente substancial, as necessidades dos alunos, auxbsnmum desenvolvimento da
capacidade de abstracdo e na togdo de uma percepcado mais aprofundada acerca das
estruturas geométricas envolvidas nos problemas apresentados. O enfoque central do material
nao se encontra na exploracéo algébrica das resolucdes, mas, sim, na facilitagcdo do processo de
compreensao e stializacdo das configuracdes espaciais descritas em cada situacdo proposta.
Assim, ao permitir que o estudante explore interativamente os conceitos por meio do GeoGebra,
pretendese minimizar dificuldades inerentes a assimilacdo de topicos da GeometigaEsp
promovendo um aprendizado mais acessivel, significativo e alinhado ao desenvolvimento do

pensamento geométrico.

7.1 Atividades de Projecéo Ortogonal

Nesta secdo, serdo abordadas as atividades associadas as projecdes ortogonais,
enfatizando a trap®sicdo de formas tridimensionais para representagcdes bidimensionais e a
inter-relacdo entre diferentes vistas ortogonais. Seréo apresentadas quinze (15) questdes de
vestibulares regulamentados e amplamente reconhecidos pelo sistema educacional brasileiro
(Fuvest e ENEM), presentes neb@ok. Além das questbes, estdo presentes construcdes
interativas, que possibilitam uma melhor visualizagdo geométrica de proje¢cfes ortogonais. A
utilizacdo do software GeoGebra nesse processo viabiliza a modelagem, maaipmilac
exploracdo de solidos geométricos, o que possibilitara a observacao dinadmica das projecdes em
distintos planos de referéncia. Além disso, essa metodologia permitira a analise minuciosa das
transformacdes visuais resultantes das variacbes na posg@oientacdo do objeto no espaco
tridimensional. Objetivae que tal abordagem contribua significativamente para a assimilagéo
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dos fundamentos tedricos e praticos inerentes a projecdo ortogonal, fomentando o
desenvolvimento da capacidade de interpretagfacial e facilitando a transicao entre distintas

formas de representacdo geomeétrica.

7.1.1 Roteiro de Aplicagao das Atividades de Projecao Ortogonal para Professores

1. Objetivo Didético
Antes de iniciar, expliciiraos alunos:
1 O que é projecaortogonal;
1 Por que ela é importante em geometria espacial;
1 Como essa técnica aparece em contextos reas\westibulares
SugestanApresenarimagens ou animagoes de objetos reais com suas vistas ortogonais
(frontal, lateral e superior).

2. Introducéo Coceitual
Reserve um momento da aula para
1 O que é projecéao ortogonal;
1 Revisar os conceitos basicos de projecao ortogonal;
1 Apresentar os planos de projecao (horizontal, vertical e lateral);
1 Mostrar exemplos de objetos simples e suas respectivas projecoes.
Sugestap Usar alguns sélidos geométricos simples, como caixa de sapato, lata de
refrigerante.. para demonstrar fisicamente as projecfsn a luz da sala de aula

apagada e a lanterna do celular sendo a fonte de iluminagéo)

3. Apresentacao da Atividade
Projetar ou apresentafs) questa¢des)selecionadg) do ebook:
1 Leia e interprete o enunciado com os alunos;
1 Destaque os elementos importantes (tipo de solido, pontos de interesse, plano de
projecéo).

4. Exploragao com o GeoGebra
Utilizar a construcéamiterativa associada a atividade:
9 Abrir o arquivo correspondente;

1 Orienfaros alunos a explorar diferentes angulos, planos e projecoes;
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1 Estimular que facam previsdes antes ebeecutar os movimentos com o controle
deslizante ou giraw sélido.

SugestapAntes deexecutar 0s movimentos com o controle deslizante ou girar 0 sélido

pergunér'Como vocé imagina que sera a projecao no plano horizontal?'

5. Roteiro de Investigacdo Guiada (perguittaeve)
Durante a atividade, propperguntas como:
1 Qual vista est&endo representada? Frontal, superior ou lateral?
1 Que partes do objeto séo visiveis nessa projecao?
1 O que muda na imagem projetataalterar o planprojetant@
1 H& perda de informacdes visuais ao projetar? Por qué?

1 Seo objetofor rotacionad, a projecaanuda? Como?

6. Atividade em Dupla ou Grupos
Dividir os alunos para resolves atividades juntosnas quaisada grupo pode discutir

suas interpretacdes e comparar as projecdes com as dos outros.

7. Sistematizacao
Apés a resolucados problemas
1 Retomnaros conceitos trabalhados;
1 Mostrara solugéo correta com base na pragapnstruida no GeoGebra;
1 Pdir que os alunos expliguem com palavras o raciocinio por trds da construcdo da

projecéo.

8. Ampliacao e Avaliacdo
1 Propa uma nova situacaproblema semeltmde para resolucao individual;
1 Estimular que os alunos criem seus proprios exemplos de trajetos ou sélidos para

serem projetados.

9. Reflexao Final
Finalizara aula com uma discusséao breve:
1 O que foi mais dificil na projecao ortogonal?
1 Em que situagbes dootidiang em outrasareas da matematica ou em outras
disciplinas isso pode ser util?

1 O que o uso da ferramerdmital teajudou acompreender melhor?
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10. Estimulo a Producado de Representagfes Alternativas

Incentivar os alunos a criarem representacfesgoniais de soélidos do cotidiano,
diferentes dos ja explorados. Solicitar que justifiguem suas escolhas com base nas vistas
geradas. Essa proposta estimula a autonomia, criatividade e reforca a compreensao das

projecdes ortogonais.

1. (FuvestSP) Uma formigaesolveu andar de um vértice a outro do prisma reto de bases
triangulares ABC e DE@-igura 104) seguindo um trajeto especial. Ela partiu do vértice
G, percorreu toda a aresta perpendicular a base ABC, para em seguida caminhar toda a
diagonal da face ADGE, finalmente, completou seu passeio percorrendo a aresta reversa

a CG. A formiga chegou ao vértice:

Figura 104 - Prisma reto de bases triangulares ABC e DEG
G

N e - - —

A B

Fonte: Fuvest (1997).

(A) A
(B) B
©cC
(D) D
(E) E

OrientacdoMovendes e o ficontr ol e whdglra 195 ompgomaverdee s t ¢
gue representa a formiga, deslseapelo trajeto descrito no enunciado, conforme ilustra a
Figura 106.
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Figura 105- Atividade do GeoGebra (trajetoria da formiga)

u = Vetor(6.€)

© 0

v = Vetor(C, D)

"0
= -3
5
w = Vetor(D, E)
o0
= o
0
q =002
. ®

t = Se(q<1l,q,1)

0.02
Pl=(1-1)G+tC
(2 3, 49)

s=Se(q>1Aq<2q-1,0)

:.Q‘:.-..-.......-....-.. S

0
= Se(q>2.q-2,0)

0

P2 = (1-5)C4sD

(2,3, 0)
P3 = (1-)D+rE

(0,0,5)

Fonte: O autor, 2025.

Figura 106 - Deslocamentos da formiga

q =102 q =204 q=298

Fonte: O autor, 2025.

(ENEM) Um inseto percorreu sobre a superficie de um objeto, em formato de um prisma
reto ABCDEFGH, com base retangul@igura 107) uma trajetoria poligonal, com vértices
nos pontos: AX-Y-G-F-E-X-G-E, na ordem em que foraapresentados.
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Figura 107 - Objeto em formato de prisma reto

F G

xb

Fonte: INEP, 2021.

E necessario representar a projecdo ortogonal do trajeto percorrido pelo inseto sobre o
plano determinado pela base do prisma. A representacdo da projecéo ortogaetado

percorrido pelo inseto é

® C
o
o
o) | |




147

(E)

A

OrientacdoAlterandoese a posicao do sélido descrito no enunciado, em relacdo ao plano
horizontal (clicando com o mouse na imagem e movendo para as direcoes desejadas),
percebese a representacama projecdo ortogonal do trajeto percorrido pelo inseto,
conforme ilustren as Figuras 108 e 109

Figura 108- Trajetoria do inseto

F

G

Y

Fonte:Mariana Sorianp2023. Disponivel emhttps://www.geogebra.org/m/wvtwptwd

Acesso emi2aga 2(24.

Figura 109- Representacao da projecéo ortogonal do trajeto percorrido pelo inseto

Fonte:Mariana Sorianpadaptado, 2025.

3. (ENEM) Uma lagartixa estéa no interior de um quarto e comega a se deslocar. Esse quarto,
apresentando o formato de um paralelepipedo retangular, é represent&gupel O,
A lagartixa parte do pontB e vai até o ponté. A seguir, deA ela se deslocpela parede,
até o pontdM, que é o ponto médio do segmeBte. Finalmente, pelo teto, ela vai do


https://www.geogebra.org/m/wvtwptwd
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pontoM até o pontdd. Considere que todos esses deslocamentos foram feitos pelo caminho

de menor distancia entre os respectivos pontos envolvidos.

Figura 110- quarto no formato de um paralelepipedo retangular

T

[

L
E ' G

L _ Teto F

HE

:

i

i

--"." -------
.......... D

Fonte: INEP, 2017.

A projecao ortogonal desses deslocamentos no plano que contém o chdo do quarto € dada

por:

(A)

(B)

AN

©

(D)
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(E)

OrientacdoMovendes e o0 p ¢(Figuraollljpeladdeslocamento da lagartixa descrito
no enunciado, a projecao ortogonal da trajetdria é simultaneamente representada em

vermelho no plano horizontal (ch&o), conforme ilustFeggarall?.

Figura 111- Trajetoria da Lagartixa
H

Fonte:Francisco Dias2019. Disponivel emhttps://www.geogebra.org/m/uuhe4j3v
Acesso em: 15 ago. 2024.

Figura 112- Representacao da projecao ortogonal do trajeto percorrido pela lagartixa

o0

Fonte:Francisco Diasadaptado, 2025.

4. (ENEM) O Museu do Louvre, localizado em Paris, na Franga, € um dos museus mais
visitados do mundo. Uma de suas atracOes € a Piramide de Vidro, construida no final da
década de 1980em-se, na Figurd13 (a) uma foto da Piramide de Viddw Louvre e, na
Figurall3 (b) uma piramide reta de base quadrada que a ilustra.

Considere os pontos A, B, C, D como na Fidura (b) Suponha que alguns reparos devem
ser efetuados na piramide. Para isso, uma pessoa fara o seguinte deslocamento:

1) partir do ponto A e ir até o ponto B, deslocasd@ela aresta AB;


https://www.geogebra.org/m/uuhe4j3v
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2) ir de B até C, deslocande pela aresta que contém esses dois pontos;
3) ir de C até D, pelo caminho de menor comprimento;

4) deslocaise de D até B pela aresta que contém ekssgpontos.

Figura 113- Piramide de Vidro do Louvre e piramide reta de base quadrada

(a) (b)

Fonte: INEPadaptada2017.

A projecéo do trajeto da pessoa no plano da base da piramide € melhor representada por

(A)

(B)

(©)

(D)
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(E)

Orientacdo Alterandese a posicdo da piramide descrita no enunciado (jA& com o0s
deslocamentos tracados), em relagcdo ao plano horizontal (clicando com o mouse na
imagem e movendo para as direcbes desejadas), peeabepresentacdo da projecao
ortogonal do trajetda pessoa no plano da base da piramide, conforme musgiGiguras

114 e 115 seguir.

Figura 114- Trajeto da pessoa

Fonte: Mariana Soriano, 2021. Disponivel érttps://www.geogebra.org/m/tkv7nx4x

Acesso em: 12 ago. 2024.

Figura 115- Projecao ortogonal do trajeto da pessoa no plano da base da piramide

Fonte:Mariana Sorianpadaptado, 202

5. (ENEM) Gangorra é um brinquedo que consiste em uma tadbua longa e estreita equilibrada
e fixada no seu ponto central (pivd). Nesse brinquedo, duas pessoas-senias
extremidades e, alternadamente, impulsioisanpara cima, fazendo descer a extremidade
oposta, realizando, assim, 0 movimento da gangorra. Considere a gangorra representada na

Figurall6 em que os pontos A e B sdo equidistantes do pivo:


https://www.geogebra.org/m/tkv7nx4x
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Figura 116- Gangorra

Pivd

Fonte: INEP, 2013

A projecao ortogonal da trajetoria dos pontos A e B, solplarm do chao da gangorra,

guando esta se encontra em movimento, é:

(A)
A B
(B)
A B
(®)
<A B>
(D)
A B
(E

| A/\ \/B

Orientacdo Movendes e o0 pont o fAamarel oo pel o movir
enunciado, a projecdo ortogonal da trajetéria € simultaneamente representada Bm preto

plano horizontal (chao), conforme ilustras Figuras 117 €118 a seguir
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Figura 117- Gangorra (atividade no GeoGebra)

Fonte:Professor Yudi2022. Disponivel emhttps://www.geogebra.org/m/g26k3dbz
Acesso em: 18 ago. 2024.

Figura 118- Representacao da projecao ortogonal da trajetoria dos pontos A e B

Fonte:Professor Yudiadaptado, 2025.

6. (ENEM) O Atomium, representado na imagé@rigura 119) € um dogrincipais pontos
turisticos de Bruxelas. Ele foi construido em 1958 para a primeira grande exposi¢do mundial
depois da Segunda Guerra Mundial, a Feira Mundial de Bruxelas-sérd&auma estrutura
metalica construida no formato de um cubo. Essa estagt&rapoiada por um dos vértices
sobre uma base paralela ao plano do solo e a diagonal do cubo, contendo esse vértice, é
ortogonal ao plano da base. Centradas nos veértices desse cubo, foram construidas oito
esferas metalicas, e uma outra esfera foi coitlstrcentrada no ponto de intersecédo das
diagonais do cubo. As oito esferas sobre os vértices sao interligadas segundo suas arestas,
e a esfera central se conecta a elas pelas diagonais do cubo.

Todas essas interligacdes sao feitas por tubos cilindricopa@gsuem escadas em seu
interior, permitindo o deslocamento de pessoas pela parte interna da estrutura. Na diagonal
ortogonal a base, o deslocamento é feito por um elevador, que permite o deslocamento entre
as esferas da base e a esfera do ponto maipa#teando pela esfera central. Considere um
visitante que se deslocou pelo interior do Atomium sempre em linha reta e seguindo o menor

trajeto entre dois vértices, passando por todas as arestas e todas as diagonais do cubo.


https://www.geogebra.org/m/g26k3dbz
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Figura 119- Atomium

Fonte: INEP, 2021.

A projecdo ortogonal sobre o plano do solo do trajeto percorrido por esse visitante &

representada por

® %
AN

(B) /

©

(D)

(E)
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OrientacdoAlterandese a posi¢do do Atomium, em relagao ao plano horizontal (clicando
com o0 mouse na imagem e movendo para as dire¢oes desejadas); peecelesentacao
da projecdo ortogonal sobre o plano do solo do trajeto percorrido por esse visitante,

conforme ilustra &igural20a seguir

Figura 120- Representacao da projecéo ortogonal da trajetoria do Atomium

Fonte:Raul Manuel Falcén Ganforninadaptado, 202®isponivel em:

https://www.geogebra.org/m/qn98DEbWcesso em: 21 ago. 2024.

(ENEM) O acesso entre os dois andares de uma casa é feito através de uma escada circulat
(escada caracol), representadaHgura 121 Os cinco®, B, C, D, E sobre o corriméo
estdo igualmentespagados, e 0s pont®sA e E estdo em uma mesma reta. Nessa escada,

uma pessoa caminha deslizando panaié o pontd.

Figura 121- Escada caracol

C

E
J '

/B

P
Fonte: INEP, 2014.

A figura que melhor representa a projecao ortogonal, sobre o piso da casa (mwano),

caminho percorrido pela mao dessa pessoa é:

(A)


https://www.geogebra.org/m/qn98DEbW
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(B)
(C) />
(D)
(E)

OrientacdoMovendes e 0o pont o AAO pel o desl ocamento
a projecdo ortogonal da trajetdria é simultaneamente representada em vermelho no plano

horizontal (ch&o), conforme ilustraFggural22a seguir

Fonte:Francisco Diasadaptado, 202®isponivel emhttps://www.geogebra.org/m/udsmw3eb

Acesso em: 24 ago. 2024.

8. (ENEM, adaptadaUma torneira do tipo 1/4 de volta é mais econémica, ja que seu registro
abre e fecha bem mais rapidamente do que o de uma torneira coririguradl23 ilustra
uma torneira do tipo 1/4 de voleaqualtem um ponto preto marcado na extremidade da

haste deseu registro, que se encontra na posicao fechado e, pala edmpletamente, é


https://www.geogebra.org/m/ud5mw3eb
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necessario girar a haste 1/4 de volta no sentidehardrio. Considere que a haste esteja
paralela ao plano da parede.

Figura 123- Torneira do tipo 1/4 de volta

/ : parede
| ]
: *

»
'v
-

| = 4 haste

Fonte: INEP, 2018.

Qual das imagens representa a posicao ortogonal, na parede, da trajetoria tracada pelo ponto

preto quando o registro é aberto completamente?

(A)

(B)

(®)

(D)

NN

(E) ——

OrientacdoMovendes e 0o ficontr ol e dHEgsrhl24ogpontoperéetoqliee st a
representa a trajetoria tracada pelo registro, tem a representacao de sua projecao ortogonal

(na parede), sendo esbocada em vermelho, conforme ilUStaral24 aseguit
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Figura 124 - Representacao da projecao ortogonal derneira (na parede)

Fonte:Francisco Diasadaptado, 202®isponivel emhttps://www.geogebra.org/m/kwu8ngkd
Acesso em: 24 ago. 2024.

9. (ENEM) Os alunos de uma escola utilizaram cadeiras iguaisragutal25para uma aula
ao ar livre. A professora, ao final da aula, solicitou que os alunos fechassem as cadeiras para
guardalas. Depois de guardadas, os alunos fizeram um esboc¢o daatesth tla cadeira

fechada.
Figura 125- Cadeira

Fonte: INEP, 2016.

Qual é o esboco obtido pelos alunos?

(A)

(B)


https://www.geogebra.org/m/kwu8nqkd
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(E)

OrientacdoAlterandese a posicao da cadeira, em relacdo ao plano vertical, (clicando com
0 mouse na imagem e movendo para as direcdes desejadas),-peraebpresentacao do
equivalente a projecao ortogonal sobre o plano vertical (parede), relativo ao estista da
lateral da cadeira fechada, conforme ilustféggural26a seguir

Figura 126- Vista lateral da cadeira fechada

Sodun

Fonte: Francisco Dias, adaptado, 2025. Disponivehttps://www.geogebra.org/material/show/id/mzhdjvb6

Acesso em: 30 ago. 2024.

10.(ENEM, adaptadpO globo da morte € uma atracdo muito usada em circos. Ele consiste em
uma espécie de jaula em forma de uma superficie esférica feita de ago, onde motoqueiros
andam com suas motos por dentro. A seguir;gema Figura27 (a) uma foto de um

globo da morte e, na Figura7 (b) uma esfera que ilustra um globo da morte.


https://www.geogebra.org/material/show/id/mzhdjvb6
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Figura 127 - Globo da morte

Fonte: INEPadaptada2012.

Na Figural27 (b), o ponto A esta no plano do chdo onde esta colocado o globo da morte e

0 segmento AB passa pelo centro da esfera e € perpendicular ao plano do chdo. Suponha
gue ha um foco de luz direcionado para o chdo colocado no ponto B e quetaupeiro

faca um trajeto dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia que passa pelos pontos A
e B.A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chdo é melhor representada por

(A)

(B)
©) O
© @

(E)
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Orientacdo Movendes e o pont o AMO pelo desl ocament
enunciado, a projecdo ortogonal da trajetéria € simultaneamente representada em vermelho

no plano horizontal (chéo), conforme ilustrBigural28a seguir

Figura 128- Projecdo ortogonalda trajetoria descrita pelo motoqueiro

a 2 8 &

= = =

Fonte:Francisco Diasadaptado, 202®isponivel emhttps://www.geogebra.org/m/frzszqgw
Acesso em: 02 set. 2024.

11.(ENEM) Um robd, que tem um im& em sua base, se desloca sobre a superficie externa de
um cubo metalico, ao longo de segmentos de reta cujas extremidades sdo pontos médios de
arestas e centros de faces. Ele inicia seu deslocamento no ponto P, centreulzefame
do cubo, segue para o centro da proxima face, converte a esquerda e segue para o centro ds
face seguinte, converte a direita e continua sua movimentacdo, sempre alternando entre
conversdes a esquerda e a direita quando alcanca o centro de ur@artdui sé termina
sua movimentacdo quando retorna ao ponto PigAra 129 apresenta os deslocamentos

iniciais desse robo.

Figura 129- Deslocamento do robd

P

A

PR T -———-

Fonte: INEP, 2022.

A projecao ortogonal do trajeto descrito por esse robd sobre o plabasda apos
terminada sua movimentacéo, visualizada da posi¢cdo em que se esta enxergando esse cubo

é


https://www.geogebra.org/m/frzszqgw
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(A) /ﬁ

(B) / /

o L7 7

L / /
(E) / /

OrientacdoAlterandase a posicédo do cubo, de modo a observar quais sao as direcbes dos
deslocamentos do robd, tendo @sta a alternancia entre conversfes a esquerda e a direita
guando alcanca o centro de uma face (clicando com o mouse na imagem e movendo para
as direcdes desejadas), peresbe representacdo do equivalente a projecao ortogonal do
trajeto descrito por es robo sobre o plano da base (ch&o), conforme ilbtgural30a

seqguir

Figura 130- Trajetoria do deslocamento

Fonte:Vitor Souza 2023. Disponivel emhttps://www.geogebra.org/m/twkxutg5#material/wrwjnayr
Acesso em: 05 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/twkxutq5#material/wrwjnayr
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12.(ENEM) A figura representa o globo terrestre e nela estdo marcados os pontos A, Be C. Os
pontos A e B estdo localizados sobre um mesmo paralelo, e os pontos B e C, sobre um
mesmo meridiano. E tracado um caminho do ponto A até C, pela superficie do globo,
passando por B, de forma que o trecho de A até B se dé sobre o paralelo que passa por A e
B e, o trecho de B até C se dé sobre o meridiano que passa por B e C. Considplangue o
U ® paralelo “Figual8ha do equador na

Figura 131- Globo terrestre

—

/ ; -
£ S N
£ Cl \
/ \
( \ Linha do equador
\ /
\A B /
\ /
\ 4
N y

AN

Fonte: INEP, 2016.

A proje-«o ortogonal, no plano U, do cami

;
(A)

1]
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OrientacdoMovendes e 0o ponto fiSO pelo desl ocamento
ortogonal da trajetéria € simultaneamente representada em vermelho no plano horizontal

(ch&o), conforme ilustrakigural32a seguir

Figura 132- Projecao ortogonal datrajetoria descrita

Fonte:Francisco Diasadaptado, 202®isponivel em:
https://www.geogebra.org/m/twkxutq5#material/wrwjnayr
Acesso em: 08 set. 2024.

13. (ENEM) Um grupo de paises criou uma instituicdo responsavel por organizar o Programa
Internacional de Nivelamento de Estudos (PINE) com o objetivo de melhorar os indices
mundiais de educacdo. Em sua sede foi construida uma escultura suspensa, com a
logomaca oficial do programa, em trés dimensfes, que é formada por suas iniciais,
conforme mostrada na figura. Essa escultura esta suspensa por cabos de aco, de maneire
gue o espacamento entre letras adjacentes € o mesmo, todas tém igual espessura e fican

dispcstas em posicéo ortogonal ao solo, como ilustredBigura 132 seguir.

Figura 133- Escultura (PINE)

Fonte: INEP, 2019

Ao meiodia, com o sol a pino, as letras que formam essa escultura projetam

ortogonalmente suas sombras sobre o solo. A sgonbjetada no solo &


https://www.geogebra.org/m/twkxutq5#material/wrwjnayr
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(A) ,

(B) _—
© ‘w
(D) - e

(E)
f

Orientacdo Alterandese a posicdo de visualizagdo da escultura, em relagdo ao plano
horizontal, de modo a observar A sombra projetada no solo, pela projecdo ortogonal das

letras que que a compdem, confolifoetraa Hgural34a seguir, obtérse:

Figura 134 - Projecao ortogonal das letras da escultura

Fonte:Francisco Diasadaptado, 202®isponivel emhttps://www.geogebra.org/m/vmj5kmsj
Acesso emil set. 2024.

14.(ENEM) Joéo propds um desafio a Bruno, seu colega de classe: ele iria descrever um
deslocamento pela piramide a sediiigura 135)e Bruno deveria desenhar a projecao
desse deslocamento no plano da base da piramide.


https://www.geogebra.org/m/vmj5kmsj
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Figura 135- Piramide de base quadrada
E

B
Fonte: INEP, 2019.

O deslocamento descrito por Jodo foi: meeapela piramide, sempre em linha reta,
doponto A ao ponto E, a seguir do ponto E ao ponto M, e depois de M a C.O desenho que

Bruno deve fazer é

(A)
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OrientacdoMovendes e o pont o AXO0 pel o desl ocamento
a projecdo ortogonal da trajetdria é simultaneamente representada em vermelho no plano

horizontal (ch&o), conforme ilustraggural36a seguir

Figura 136- Projecao ortogonal da trajetoria representada no plano horizontal

Fonte:Francisco Diasadaptado, 2IB. Disponivel emhttps://www.geogebra.org/m/geyaf8c;j
Acesso em: 14 set. 2024.

15. (ENEM adaptadpUm grupo de escoteiros mirins, numa atividade no parque da cidade
onde moram, montou uma barraca conforme a foto da Fi@frda) A Figural37 (b)
mostra 0 esquema da estrutura dessa barraca, em forma de um prisma reto, em que foram

usadas hastes metils.

Figura 137- Barraca em forma de um prisma reto
R 7

(@) (b)
Fonte: INEP, 2016
Apos a armacéo das hastes, um dos escoteiros observou um inseto-destotae elas,
partindo do vértice A em diregdo ao vertice B, deste em dire¢éo ao vértice E e, finalmente,

fez o trajeto do vértice E ao C. Considere que todos esses deslocamanmioitos pelo


https://www.geogebra.org/m/geyaf8cj
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caminho de menor distancia entre os pontos. A proje¢éo do deslocamento do inseto no plano
que contém a base ABCD ¢ dada por

® /\

(B) /o \
(9] ;

(D) :

(E) \

OrientacdoMovendes e 0o ponto Al 0 pel o desl ocamento
trajetéria é simultaneamente representada em vermelho no plano horizontal (ch&o),

conforme ilustra &igural38a seguir

Figura 138- Proje¢éo ortogonal da trajetoria no planohorizontal

Fonte:Francisco Diasadaptado, 2IB. Disponivel emhttps://www.geogebra.org/m/tdkjywah
Acesso em: 20 set. 2024.


https://www.geogebra.org/m/tdkjywah
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7.2 Atividades de Sdlidos d®evolucdo

Esta secdo do estudo sdeticada a abordagem dos solidos de revolucao, com énfase

no processo de geracao de cilindros, cones, troncos de cone e esferas a partir da rotacéo de

figuras planas, com a utilizacdo do software GeoGebra permitindo a simulacéo interativa do

movimento de otacdo e a andlise detalhada das transformacdes geométricas decorrentes da

variagdo dos elementos geradores. Serdo apresentadas treze (13) questdes de vestibulare

regulamentados e amplamente reconhecidos pelo sistema educacional brasileiro (ENEM, PUC
SP,MACKENZIE-SP, UFMG e FATEESP), de instituto federal (IFAL), de livros didaticos e

também questbes autorais, presentesimoo&. A abordagem proposta visa proporcionar uma

experiéncia didatica dindmica e intuitiva, favorecendo ndo apenas a compreemsacjiss

matematicos subjacentes a revolucao de solidos, mas também o aprimoramento das habilidades

associadas a visualizacdo espacial e a interpretacdo geométrica de diferentes configuracées

tridimensionais.

7.2.1 Roteiro Didaticd Atividades com Sdétlos de Revolucdo no GeoGebra

1. Objetivo didatico

T

Compreender o conceito de sélido de revolucao a partir da rotacao de figuras planas
em torno de um eixo fixo.

Explorar visualmente como a rotacdo de segmentos, tridngulos, retangulos e
semicircunferénciageram cilindros, cones, troncos de cone e esferas.

Desenvolver a capacidade de correlacionar representacfes planas e espaciais,
promovendo a visualizagdo geométrica.

2. Contextualizacéo inicial

T

Iniciar a aula com uma breve conversa sobre objetos do catidize podem ter

sido gerados por rotacao (copos, tacas, latas, bolas etc.).

Mostrar imagens reais e modelos fisicos, relacionando com as formas geométricas
planas que poderiam originar esses solidos.

Propor perguntas como: Tfdugialforaugur a pl
copo?0 ou fiComo uma meia circunfer°nci

3. Apresentacao do software GeoGebra

1

Orientar os alunos sobre o uso basico do GeoGebra 3D: movimentagdo da cena,
controle deslizante, rotacdo da figura e ocultacédo de objetos.

Demonstrar, com um projetor ou compartilhamento de tela, como visualizar uma
figura plana e sua rotacdo formando um sélido.
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4. Atividades exploratérias com rotagao

1 Orientar os alunos a iniciarem pelas atividades que tratam da geracao do cilindro a

partir e um retangulo.

1 Em seguida, condutos a explorar as rotacfes que formam cone, tronco de cone e

esfera.

1 Pdir que manipulem os controles deslizantes, observem os efeitos e respondam

perguntas sobre as transformacoes.

5. Andlise guiada das construcdes

1

)l
)l

Propor que os alunos descrevam o passo a passo da geracgéo do soélido, mencionando
a figura plana, o eixo de rotacéo eesultado

Palir que fagam prints das etapas da construgéo e escrevam breves descri¢oes.
Estimul-los a utilizar o vocabulario técnico: ra@xo, geratriz, base, altura.

6. Leitura e resolucéo de questdes

)l
T

Seleciomrde 3 a 5 questdes dedbeok e projedr uma por vez.

Orienfar os alunos a lerem cuidadosamente os enunciados e identificarem qual
sélido de revolucao estd em jogo.

Pdlir que utilizem as animacgfes para testar hipéteses e compreender o problema
tridimensional de forma visual antes de resdtvé

7. Interpretacdo geométrica

1

Orienfar os estudantes a descreverem, com palavras proprias, 0 que ocorre com a
figura plana ao girar.

Edimulélos a refl etirem: AO que acontecer.
outro ei xo0?0o0

Promo\er discussfes orais e breves relatos escritos para consolidar o raciocinio
espacial.

8. Atividade de criacdo autoral

T

Propo que os alunos criem, no GeoGebra, uma nova figura plana e explorem sua
rotacao.

Orientalosaj ust i fi car: APor que escol hi essa
RO que aprendi Cc 0 Bssaeetagaadesenxojvé coriatimidagep ? O
autonomia e djgacao pratica dos conceitos aprendidos.

9. Avaliacao formativa

T

Acompanlar as interacdes dos alunos com as construcdes e quessicobre 0s
conceitos envolvidos.

Avaliar se eles conseguem descrever o processo de geracdo de um sdlido de
revolucao, iderticar figuras planas geradoras e interpretar variacées de altura, raio

e eixo.
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10. Encerramento e retomada dos conceitos

1 Finalizar a sequéncia com uma retomada das figuras estudadas e suas rotacbes
correspondentes.

T Proefrum quadr o resumo coOm as associa- »es
sélido gerado.

1 Sugeriruma atividade extranencionaobjetcs do cotidianareal que represente um
sélido de revolucao e explicar qual figura plana o teria gerado.

7.22 Questdes sobr@olidos de Revolugéo

1. Calcule, em cm3, o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotacdo completa de um
quadrado de lado 4 cm em torno de um de seus lados.

(a) 16
(b) 32
(c) 48
(d) 64
(e) 128

Orientacdo Movendes e o fAcontr ol e deHgura 248 mtradagdo d e s t
completado quadradaem torno de um de seus lad@sgura 139)origina um cilindro,

conforme ilustra &igura140.

Figura 139- Quadrado perpendicular ao plano

Fonte: O autor2025.

Figura 140- Rotacédo do quadrado

Fonte: O autor, 2025.
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2. (Dolce Pompeo 1993 NaFigural4lseguinte as medidas estdo em cm.

Figura 141- Trapézio e eixo de rotacao

e
|
I

I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
|
10 cm

. .

Fonte: DolcePompe1993.

Calcule, em cmg, o volume do sélido gerado petacédo do trapézio em torno do eixo

e.
(a) 810
(b) 702
(c) 648
(d) 522
(e) 484

OrientacdoMovendes e 0o fcontr ol e dEgulald2 arotacdodo d e st
trapézioem torno do lado de medida 6amgina um cilindro com um cone retirado de

uma de suas bases, conforme ilustFeggaral42a seguir

Figura 142 - Trapézio rotacionando gerando solido de revolugéo

Fonte: O autor, 2025.



